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Resumen

El trabajo de tesis consta de disenar y simular el comportamiento del péndulo
de Furuta, un mecanismo de dos grados de libertad y solamente tendra un ac-
tuador en unas de sus partes (eslabones). En el mecanismo se desarrollaré tanto
la parte mecanica y control por medio de una simulacién: en la cual se utili-
zaran diferentes programas de simulacién, uno de ellos para desarrollar las partes
mecanicas y €l otro para verificar v simular su comportamiento dindmico. Tam-
bién se hara la comparacién y analogias necesarias con un robot manipulador.
para entender mejor la morfologia, dinamica y cinematica del péndulo de Furuta
v la aportacién que esté nos hace para la industria y como medio de aprendizaje
para el alumnado.

Ademas, de acuerdo a sus ecuaciones dinamicas y variables que pueden ser
cambiadas, nos proporciona informacién util para escoger material ya sea ta-

mafo,tipo v durabilidad para su mejor desempeiio.
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Capitulo 1

Antecedentes

El sistema Péndulo de Furuta, fue creado por el Dr. K.Furuta del Instituto
de Tecnologia de Tokio, Japdn, el cual es un sistema sub actuado de dos grados
de libertad rotacionales llamados brazo y péndulo. El movimiento del brazo se
realiza en un plano horizontal girando alrededor de un eje perpendicular al plano,
el péndulo se encuentra ubicado en un extremo del brazo y su eje giro es colineal
al eje axial del brazo y su movimiento se realiza en un plano perpendicular al de

este ultimo.

La Fig.1.1 muestra lo que es un péndulo de Furuta. El disenio de este trabjao

se basara en la figura antes mencionada para su desarrollo fisico (Umelki, 2002).

Una analogia del péndulo de Furuta es el juego que trataba de sostener una
escoba en la palma de tu mano sin que este caiga al suelo, por tanto se deberia

estar al pendiente para actuar rapidamente ante cualquier inclinacién de la escoba.

A pesar de que en la realidad el juego parece muy facil de hacer, en la teoria
de control no es asi. Todo sistema de control, sea cual fuere la aplicacion, esta for-
mado por 3 cosas; sensar, controlar y actuar, que se entrelazan en un ciclo para
obtener la posicién deseada del péndulo en nuestro caso. Por tanto, retomando el
juego la persona sensa cuando observa que la escoba se esta inclinando, después
toma una decision de control la cual indicard a su actuador la mano. hacia donde

moverse para que no se caiga la escoba.

12
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Figura 1.1: Péndulo de furuta 3D

Durante los tultimos 80 afios el estudio de movimiento de diferentes péndulos
ha ayudado a los estudiantes a desarrollar conocimientos de control, mecanica vy
diseno para poder entrar en el mundo de la robdtica, ya que esta area de la inge-
nierfa ha incursionado en la industria, centros de investigacion, universidades v
hospitales. Actualmente existen fabricas completamente antomatizadas mediante
robots manipuladores (Reyes Cortés, 2015).

A todo esto el péndulo de Furuta es una forma de robot subactuado, va
que es un mecanismo que al igual que un robot contiene componentes mecanicos,
electrénicos entre otros para ser manipulados. Por ello es necesario que el ingeniero
en sistemas electrénicos industriales cuente con los conocimientos de control y
diseno para garantizar un buen desempeno del sistema. En este trabajo se realiza
el control de posicion del péndulo de Furuta utilizando técnicas de control, y
un diseno mecanico que se pueda implementar por cualquier persona. En las
siguientes secciones se explica v se proporciona informacién acerca del péndulo

de Furuta v su relacién con el darea de la robética.

1.1. Robdtica

La robdtica es una disciplina cientifica que aborda la investigacién y desarrollo
de una clase particular de sistemas mecanicos, denominados robots manipula-
dores, disefiados para realizar una amplia variedad de aplicaciones industriales,
cientificas, domésticas y comerciales (Reves Cortés, 2015).

La naturaleza multidisiplinaria de la robética permite involucrar una gran
cantidad de dreas del conocimiento tales como matematicas, fisica, electrénica,
computacion, vision e inteligencia artificial, entre otras, como se muestra en la
Fig.1.2.
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Figura 1.2: Robética, drea multidiciplinaria: Imagén de Robotechnic s centro edu-
cativo

1.1.1. Robots

Un robot es un manipulador funcional reprogramable disenado para mover
materiales, partes, herramientas o dispositivos especializados a través de movi-

mientos programados para la ejecucion de varias tareas.(Reyes Cortés, 2015).

Robots industriales

El tipo de robot industrial se asemeja al péndulo de Furuta, ya que tiene
varias particularidades en comin. Ya se habia mencionado que el péndulo de
Furuta consta de articulaciones, actuadores, sensores, sistema mecanico y una

consola de control (Reyes Cortés, 2015).

Los robots industriales son el tipo de robots mas populares, debido a la im-
portancia que ocupan en el sector industrial. Los robots industriales también son
conocidos como brazos robots o brazos mecanicos. Por analogia con el brazo hu-
mano, se componen de una base la cual puede rotar 360° grados alrededor de su
eje de giro, ademas de que poseen articulaciones que emulan un hombro y codo.
En el extremo final del codo tienen una parte mecénica denominada muneca que
le permite orientar a la herramienta final.(Reyes Cortés, 2015)

En la fig. 1.3 se muestra un robot industrial de la compania ABB con las
particularidades antes mencionadas. para aplicaciones de traslado de cajas. entre
otras. Como dato técnico el robot tiene un peso de aproximadamente 3 toneladas,

y puede alcanzar una altura de 4 metros y velocidad de 3000%.
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Figura 1.3: Robot industrial de la compania ABB (imagen obtenida de la pagina
GLOBAL ROBOTS FZE

1.2. Tipos de péndulos

1.2.1. Péndulo simple

El péndulo (del lat. pendulus, pendiente) es un sistema fisico que puede oscilar
bajo la accién gravitatoria u otra caracteristica fisica y que esta configurado por
una masa suspendida de un punto o de un eje horizontal fijo mediante un hilo,
una varilla o algin otro elemento (Newton. 1997).

Para escribir la ecuaciéon del movimiento se observa la Fig. 1.4, correspondiente
a una posicion genérica del péndulo. La flecha azul representa el peso de la masa
pendular. Las flechas en color violeta representan las componentes del peso en
las direcciones tangencial y normal a la trayectoria.

En fisica, una ecnacion de movimiento es la formulaciéon matematica que define
la evolucion temporal de un sistema fisico en el espacio. Esta ecuacion relaciona
la derivada temporal de una o varias variables que caracterizan el estado fisico
del sistema, con otras magnitudes fisicas que provocan el cambio en el sistema
(Mario.Frias y Riveras, 2008). Entonces es necesario obtener las ecuaciones de
movimiento para saber como cambia la posicion de los angulos, tanto del brazo
y el péndulo con respecto al tiempo.

Aplicando la segunda ley de Newton en la direccion del movimiento, tenemos

F, = —mgsenf = ma, (1.1)

Donde el signo negativo tiene en cuenta que la direccion es opuesta a la del

desplazamiento angular positivo (hacia la derecha). Considerando la relacion exis-
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mg
Figura 1.4: Péndulo simple

tente entre la aceleracion tangencial y la aceleracion angular.

a=10 (1.2)

Entonces obtenemos finalmente la ecuacion diferencial del movimiento plano
del péndulo simple, y [, 6, son la longitud del péndulo y aceleracion angular

respectivamente.

16 + gsen = 0 (1.3)

1.2.2. Péndulo invertido

En la Fig. 1.5 se muestra un ejemplo de péndulo invertido; cuyo centro de
masa por encima de su punto de rotacién. A menudo se implementa con el punto
de rotacién montado en un carro que se puede mover horizontalmente, lo cual
incrementa el numero de grados de libertad. Considerando que un péndulo es
estable en la vertical hacia abajo e inestable en la vertical hacia arriba. y de-
be ser equilibrada activamente con el fin de permanecer en posicion vertical, lo
cual se logra ya sea mediante la aplicacion de un par de torsién en el punto de
rotacién (pivote), o bien desplazando el punto de pivote horizontal como parte
de un sistema de retroalimentacion, o mediante la velocidad de rotaciéon de una
masa montada en el péndulo sobre un eje paralelo al eje de giro y con ello la
generacion de un par neto en el péndulo, finalmente haciendo oscilar el punto de

pivote vertical. La demostracion de mover el punto de rotacién en un sistema de
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retroalimentacion se consigue mediante el equilibrio de un palo de escoba vuelta
hacia arriba en el extremo del dedo de uno.

El péndulo invertido es un problema clasico en la dindamica y la teoria de
control y se utiliza como punto de referencia para las pruebas de las estrategias
de control.

Dentro de los sistemas de péndulos invertidos uno de los mas utilizados y
profundamente estudiado es el péndulo sobre un carro maévil que se traslada en
un riel con cierta distancia, en la Fig. 1.5, dicho sistema se utiliza para el analisis
experimental de téenicas de control. El inconveniente con este sistema es que el
péndulo se encuentra acotado por el recorrido del carro, lo que limita las manio-
bras de control. Para eliminar dicha limitacién se reemplaza la trayectoria lineal

del carro por una trayectoria circular, dando origen al sistema Péndulo de Furuta.

Figura 1.5: Péndulo carro mavil

1.3. Objetivo general

El objetivo es proveer el diseno mecédnico del péndulo de Furuta con especifi-
caciones acerca del diseno (costo y durabilidad), para que cualquier estudiante o
institucién, cuente con el procedimiento de construccién e implantacion. Ademas,
obtener algoritmos de control a través del modelado matematico del sistema, y
compararlo con el comportamiento obtenido mediante una simulaciéon numérica

con el apoyo de un software de disenio de CAD .

'Computer Aided Design
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1.3.1. Objetivos especificos
Para conseguir el objetivo general se tienen los siguientes objetivos especificos:
= Modelado matematico del sistema péndulo de Furuta representado en

ecuaciones dindmicas en espacio de estados no lineales, que describen en

forma diferencial el comportamiento del sistema fisico.
= Diseno de planos de las piezas mecanicas del sistema para su manufactura.
= Simulacién del comportamiento dinamico del péndulo de Furuta.

= Analisis mediante elemento finito. que incorporara las especificaciones

del material, deformaciones de las piezas y limites de ruptura de éstas.

= Linealizacion del modelo matematico del sistema en su representacion

de espacio de estados, para el disefio de los controladores propuestos.

» Diseno y verificacién de un controlador LQR-, el cual estabilizd al

péndulo en sus puntos de equilibrio.

= Diseno y verificacién del controlador “Swing up”, el cual lleva al

péndulo de su punto de la vertical inferior hacia la vertical superior.

= Diseno y verificaciéon de un controlador no lineal lagrangiano en su

forma normal.

= Implementacién en Matlab, de las ecuaciones de estado y los controla-
dores disenados para verificar los resultados tedricos, y comparar el com-

portamiento de los controladores propuestos.

1.3.2. Objetivos particulares

» Aplicacion de los conocimientos que adquiri a lo largo de mi formacion

profesional la Universidad Auténoma de la Ciudad de México.

= Mediante este trabajo hacer uso de nuevas habilidades para mi desarrollo

como ingeniero.

2Linear Quadratic Regulator
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1.4. Justificacion

En la industria se utilizan disefios mecanicos de piezas, mecanismos, estruc-
turas entre otras que tengan una mayor durabilidad. Pero el disefio de una pieza
o mecanismo en la industria no es nada barato, por lo cual se opta por simular
el comportamiento de los materiales v fuerzas aplicadas a las piezas mediante
simulacién; todo esto para disminuir gastos muy altos y garantizar que el diseno
sea factible para producir. Es por esto que aunque no se construy¢é fisicamente
el péndulo de Furuta. si se aportd el andlisis del disenio mecanico justificando
el por qué los materiales, tamano, componentes externos y costos, que permi-
tan al alumnado e instituciones construirlo, si asi lo desea o necesite como tema
didactico para desarrollar la teoria de control.

También la cuestién del modelado y el control que se utilizara para obtener la
posicion deseada del sistema en una simulacion, se utilizaria para controlarlo va
construido fisicamente. Los conocimientos aplicados a mi trabajo recepcional me
permitirian tener las bases para: modelar, controlar v disenar mecanismos mas

complejos como los robots industriales, que es lo que actualmente se utiliza.

1.5. Estructura del trabajo recepcional

Este trabajo se compone de 5 capitulos y un anexo. El capitulo 1, es una
introduccion al tema de diseno, control, antecedentes y aportaciones del péndulo
de Furuta que se han realizado. El capitulo 2, describe el modelado matematico
utilizando ecuaciones cartesianas para obtener la posicién del péndulo y del brazo
del sistema con el objetivo de calcular la energla cinética y potencial, que las cuales
son necesarias para el método de Euler Lagrange, v asi obtener las ecuaciones
dindmicas que describen el comportamiento en general del sistema. Ademas, se
obtiene la representacion en variables de estado del modelo matematico para
efecto de disefio de controladores. El capitulo 3 detalla el disefio mecanico del
péndulo de Furuta. El capitulo 4 incorpora la linealizacién de las ecuaciones de
variables de estado obtenidas en el capitulo 2 alrededor de sus puntos de equilibrio
y el analisis para diseno de los controles LQR y Swing Up. El capitulo 5 muestra los
resultados que se obtuvieron a través de las simulaciones en Matlab y SolidWorks.
En el capitulo 6, se dan las conclusiones obtenidas al desarrollar cada uno de los
objetivos que se plantearon al inicio de este trabajo. Finalmente, se agrega un
apéndice de tablas del dnalisis mediante elemento finito, hojas de diseno vy costo

para construir un péndulo de Furuta.



Capitulo 2

Modelo matematico del péndulo
de Furuta

Un modelo matemaético es una representacion mediante ecuaciones que descri-
ben un sistema, el cual es un conjunto de elementos que interactuan entre si para
obtener un fin comuin (Ogata, 2000). El modelo de un sistema sirve para enten-
der de una forma sistematica el entorno del sistema y asi solucionar problemas
de mayor complejidad.

El péndulo de Furuta es un sistema mecanico, cuya descripcién analitica re-
quiere de ecuaciones diferenciales. La naturaleza no lineal, multivariable y acopla-
da de su comportamiento dinamico ofrece un amplio espectro en la formulacién
de problemas de control tedricos y practicos. El sistema requiere de ecuaciones de
cinématica y de ellas obtener las ecuaciones dindmicas a través de los conceptos
de desplazamiento, velocidad v aceleracion para describir los movimientos de un

cuerpo u objeto,

2.1. Representacion de sistemas mediante mo-

delos no lineales

En la vida diaria la representacién de casi todos los sistemas son no lineales,
por lo que el modelo del sistema debe representar esta dindmica para describir con
precision su comportamiento. En estos procesos, con regularidad, se tiené varias
entradas y mas de una salida para obtener el modelo necesario para representarlo.
La forma de modelar estos sistemas es utilizado la representacion de variables de

estado.

Para la representacién mediante variables de estado de un sistema, se definene
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los siguientes conceptos:

= Variable del sistema: se le denomina de esta manera a cualquier variable

que responda a la entrada del sistema o a las condiciones iniciales de éste.

» Variables de estados: es la cantidad mas pequena de variables necesarias
para, que a partir del conocimiento de éstas y de la entrada al sistema, se
pueda determinar por completo el comportamiento del sistema para cual-

quier tiempo futuro.

» Vector de estado: es un vector en el cual sus componentes son las varia-

bles de estado del sistema.

» Espacio de estado: es un espacio dimensional cuyos ejes coordenados son

las variables de estado del sistema.

» Ecuaciones de estado: son un conjunto de ecuaciones diferenciales de

primer orden con n variables (las variables de estado).

» Ecuacion de salida: esta ecuacion expresa las variables de salida como

una combinacion de las entradas y las variables de estado.

Si se tiene un proceso que cuenta con p entradas, m salidas y que describe su
dindmica con n variables de estado, en donde cada variable de estado describe su
dinamica mediante una funcién dependiente de todas las variables de estado del
sistema, las entradas al sistema y del tiempo, v ademads, las salidas del sistema
son funciones dependientes de las variables de estado, de entradas al sistema y
del tiempo, entonces las funciones que describen el comportamiento del sistema

mediante la representacion de variables se agrupan de la forma:
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z1(t) = fi(z1, T2, ..., Tnj UL, U, ..., Up, T)

To(t) = folT1.20,. .., Tpi UL, U, . .., Uy, T
f(x,u,t) _ 2( ) fz( 1 ny Y1 P )

Zult) = FulZ1, Toy o <o 5 By Wiy Uy o« o5 Upy T)

yl(t) =.Q1(x17x2""?xn;ul?u2 ---- up-,t)

Y2(t) = g2(21, T2, . - -, Tnj Uz, U, - . -fup*t)
g(z,u,t) =

gm(t) = gm(T1, 22 Ty Uy, Uy .o tig; 1)

mediante una representacién vectorial:

x(t) = flz,u, t), (2.1)

que representa la dindmica no lineal del sistema, en donde la Ec. (2.1) es
denominada ecuacion de salida (Reyes Cortés, 2015). Por otra parte, si el sistema
se encuentra alrededor de un punto de operacién, entonces el sistema puede ser

representado por medio de ecuaciones lineales, que se explican mas adelante.

2.2. Cinematica

El estudio de la cinematica directa, proporciona las trayectorias, desplaza-
miento, y orientacién del sistema. Dependiendo del tipo de articulacion que se
encuentra en la estructura mecanica del sistema, éstas pueden ser traslacionales
o rotacionales. en este trabajo son rotacionales. Se puede clasificar en general,
de acuerdo a su entrada en un mecanismo: antropomérfico, esférico, cilindrico,
SCARA vy cartesiano.

El péndulo de Furuta consta de dos eslabones con dos articulaciones, por lo
tanto tiene dos grados de libertad y sus movimientos son rotacionales, lo que se
clasifica como un mecanismo y no como un robot.

El modelo del sistema se muestra en la Fig. 2.1. En ¢l se aprecia la posicion
del brazo dada por el angulo ¢ y la posicién del péndulo otorgada por el angulo

¢ . siendo [, y 1, las longitudes de los elementos y que cada una esta relacionada
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con las masas m, y m,. respectivamente. A parte contiene una masa de balance

al extremo del péndulo como ya se habia mencionado con una masa M y J la

inercia del actuador. no se especifican en la imagén.

\ Ly

Figura 2.1: Péndulo de Furuta. fuente: De la Torre, 2004

El modelo dindmico de un robot puede ser expresado mediante una ecuacion
diferencial vectorial definida en las posiciones, va sean articulares, expresadas
como ¢, o cartesianas expresadas como z,y, z, como se muestra en las Ecs. (2.3)
y (2.4).

fla.d.4.7) =0, (2.3)

gz, 2,2, 7)=0, (2.4)

Donde 7 representa el vector de pares aplicadas en las articulaciones, la Ec.
(2.3) en este caso s6lo se tiene un par y éste actia en el brazo. El modelo descrito
por Ec. (2.3) es conocida como modelo dindmico articular, mientras que la Ec.
(2.4)es un modelo dindmico cartesiano. En el desarrollo de las ecuaciones se con-
siderara el modelo cartesiano. Ademas. se debe sefialar que el modelo matematico
que se utilizard no es unico y se puede hacer varias representaciones.

Como se observa en la Fig. 2.1 el sistema consta de dos cuerpos inerciales
conectados. Un pilar central (eje del motor) con momento de inercia J conecta-
do al brazo horizontal de longitud {, y masa m, en uno de sus extremos, en el
lado opuesto articula un péndulo con longitud [/, y masa m, y se considera una

masa de balance en la parte superior del péndulo de magnitud M. El dngulo del
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péndulo, 6, se ha definido como cero en la posicién vertical superior, y positivo,
cuando el péndulo se mueve en sentido dextrogiro, el angulo del brazo horizontal
¢ se ha definido como positivo cuando el brazo se mueve sentido levogiro. Todas

las variables mencionadas anteriormente se resumén en la siguiente tabla.

Variables del Péndulo de Furuta Significado

0 Angulo que indica la posicion del péndulo.

[0) Angulo que indica la posicién del brazo.

5 Longitud del péndulo.

ly Longitud del brazo.

Mq Masa del brazo.

i Masa del péndulo.

M Masa de balance.

J Inercia del actuador (en este caso del motor).

Parametros del Péndulo de Furuta Significado

lg Longitud del péndulo.

b Longitud del brazo.

Ma Masa del brazo.

my Masa del péndulo.

M Masa de balance.

J Inercia del actuador (en este caso del motor).

2.3. Cinématica del sistema

La ubicacién de un punto p en el espacio puede ser descrito mediante un vector

posicién, como se muestra en la Ec. (2.5) (Mario.Frias v Riveras, 2008).

Pras Te) = [relTa: Tu)s TulTa Ta)s r:(r,l,rp)]T. (2.5)

Donde las variables r, y 7, son las posiciones radiales de los brazos horizontal
y vertical, respectivamente, las cuales son medidas desde los centros de rotacién
de los cuerpos.

Tomando la derivada con respecto al tiempo de la ecuacién Ec. (2.5) se en-

cuentra la ecuacién vectorial de velocidad. Ec. (2.6)

VP Tip) = [P T ) U1 Ty V(T gy rp)]T, (2.6)
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Realizando una descomposiciéon sobre los ejes coordenados se obtienen las

ecuaciones de posicion, Ecs. (2.7), (2.8) y (2.9)

T2(Tas Tp) = TaCOSO — TpseNGsing, (2.7)
Ty(Ta;Tp) = TaSENG — THCOSPSENY, (2.8)
7:(Tas Tp) = Tpco8h. _ (2.9)

Tomando la derivada con respecto al tiempo de las tltimas tres ecuaciones,
se obtienen las velocidades correspondientes al sistema en cada eje coordenado,

como se observa en las Ecs. (2.10), (2.11) y 2.12,

UslTay Ta) = —rosenéd — r,,cosqbsen@cb — rpsend)cosé’é. (2.10)
Vy(Ta, Tp) = TaCOSOO + r,,sembsen@qﬁ — rpcos¢cost, (2.11)
Vy(Ta,Tp) = -—rpsinﬁé. (2.12)

Considerando que para obtener la energia cinética es necesario conocer la mag-
nitud de la velocidad total del sistema, en la Ec. (2.13) se encuentra la magnitud

total del sistema con sus tres componentes.

V2 (1a,Tp) = V2(ra, Tp) + vf,(ra. rp) + V2 (ra, ). (2.13)

En consecuencia mediante la manipulacion algebraica de las Ecs. (2.10), (2.11)
v (2.12), v efectuando las respectivas manipulaciones algebraicas, se obtiene la
Ec.(1.12) de velocidad.

V2 (Tay1p) = (r2 + risen29)<i>2 + 2r,7,cos000 + rﬁéz (2.14)

2.4. Analisis de las energias potencial y cinética

Después de obtener la magnitud de la velocidad para el péndulo de Furuta,
se puede encontrar la energia total del sistema (planta). En el caso del péndulo
de Furuta se divide la energia total en cuatro elementos: energia del centro de
rotacién, energia de la barra horizontal, energia del brazo vertical (péndulo) v

energia de la masa de balance. Las energias se denotan con U y K que son
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energia potencial y cinética, respectivamente.

Para obtener la energia potencial v cinética del sistema, se recurre a estudiar
los temas de momento de inercia y ejes paralelos.

Las Ecs. (2.15) y (2.16) representan la forma para calcular las energias pre-

sentes en un sistema fisico.

K = %/UQdm, (2.15)

L= g/r..dm, (2.16)

donde dm es un diferencial de masa y g la constante de gravedad.
Usando las Ecs. (2.15) y (2.16) se pueden obtener los resultados mostrados

desde la ecuacion hasta la ecuacién .

Centro de rotacion
Las siglas Kcgr v Ucgr significan energia cinética del centro de rotacién y

energia potencial del centro de rotacion, respectivamente.

1.
Kcr = §J¢2: (2.17)

Ucr =0, (2.18)

La energia potencial gravitacional en el centro de rotacién es cero debido a

que se encuentra en el origen de coordenadas.

Barra horizontal
Las siglas Ky v Upy significan energia cinética del brazo horizontal v energia

potencial del brazo horizontal. respectivamente.

1 el .
Ky = = | =m.26° ). 2
BH B (3mala@ ) ( 19)
Upn =0, (2.20)

La energia potencial gravitacional es cero porque el brazo horizontal se en-
cuentra sujeto al centro de rotacién que como ya se menciond, se encuentra en el

origen.

Barra vertical
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La sigla Kpy, significa energia cinética de la barra vertical.

Kpy =

DO =

R R :
{mp (1(2, + gl;sen“t?) 0% + mylal,cos006 + gmple2 y (2.21)

1
Uy = Egmplpcosé’. (2.22)

Barra de masa de balance
La sigla K/ p, significa energia cinética de la masa de balance y Upp energia

potencial de la masa de balance. respectivamente.

) 1 . . . :
Kup =5 [M (12 + Esin®9) 6* + 2Mllycos60f + MU6* (2.23)

Ump = Mgl,cost (2.24)

Finalmente, para el calculo de la energia cinética total se usa K = Ko +
Kpy + Kpyv + Ky v para la energia potencial total se usa U = Ugg + Uy +

Upy + Upnp, como se observa en las Ecs. (2.25) vy (2.20).

K =3 [(J (ma +my = M) & + (3, + M) Bsin®0) 2] +

1 1 . 1 .
3 [2 <5mp - ]\1) lal,cosbof + (§mP - .M> 1202] . (2.25)

i
U= <§mp - M> gl,ycosb. (2.26)

2.5. Obtencidon de las ecuaciones dinamicas

La dindmica es la parte de la fisica (especificamente de la mecanica clasica) que
describe la evolucién en el tiempo de un sistema fisico en relacién con las causas
que provocan los cambios de movimiento. El objetivo de la dinamica es describir
los factores capaces de producir alteraciones de un sistema fisico, cuantificarlos y
plantear ecuaciones de movimiento o ecuaciones de evolucion para dicho sistema
de operacion.

Un sistema mecanico cuya descripcion analitica requiere de ecuaciones dife-
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renciales por su naturaleza no lineal. multivariable y acoplada de su comporta-
miento dinamico, ofrece un amplio espectro en la formulacién de problemas de
control tedricos y practicos. El modelo dinamico del péndulo de Furuta permite
explicar todos los fenédmenos fisicos que se encuentran en su estructura mecanica,
tales como efectos inerciales, fuerzas centripedas y de Coriolis, par gravitacional
y friccion, los cuales son fendmenos fisicos intrinsecos o propios de la naturaleza
mecanica del sistema. Segun que tan complejo o real se necesita el analisis del
comportamiento del sistema, se puede obtener o no en las ecuaciones dindamicas
los fenomenos fisicos antes mencionados (Beer, 2012)

Para obtener las ecuaciones dindmicas se utilizaran las ecuaciones de Fuler-

Lagrange.

2.5.1. Meétodo de ecuaciones de movimiento de FEuler-Lagrange

En esta seccion se obtiene el modelo dindmico del péndulo de Furuta, forma-
do con eslabones rigidos conectados por articulaciones libres de elasticidad. El
método Euler- Lagrange es un método para obtener el modelo dinamico.

La energia total del sistema esta dada por la suma de la energia cinética k(q. ¢)

mas la energia potencial u(q):

e(g,9) = K(q.4) + u(q), (2.27)

donde ¢. ¢ ¢ R™ representan los vectores de posicién y velocidad articular, res-
pectivamente. Obsérvese que la energia cinética K (g, ¢) tiene una dependencia de
la posicién v velocidad articular. mientras que la energia potencial u(q) esta re-
lacionada con el campo conservativo de la gravedad y por lo tanto unicamente

depende de la posicién.

El lagrangiano L(q.q¢) de un mecanismo de n grados de libertad se define

como la diferencia entre la energia cinética K(q,q) y la energia potencial u(q):

L(q.q) = K(q,q) — u(q). (2.28)

Las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange de un mecanismo de n gra-
dos de libertad estan dadas por:
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d {wq. Q)} _0L(g.4)

% |5 5 = (2.29)

Donde q = (g1, g2, - - - » ¢n)T ¢ R™ representa el vector de posiciones articulares
o coordenadas generalizadas; ¢ = [§1, G2, .- .,Gn)’ € R™ es el vector de velocidades
articulares, 7 = [11,7g,..., a|™ € R™ es el vector de pares aplicados, donde el

i-ésimo par 7;, se encuentra asociado con la i-ésima coordenada generalizada g;,
v v(¢, fe) € R™ es el vector de la friccion estatica f. que se encuentra presente en
las articulaciones del mismo: ¢t € R™, representa el tiempo, n € N es el numero de
grados de libertad.

La energia cinética tiene una estructura matematica cuadratica bien definida

en funcion de la velocidad articular:

K(4:4) = 58°M (). (2.30)

Aqui M(q) ¢ R™" es la matriz de inercia del mecanismo, y es una matriz
definida positiva (por lo tanto simétrica). Por otro lado, la energia potencial u(g)
no tiene una forma especifica. Sin embargo, tiene una dependencia exclusivamente
del vector de posicion q, ya que se considera su presencia a campos conservativos,
como la fuerza de gravedad.

Al final del desarrollo del método Euler-Lagrange las ecuaciones de movimien-
to pueden ser obtenidas de manera sistemaética, independientemente del sistema

de referencia coordenado para un mecanismo de n grados de libertad de la Ec.

(2.31).



30

Capitulo 2. Modelo matemdtico del péndulo de Furuta

2.6.

Modelo dinamico

El modelo dinamico de un mecanismo de n grados de libertad esta dado por

la Ec. (2.32), que en su forma compacta y con la notacion més ampliamente

utilizada en el drea de robdtica se encuentra de la siguiente forma:

2.7

7= M(q)§+ C(q)d + g(q) + (4, fe) (2.32)

q € R™ es el vector de coordenadas generalizadas o posiciones articulares.
g € R™ es el vector de velocidades articulares.
G € R™ es el vector de aceleraciones articulares.

M(q) € R™ es la matriz de inercia, la cual es simétrica y positiva definida. El

efecto inercial representa el cambio de estado de movimiento del mecanismo.

C(q) ¢ R" es la matriz de fuerzas centripedas y de Coriolis. El vector de
fuerzas centripedas son fuerzas radiales, teniendo un signo contrario a las
fuerzas centrifugas. La fuerza de Coriolis representa una desviacion del mo-

vimiento de traslacién debido a su componente de rotacién.

g(q) € R™ es el vector de fuerzas gravitacionales obtenido como el gradiente
de la energia potencial, es decir, g(q) = a—%(&q—) debida a la accién de la

gravedad.

f(q. fe) € R™ es el vector de pares de friccién que incluye la friccién viscosa,

de Coulomb y estética (f.) de cada articulacion.

Ecuaciones dinamicas del péndulo de Furu-

ta

Con el método de Euler - Lagrange explicado anteriormente, el cual permite

modelar el sistema en funcién de una entrada (torque) con la combinacién de la

energia potencial y cinética con (2.33) y (2.34).

0 (0L oL
— | — ) = — =y, 2.
- <8@> . (2.33)

8 (0L\ OL
Wil icallly R PTS 2.
8t< ) =i (2.34)
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La Ec. (2.34) se iguala a cero por que 6 representa el angulo de inclinacién
de la barra vertical en este caso el péndulo y en su pivote no se encuentra un
actuador (motor). L representa la diferencia entre la energia cinética y potencial,
Ec. (2.35). La Ec. (2.36) muestra el Lagrangiano con los términos agrupados segun

la variable de interes y asi tener un mejor orden.

L=K-U, (2.35)

-

B

[(J (3ma +my + M) 12+ (3m, + M2sen®6) ¢ + 2 (3my, + M) lalpcosé?q'béﬂ +

1[/1 2 1
3 | (grmo+20) 6] = (gma s ) acos e

Para simplicar la Ec. (2.30) se definen pardmetros que auxiliaran en los térmi-

B nd

nos de las constantes propias del sistema fisico, Ec. (2.37)

1
a:J+<§ma+mp+M>lg,

1
B= <§m,, + M> 2,
|
vy = Emp + M lalp.

1
0= <§m,, + 1\1> gly. (2.37)
Al definir estas nuevas constantes, permitira simplificar la Ec. (2.36).

L= [(a - 6567129) 0% + 2vcosbof + 392] — dcosb. (2.38)

1
2

Componente o

En la ecuacién del Lagrangiano, Ec. (2.3%)no depende el angulo ¢, por lo tanto

al hacer la parcial con respecto a éste, el resultado nos da cero.

oL

35 =0 (2.39)
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Componente ¢

Realizando la derivada parcial con respecto a la velocidad angular de la barra
horizontal en la Ec. (2.38) se obtiene la Ec. (2.40).
oL

8_¢ = (a + Bsenzﬁ) ¢ + v cos 06. (2.40)

Derivando con respecto al tiempo la Ec. (2.40), se obtiene la Ec. (2.41).

% <00—¢> = (a -+ [)‘se7:,20) & + 2Bsenf cos Opl + ~ cos 00 — ysendb? (2.41)

Componente ¢

Al realizar la derivada parcial con respecto a la posicion angular, 6 de la barra
vertical en la Ec. (2.38).
oL

20 - Bsen cos 0> — v senfpd + dsenb (2.42)

Componente 0

Realizando la derivada parcial con respecto a la velocidad angular, de la barra
vertical del Lagrangiano, Ec. (2.38).
oL ’ .
- = 30 + v cos 09, (2.43)

Pasamos a realizar la derivada parcial con respecto del tiempo de la Ec. (2.42).

0 ol

5% 56 =~ cos ¢ — ysenfoh + B6. (2.44)

Finalmente, al realizar la combinacién lineal que se muestra en las Ecs2.33 y
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2.34; y utilizando los resultados de las Ecs. 2.39), (2.41), (2.42) y (2.44), se llega
. p S
a las expresiones 2.45 v 2.46 « ue modelan la dinamica (lCl sistema en términos

del torque de entrada.

(a+ ,8.5’(%7120) é + 2Bsenf cos 090 + ~ cos 86 — ysenbf? = T (2.45)

~ cos B¢ + B0 — Bsend cos B> — dsenf = 0 (2.46)

2.8. Modelado del motor de corriente continua

Los motores de corriente continua son los méas comunes y econdmicos, y se
pueden encontrar en la mayoria de los juguetes a pilas, constituidos, por lo general,
por dos imanes permanentes fijados en la carcasa y una serie de embobinados de
cobre ubicados en el eje del motor, que habitualmente suelen ser tres y a su vez
son ampliamente usados a nivel industrial. Los motores de corriente continua
permiten un amplio rango de velocidad y pueden proporcionar un alto par-motor
con control mas sencillo y econémico que cualquier motor de corriente alterna.
En la actualidad los métodos de control de velocidad se han ido desarrollando
considerablemente, los mas comunes son el control de velocidad por corriente de
campo v el control de velocidad por corriente de armadura, que son técnicas de
control no lineal (Motoelectrokris, 2010).

Se utilizaran dos métodos de control: primero por representacion de espacio

de estados y segundo donde simplificaran las ecuaciones del péndulo.

Figura 2.2: Motor de corriente continua. Fuente: motoelectrokris

Teniendo en cuenta que el par de un motor de corriente continua estd es-
trechamente ligado con el voltaje aplicado en las terminales del motor. se hace
necesaria la expresion matematica que representa el circuito eléctrico del motor
en términos de las variables fisicas de corriente, voltaje y velocidad de giro en el

eje del motor, como se observar en la Ec. (2.47) (Alvarado, 2012).
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i
w= Ri+ L(]—; +K.$ (2.47)
¢

donde R es la resistencia interna del motor.L la inductancia y K, es la cons-
tante contra electromotriz.

de la Ec. (2.47) se desprecia el efecto inductivo (por ser muy pequeno), se
encuentra un modelo simplificado, y considerando que el par es proporcional a la

corriente se obtienen las Ecs. (2.48) y (5.6).

1 K. »
7 = —1]) — — K) /
i Rz I o, (2.48)
T = Kyl (2.49)

Sustituyendo la Ec. (2.48) en la Ec. (5.6) v considerando que en un motor de
corriente continua las constantes K, y K, son idénticas en el sistema MKS!. se
obtiene la Ec. 82.50) que relaciona el par del motor con el voltaje aplicado a sus

terminales (Motoelectrokris, 2010)

K K2,
Tg= %u . %d) (2.50)

Una ves obtenida la Ec. (2.48), se integra a la Ec. (2.45) y quedan las ecua-

ciones de movimiento de la siguiente forma:

- -9
K, K;

(a + ﬁsenQH) $+2ﬂsen0 cos 00+~ cos 95—ysen092 =Ty = Fl'— I &, (2.51)

~vcos 0 + B0 — Bsend cos 0(;52 —dsenfl =0 (2.

(8]
ot
[N)
—

"Metro Kilogramo Segundo



Capitulo 3
Diseno mecanico

El péndulo de Furuta necesita de piezas mecanicas para su realizacién fisica;
para ello se usa el software SOLIDWORKS que permite crear piezas en tercera
dimension (3D) y en dos dimensiones (2D), y asi construirlas de acuerdo al pro-

totipo que se diseiie.

3.1. Morfologia

La morfologia del péndulo de Furuta se refiere a la descripcion de compone-
netes, partes y estructura mecanica.

Se tiliza a continuacion la analogia con un robot para explicar mejor la mor-
fologia del péndulo de Furuta.

Un robot manipulador esta compuesto por una serie consecutiva de eslabones
y articulaciones para formar una cadena cinematica abierta (Reyes Cortés. 2015).
Cada articulacion representa la interconexién entre dos eslabones consecutivos.

En el capitulo 1, sub seccién 1.1.1, se mencionaron caracteristicas que com-
partian los robots con el péndulo de Furuta fig. 3.1, esto se da porque el cual es
de uso primordialmente académico para desarrollar conocimientos que ayuden a
disenar y controlar un mecanismo méas complejo que son los robots industriales.
Las partes del péndulo de Furuta ya se habfan mencionado con anterioridad y
que a continuacion se explican mds a detalle.

En general, el péndulo de Furuta y en comparacion con un robot industrial

esta formado por los siguientes elementos descritos:

» Articulaciones o uniones formadas por servomotores que permiten la co-
nexion y movimiento relativo entre dos eslabones consecutivos, en este caso

solo constara con un servomotor en la articulacién del brazo. El tipo de

35
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movimiento de las articulaciones del péndulo de Furuta son rotaciones en
sus dos articulaciones tanto del brazo como del péndulo. Las unidades de

medicién asociadas a las articulaciones son radianes o grados.

= Actuadores: suministran las senales necesarias a las articulaciones para
producir movimiento. Los actuadores que pueden ser empleados son servo-
motores, elementos neumaticos, eléctricos o hidraulicos. En el apéndice C
se encuentra mayor informacion de los actuadores y de las demas partes del

péndulo.

s Sensores: Los encargados de proporcionar la informacion de la posicion
del brazo y el péndulo, éstos nos pueden dar informacién de posicion y

velocidad articular.

= Sistema mecanico: consiste en una secuencia de eslabones rigidos de metal
conectados en cadena abierta por medio de articulaciones; el péndulo de
Furuta esté caracterizado por un brazo, un péndulo y una masa de balance

que se encuentra en el extremo final del brazo.

= Consola de control: El componente o sistema electrénico con la etapa
de potencia encargada de suministrar energia al péndulo de Furuta para
su movimiento. La capacidad del péndulo de Furuta para realizar su tarea
que es tener movimiento tanto del brazo como del péndulo, para llegar a
la posicién deseada; es dada por un algoritmo de control, el cual permite
decidir la ejecucion y la accion con respecto a las restricciones impuestas

por el sistema mecédnico y el medio ambiente.
En la Fig. 3.1 se ilustra las partes morfolégicas del robot antes mencionadas.

Brazo

Bose:

T Muneco

LY

"Herramienla

Figura 3.1: Morfologia de un brazo robético. Fuente: platea.pntic
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3.2. Diseno mecanico

La parte mecanica del péndulo de Furuta se divide en dos partes, las cuales
SOI11:

1) La parte estructural, la cual se encarga de darle la firmeza y rigidez al
sistema mecdanico. Si se hace un buen diseno, garantiza una reduccién de las
vibraciones, logrando que el sistema no introduzca perturbaciones internas. en la

Fig. 3.2 se muestra la parte estructural disenada.

Figura 3.2: Base que sostiene al Péndulo de Furuta

2) La parte mévil que es el péndulo de Furuta que consta del brazo y el
péndulo y sus partes que permiten ¢l movimiento entre las piezas (actuadores,
barras y articulaciones).

Las siguientes Figs. 3.3, 3.4, 3.5, 3.6, 3.7 se disenarén en Solidworks. La Fig. 3.3
es el brazo (barra horizontal) la cual contiene en la parte superior la chumacera,

que es la parte donde embona el rodamiento y el rodamiento axial.

Figura 3.3: Brazo (barra horizontal)

La Fig.3.4 que es la parte que gira en forma circular pero verticalmente y que
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se podra mover en el sentido de las manecillas del reloj o en sentido contrario a
¢stas. Contiene una ranura y una masa, que es para otorgarle un equilibrio cuando
se desee moverla a la posicién deseada; y la ranura en la parte superior, es donde
entra la barra que es la unién entre el brazo y el péndulo, la cual se muestra en
Fig. 3.4. La Fig. 3.5 es un tubo o eje que se coloca dentro de los rodamientos del

brazo y péndulo para unirlos.

Figura 3.4: Péndulo con masa de balance

Figura 3.5: Eje que une al péndulo y brazo
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Rodamientos

Rodamiento es la denominacion de una pieza que, en algunos paises, se conoce
como rodaje, rolinera, balero, bolillero o ruleman. Se trata de un cojinete: un
elemento que sirve como apoyo a un eje y sobre el cual éste gira (7).

El rodamiento axial de rodillos cuyo angulo de contacto es de 90° a sido
concebido para soportar unicamente cargas axiales. El rodamiento axial de bolas
de efecto simple soporta la carga axial de un eje en un solo sentido.

Los rodamientos axiales se constituyen de elementos separables: arandela-eje.
arandela-alojamiento, jaula de bolas.

Jaula

Los rodamientos axiales estan equipados de una jaula de chapa de acero em-
butido.

Cargas y velocidades

No pueden soportar mas que cargas axiales y velocidades reducidas.

Defectos de alineamiento

La prestacion de un rodamiento axial esta ligada al reparto de la carga sobre
toda su circunferencia, por lo que es importante que no haya practicamente ningin
defecto de alineamiento entre la arandela-eje y la arandela-alojamiento (defecto

inferior a 0.03°) (Lara. 2001).

3
A1
N
N
S

Figura 3.6: Rodamiento AXIAL
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Figura 3.7: Rodamiento 6 Balero

Encoder absoluto

Los encoders absolutos asignan a cada posicién angular un valor inequivoco,
incluso durante varias revoluciones. Incluso después de una caida de tension el

encoder detecta de forma rapida y segura la posicion momentanea.

Monowvuelta y multivuelta
Yy

Los encoders absolutos se dividen en dos tipos: los encoders monovuelta divi-
den una revolucién mecanica en un nimero determinado de pasos de medicion,
tras una revolucion completa, los valores de medicion se repiten, el niimero maxi-

"‘mo de pasos en el caso de los encoders monovuelta es de 8.192. Por el contrario,
los encoders multivuelta no sélo registran la posiciéon angular, también cuentan
las revoluciones (hasta un maximo de 4.096). La emision de las senales se efectiia

ya sca a través de una interfaz SSI o de un sistema de bus tipo CAN o Profibus.

Figura 3.8: Encoder absoluto
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Figura 3.9: Diseno en 3D del péndulo de Furuta

Contactor y eje giro

El contactor es la pieza con la cual se obtendra las sefiales que provienen del
encoder del péndulo y este puede ser de hierro o cobre en sus ejes de contacto.
Esto es a través de una picza de giro unida al ¢je superior del motor y el brazo
uniendo los cables provenientes del encoder y cada ranura del el eje giro puede
utilizarse para cada una de las seniales del encoder dependiendo de cuantos pines
tenga o necesite para su funcionamiento. La unién entre las cuatro piezas brazo,
eje giro. motor y contactor sirve para que el brazo pueda girar los 360 grados

libremente sin que se enreden los cables.

Figura 3.10: Eje giro
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Figura 3.11: Contactor

3.3. Planos de diseno

El médulo de dibujo del software Solidworks permite crear los planos de los
modelos de piezas y ensamblajes de forma automatica, asi como obtener proyec-
ciones ortogonales, vistas estandar, secciones, cortes, perspectivas, acotaciones,
lista de materiales, vistas de ensambles, entre otras muchas funciones. Los docu-
mentos de dibujo estdan totalmente asociados a las piezas y ensamblajes de forma
que cualquier cambio en ellas actualiza los planos. El costé total del disefio fisico
sin el motor v encoders es de aproximadamente 1100 pesos sin la manufactura
que se necesita solo del material.

Consideraciones:

El material y las dimensiones son importantes al momento de construir un
objeto. Para el péndulo de Furuta se sugieré el material y se ponen los precios

que se investigaron para cada una de las piezas.

= Péndulo y brazo: de material de aluminio, por qué es un material ligero
y resistente y cumple con la caracteristica de que no se va a romper, calculo
que se realizé en el estudio de elemento finito que se obtiene mas adelante.
El cost6 es de 600 pesos por una barra de aluminio de diametro de 3 cm y

50 cm de largo.

= Base: el material de la base puede ser de acrilico. El acrilico si se fija en una
base solida para que el mecanismo esté firme y tiene un menor costé que
el laton de 400 pesos para una con dimensiones de 2.22 x 3.44 mts que nos

sirve para disenar toda la base.

= Motor y contacto: el motor debe tener dos ejes, uno superior e inferior

para el embone con el eje de giro y el encoder con las dimensiones que



3.3. Planos de diseno 43

se exponen en su plano que se encuentra en el anexo. El contacto como
va se habla mencionado sus cjes de contacto deben de ser de un material
conductor como el cobre o alguno otro, e lcostd del cobre por metro es de
2000 pesos por una barra con dimensiones de 1 metro de largo por 2cm de

diametro.

Se muestran los planos mas referentes del diseno y en el anexo se proporcionan

los restantes.
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2
Brazo del Péndulo

Material
A
El material se
escogid de
aluminio, ya qué
1 es muy resistente y
Q) no pesa mucho.
i
B
<
C
Colegio de Cienciay Tecnologia
PROYECTO: DEPTO:
Péndulo inverlido con dos grados de libertad.
CCyT
Titulo: D
brazof
ESC: ]:5 D® ND'H\)]OZ Hoja:2 de: 2
FECHAS. Feb 20] 4 ACOT:
DBUJO: DEENS: REVESO/APROBO:
Edgar Garcia Martinez.  Edgar Garcia Martinez. Mauvricio Angeles
3 4

Figura 3.12: brazo del péndulo de Furuta
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Péndulo

v 3 4

Propiedad del material

Péndulo con material A
de Aluminio y su
densidad es de (2700

kg/m?].

¥

N>

Masa de balance
de acero con una
densidad de (7850
kg/m?). B

Colegio de Cienciay Tecnologia

PROYECTO DEFTO:
Péndulo inverlido con dos grados de libertad.
. CCyT
Titulo D
pendf
ESC: 12 DIb. No . Hoja2 Hoja:2 de: 2
FECHAS ACOT:
Feb. 2016
DIBLIO: DBENG REVISOfAPROBO
Péndulo con masa Ricardo Pimentel Mavricio Angeles

Figura 3.13: Péndulo con masa de balance
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FECHAS: £l 5016 ACOT
DIBUJO: [ DISENO: REVISOJAPROBO:
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“igura 3.14: Péndulo de Furuta diseno completo
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3.4. Analisis por elemento finito

El método de elemento finito, es un método numérico que se basa en calcular
desplazamientos, deformaciones y tensiones de los componentes con cargas inter-
nas y externas. Para el sistema de estudio, este analisis permitira verificar si las
tensiones y las fuerzas que se encuentran en cada pieza y al final en la estructura
completa ya ensamblada, verificar si no causan deformarciones o rupturas en las
piezas (Rubio, 2000).

Figura 3.15: Discretizacion de elementos finitos (malla).

Lo que interesa de las piezas creadas es la deformacién maxima que aplican
en el estudio estatico debido a las fuerzas en las articulaciones (uniones) tanto del
péndulo y el brazo. La Fig. 3.15 contiene flechas que indican en donde se ejercen
las fuerzas y torsiones. A continuaciéon se muestran las hojas con los resultados
del analisis de elemento finito del sistema.

El andlisis se realizé de la siguiente forma en Solidworks:

1) Se activa el complemento de Solidworks simulation, v se empieza con un
nuevo estudio de movimiento.

2) Se escogé el tipo de analisis al realizar. En nuestro caso andlisis estatico.

3) Aplicar el material con el que se puede construir.
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4) Aplicar los tipos de sujeciones que hay entre los eslabones en nuestro caso
de bisagra y rodillo y control deslizante.

5) Escoger el tipo de cargas que intervienen en el modelo. En el caso del
péndulo de furuta y de acuerdo a sus ecuaciones de movimiento es la friccion,
torsion presion y gravedad, cada una de estas tiene un valor que se calcula a
mano de acuerdo al peso de las piezas y valor de la gravedad.

6) Crear la malla y después ejercutar estudio.

7) Por ultimo el asesor de resultados nos despliega v guarda los resultados en

archivo .doc.

Universidad Autonoma de la Ciudad de México

Simulacion de brazof

Fecha: jueves, 16 de junio de 2016
Disefiador: Ricardo Israel Pimentel Medina
Nombre de estudio: Analisis estatico 1
Tipo de andlisis: Analisis estatico

Descripcion
No hay datos

’_
>
SOLIDWORKS ~ Analiza SolidWorks Simulatior Simulacion de brazof 1

Figura 3.16: Simulacion de elemento finito del brazo.
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Propiedades de material

Referencia de modelo

Propiedades

Componentes

Nombre:
Tipo de modelo:

Criterio de error

predeterminado:
Limite elastico:
Limite de traccion:
Modulo elastico:
Coeficiente de

Densidad:
Modulo cortante:

3.3547 (EN-AW 5083)
Isotropico elastico
lineal

Tension maxima de
von Mises

2.7e+008 N/m"2
3.45e+008 N/m*2
7e+010 N/m*2
0.3897

2660 kg/m*3
2.7e+010 N/m*2

Solido 1(Cortar-
Extruird)(brazof)

Coeficiente de  2.4e-005 /Kelvin
dilatacion térmica:

Datos de curva:N/A

Figura 3.17: Propiedades del material.

Universidad Auténoma de la Ciudad de
México Ricardo Israel Pimentel Medina

16/06/2016

brazof-Analisis estatico 1 1 |

Deformaciones unitariast ESTRN: Deformacion unitaria 5.43396e-012 1.65656€-006
equivalente 1196 2446

Figura 3.18: Analisis estatico.

En las propiedades del material del brazo el limite elastico es de 2.71'10“%.

mostrado en Fig. 3.17, y en la figura 3.17 se muestra el dato de la distorsion

maxima que sufrié el brazo que es de 11551'10““,‘l que es mas pequeno que el

2
n<
valor del limite eldstico antes mencionado lo cual asegura cl brazo con el material

de aluminio no tendra una ruptura.

Las Fig. 3.20 v 3.21 también contienen el analisis estatico del péndulo, con un
limite elastico de 2.72107 % El analisis mostro distorsién maxima de 3.140521077 %
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que es mas pequeno que el valor del limite elastico antes mencionado lo cual ase-

gura que el disenio del péndulo con aluminio no habra ruptura.

Propiedades de material

Referencia de modelo

Componentes

Nombre:
Tipo de modelo:

Criterio de error
predeterminado:

Limite de traccion:
Modul

Coeficiente de
dilatacién térmica:

max.

7.58291e+007 N/m*2
1.86126e+008 N/m*"2
7.3e+010 N/m*2
0.33

2800 kg/m*3
2.8e+010 N/m*2
2.3e-005 /Kelvin

Sélido 1(Saliente-
Extruir1)(embone2-1),
Solido 1(Cortar-
Extruir1)(pendf-1)

Datos de curva:N/A

Figura 3.20: Propiedades del material.

México

Universidad Auténoma de la Ciudad de

Ricardo Israel pimentel Medir

09/08/201

——
T

A
f Anélisis estitico 1 |
Deformaciones unitarias1 | ESTRN: Deformacion unitana 3.1405¢-010 5.54407e-007
equivalente Elemento: 2602 2318

Figura 3.21: Analisis estatico.
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3.4.1. Estudio de movimiento

La aplicacién estudio de movimiento de Solidworks es un conjunto de
herramientas para agregar movimiento a los componentes de un ensamblaje y
evaluar el correcto funcionamiento del mecanismo. Permite simular efectos con
motores rotativos y traslacionales, contactos, gravedad y resortes asi como grabar
la animacién para visnalizarla en formato de video AVI. (Gonzalez, 2015)

Las simulaciones fisicas realizadas con estudio de movimiento dependen no
solo del tipo de efecto agregado al ensamblaje, también de las Relaciones Geométri-
cas de posicién y de la Cinématica de colisiones fisicas. Los resultados de las
simulaciones son muy 1itiles no sélo para validar el comportamiento del mecanis-
mo sino también como informacién para definir las cargas y las condiciones de
contorno en los ensayos del comportamiento mecanico con simulacion.

La aplicacién de estuido de movimiento forma un conjunto de herramientas
que permiten agregar movimiento a los componentes de un ensamblaje v visuali-
zar, mediante animacién, su movimiento. Estudio de movimiento tiene tres partes
para simular, dependiendo de la exactitud v estudio que deseas. A continuacion
se especifica qué puede hacer cada uno de ellos.

e Animacidén. El movimiento creado es conducido por puntos clave o motores

v depende de las relaciones de posicion del ensamblaje.

e Movimiento basico. Genera una simulacion realista a partir de las rela-

ciones de posicion, resortes, gravedad y motores.

e Andlisis de movimiento. Es la simulaciéon mas real porque tiene en cuenta

todos los tipos de movimiento y ofrece resultados numéricos precisos.
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Universidad Auténoma de la Ciudad de México

Company Address Line 2]
Simulacion de
finitopendulo2
Fecha: martes, 9 de agosto de 2016
Diseflador: Ricardo Israel pimentel Medina
Nombre de estudio: Analisis estatico 1
Tipo de analisis: Analisis estatico
Tabla de contenidos
. DEHIPEIIN ..oooiciiiasescsniinsiasosnsissvesaunnasios 1
- SUPOSICIONES ........ccvcinienieieiniiiicisaenenane 2
Informacion de modelo ..........ccceuciiiieiinnann 2
Propiedades de estudio.............c.ccevvniiininns 3
URIRGES « . couionisisenensisvasivisesosissuroscusvavins 4
Propiedades de material .............cc.ccueeeninns 4
Descripcion Cargas y SUJECIONES. ..........cccrreuereerinerirenns 5
No hay datos
«‘ -
2>
SOLIDWORKS  Analizad SOLIDWORKS S ation Simulacion de finitopendulo2 1

Figura 3.19: Simulacion por elemento finito péndulo.
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El método a utilizar sera el de analisis de movimiento, porque contiene una
animacion mas real y sus partes que permiten interactuar con la friccion entre
piezas, motores, gravedad y graficas que nos porporcionana una idea de lo que
esta pasando con el movimiento del mecanismo es lo que al final buscamos.

En las Figs. 3.23 v 3.24 se muestra el comportamiento del movimiento angular

del brazo y el péndulo con la friccién entre materiales y componentes.
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Figura 3.22: Imagén de simulacion del péndulo de Furuta en Solidwords
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Capitulo 4

Control del péndulo de Furuta

En este capitulo se emplean los modelos de control para el péndulo Furuta.
Como antes se habia mencionado el software Matlab, Simulink y el complemen-
to simmechanic se utilizan para aplicar dos métodos de control; el primero por
regulador cuadratico lineal y ”"Swin upz el segundo el control no lineal por la-

grangiano.

4.1. Representacion en espacio de estados

Con base en el modelo matematico antes presentado del péndulo de Furu-
ta en las Ecs. (2.45) v (2.46) e introduciendo las variables de estado x; = ¢.
To = ¢. 13 = 0, x4 = 0, se reescribe el comportamiento de la planta como una
serie de ecuaciones diferenciales de primer orden no lineales. como se muestra a

continuacion.

iy = 2o, (4.1)

Bty — By cos? .1'35('/1.1’3;1‘::; — 282 cos x3senxzrory + By sin .1'3.17f + 0 cos x3SinTs
aff — 42 + (B2 + v2%)sen? x3 '

(4.2)

.i';; = T4, (43)

/ 2 9 9 92 9
B(a+Bsen“x3) cos x3senx3r;y+237y cos” T35€NTIT2T4—"Y* COS T3SENTIT]

aB—v2+(B%2+4%)sen?xg

Ty =

N
(&
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6(a + Bsin® x3) sinzz — v cos T374
af — 72 + (B2 + ¥?)sin’ z3

& (4.4)

4.2. Puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrio en una funcién no lineal son importantes para linea-
lizar y poder utilizar un método de control lineal.

Los puntos de equilibrio (PE), es un punto tal que si se tiene la funcién
& = f(z) evaluada en un punto x = z*, tiene la propiedad de que cuando el
estado inicial del sistema es x*, el estado permanece en z* en todo tiempo futuro.

Un PE puede ser aislado, es decir, no tiene otro PE en la vecindad (alrede-
dor), o puede existir un PE continuo. Cuando el sistema es lineal, tiene la forma
conocida # = Az + Bu, y el inico PE aislado posible es (tomando u = 0) z = 0.

Las técnicas de andlisis v control lineales son mejor conocidas y empleadas
en la carrera, y al analizar el sistema péndulo de Furuta que es no lineal, una
buena forma para controlarlo es comenzar por linealizalo en sus PE. Sin embargo
esto no es suficiente debido a que se pierde informacién en el proceso y por las
siguientes dos razones:

(I) La linealizacion s6lo predice el comportmaiento local, no sirve para estudiar
el comportamiento lejos del punto de operacion.

(IT) La dindmica de un sistema no lineal es mucho mas rica que la de un
sistema lineal debido a la presencia de fendmenos no lineales (Guckenheimer and
Holmes [1983]).

Para conocer entonces nuestros puntos de equilibrio de la planta, se igualan las

ecuaciones de estado no lineales a cero, con lo que se llega al sistema de ecuaciones
4.5.
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Tg9 = 0 (45)

Bty — By cos? 3'38671.’173.’1’7% — 232 cos x35€nT3T2T4 + (7 sin x3x3 + Y0 cos 3sinTy

, =0,
af — 4%+ (8% + ¥%)sen? x5

(4.6)

Bla+ [5567)21.3) cos xgsenx3x%+2[jf/ cos? T3SENTITITA —72 cos xgsenrgl%
afB—~2+(B2+7?)sen x5

d(a + Bsin’x3)sinzy — ycosxaTy 0 (4.8)
aff — 7+ (82 +4?)sin’zs |

Los puntos de equilibrio del péndulo de Furuta al final realizando las reduc-

ciones algebraicas correspondientes, se obtienen el sistema de Ecs. 4.9.

Ty =0, coszssencs =0z4 =0, (a + Bsen’zs)senzs = 0, (4.9)

y las salidas representadas por hy(t) y ha(t).
hy(t) =0, (4.10)

ha(t) = ¢. (4.11)

Por lo tanto los puntos de equilibrio al resolver el sistema de ecuaciones son
(21,0,23,0), donde x; € Ryzz3=k mconk € Z.
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4.3. Linealizacion del sistema dinamico no lineal

Se considera un sistema dinamico no lineal, que se puede representar por un
conjunto de ecuaciones diferencial de la forma general en donde f y A son funcio-
nes que representan la dindmica del sistema y la salida de esté dados en términos

de la variable de estado z y la entrada u.

&(t) = f(z(t), u(t)), z(to) = zo. (4.12)

y(t) = h(z(t)). (4.13)

donde f es una funciéon vectorial de nzl elementos, expresada en términos de
un vector de estado lo cual es una variable de estado de dimensiéon x € R",
u € R™yy € RP. La solucién z(t) de la Ec. (4.12) corresponde a una curva en
el espacio de estado donde t varia de cero hasta infinito, esta curva es conocida

como la trayectoria de estado.

4.3.1. Interpretaciéon grafica

La analogia entre una funcién no lineal de cierta curvatura cuya representacion
lineal es la linea recta que pasa tangente en uno de sus puntos y las ecuaciones que
describen un sistema dinamico no lineal cuya representacion lineal se obtiene a

partir de las derivadas parciales de la misma funcién con respecto a sus variables.

Considernado que una determinada funcién f(¢) no lineal en un sistema
dindmico, la interpretacion grafica de una linealizacién es encontrar la forma
de la linea tangente en un punto de la funcién de una curva. Este punto se to-

mara en cuenta como un punto de operaciéon o el punto de equilibrio.(Rafael v
Victor, 2003).

Entonces la tangente en el punto de linealizacién t = t; es f(t;), v la linea
que describe el comportamiento del sistema en dicho punto es la tangente a
dicho punto. En una vecindad alrededor de este punto se dice que la tangente no
cambia. de igual manera sucederéd alrededor del punto de operacién para el cual
se encuentra la linealizacién del sistema dindmico. La Fig. 1.1 es la interpretacion

grafica de lo mencionado anteriormente.
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fit)

v

Figura 4.1: Interpretacion grafica de linealizacion.

4.3.2. Linealizacién alrededor del punto de equilibrio

La aproximacion lineal de un sistema no lineal se hace mediante una expansion
en series de Taylor de una funcién f(z,.zs,....x,) de n variables de estado z. En
forma general. esta funcién no lineal se puede expresar como una representacion
lineal alrededor de un punto establecido zy con expansion en series de Taylor,
dada por la Ec. 4.14.

df 1 &
0%t e

Cémo el sistema opera en su punto de equilibrio, se tiene que z(t) = z(ty) = X,

flzo + 61‘) = f(zg) + ‘0(51 4 5 (4.14)

u(t) = U, y(t) = h(X) =Y. El estado del sistema es constante ya que se encuentra
en equilibrio.
El sistema se puede representar en forma de ecuaciones de estado como era su

forma original derivando con el respecto al tiempo, con las Ecs. (4.15) v (4.16).

§i(t) = Adz(t) + Bou(t).  =z(to) = 6zo. (4.15)

dy(t) = Cox(t). (4.16)
donde las matrices A. B y C son:

of of Oh .
A= 5;|(X.U)~ B = % (X,U)s C = 5':; (X)- (41()

v la dimensién de cada matriz o vector de derivadas parciales que se requiere

en cada depende de las dimensiones de la variable z y de la variable u.
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Entonces para expresar el sistema linealizado se tienen las siguientes ecuacio-
nes.

Si la ecuacién de salida y = g(x, u) es no-lineal también y y(t) = y* + dy,
entonces se tiene que C(t)dx + D(t)du es igual a:

[é) a [é)
_I%I(X.U) d,2|(xu 3£l|(XU) 3u1|(XU A‘()&U} au,,|Xb)
e}

Alt) = gl d,;,\w) azﬂlmw = dul|(XU ouzlww sve ol
aﬂ 671
sl azz|<‘<U azﬂ|(¥U gl x) am|¥b

(4.18)

La ecuacién de salida y(t) = h(x,u) es no lineal también se obtiene su matrix
de salida, dada por la Ec. 4.19.

an on

7 (X0 312 P xvy - 22w
Ohy Ohy

XU I sws XU
Bhy Ohyy Bh
Tl xv) B s lxv)

Utilizando la Ec. (2.50) y siendo consecuentes con la entrada de interés, al

linealizarla y utilizando las ecuaciones anteriores. Se encuentra que las matrices
de la relacién A, B, C y D son:

0 1 0 0 0
BK? 3y —BK?
A= 0 mv-pw 7-aa O B— B7=fa) C- 1000 D= 0
0 0 0 1 0 0010 0
—K? da ~K,
0 R(y7=fa) ~ ¥2=fa 0 R(+2-Ba)

(4.20)
Es de notar que en la matriz C, las variables de interés son z; = ¢ y z3 = 6.



Capitulo 5

Sistemas de control: controlador
LQR y Swing Up

5.1. Introduccion

Un sistema de control es aquel que mediante un conjunto de operaciones
altera y/o determina el comportamiento de una planta y que en consecuencia
permite tener un manejo directo o indirecto de las variables para las cuales se
desean unas salidas especificas: en este contexto se puede afirmar que un control
automatico compara el valor efectivo de la salida del sistema fisico con el valor
deseado y determina la diferencia o desviacién respecto a la senal de referencia
v con base en estas mediciones genera una senal de control que permite reducir
dicha desviacién a cero o a un valor muy proximo a éste, con el fin de tener menor
error posible en la senal de salida.

En la actualidad existen muchas acciones de control que coinciden con el
objetivo de optimizar procesos y minimizar el costo computacional de los mismos;
es asi como durante el desarrollo de este capitulo se hara referencia a la técnica
conocida como control éptimo cuadratico (Nise, 2009).

Para llegar al objetivo que es controlador el péndulo de Furuta en la posicién
deseada que sera la vertical hacia arriba del péndulo, se empezara con diferentes
subtemas que ayudaran a entender mas sobre la controlabilidad, observabilidad

v estabilidad del sistema.

61
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5.1.1. Controlabilidad

La controlabilidad entre cosas indica la ubicacién de los polos del sistema
lineal en lazo cerrado & = (A — BK )z + Br(t), con u(t) = —Kx(t).

Si se puede hallar una entrada al sistema que tome todas las variables de
estado a un estado inicial y un estado final deseado. se dice que el sistema es
controlable; de otro forma no es controlable.

La asignacion de los polos es una técnica viable de disenio sélo para los sistemas
que son controlables. Se realizardn la prueba de controlabilidad para segurar que

el método planteado servira.

5.1.2. Matriz de controlabilidad

Las pruebas de controlabilidad que se han explorado se pueden emplear para
representaciones del sistema que sean de la forma diagonal o paralela con valores
caracteristicos distintos.

Para determinar la controlabilidad. o bien, en forma alterna, para disenar un
control para una planta bajo cualquier representacion o seleccion de las variables
de estado que se van a controlar por la entrada de planta u, se debe calcular la
matriz de controlabilidad C);.

Una planta de n-ésimo orden cuya ecuacion de estado se puede representar

por la Ec. (5.2).

z = Az(t) + Bu(t) (6.1)

La planta es completamente controlable, si la matriz de controlabilidad C),,

dada por la Ec. (5.2) es de rango n.

CM=[B AB A’B ... .4"_13} (

(&3]
(S}
~—
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5.2. Observabilidad

La capacidad para controlar todas las variables de estado es un requerimiento
para el disefio de un controlador. Las ganancias de realimentacion de las varaiables
de estado no se pueden disefiar si cualquier variable de estado es no controlable.

Un concepto similar se implementara para crear un disefio de un observador,
aunque no implementara, las pruebas que se haran ayudardn a saber més del
sistema, v como se habia mencionado antes para simplificar las tareas para un

futuro si se llega a disenar fisicamente el péndulo de Furuta.

5.2.1. Matriz de observabilidad

Al igual que la controlabilidad, los sistemas representados en forma que no
sea diagonalizada no se pueden evaluar para observabilidad por inspeccién. De-
terminar la observabilidad para sistemas bajo cualquier representacion o seleccion
de las variables de estado, se puede deducir una matriz que debe tener una pro-
piedad particular si todas las variables de estado se observarén a la salida. A
continuacion expresamos los requisitos para la observabilidad.

Una planta de orden n cuyas ecuaciones de estado y de salida son, respecti-

vamente,

i = Az(t) + Bu(t) (5.3)

y = Czlt) (5.4)

v es completamente observable si la matriz Oy, matriz de observabilidad Ec.

(5.5), es de rango n.

CAn—l

En la Fig. 5.1, se observa el diagrama de bloques de realimentacion de estados
para estimar las variables de estados no disponibles: a-observador en lazo abierto,

b- observador en lazo cerrado, c- vista con partes desarmadas de un observador
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en lazo cerrado, mostrando arreglo de realimentacion para reducir el error de

estimacion de estado variable.

Salida de
planta

Salida de

lanta ,._> ‘ anta |
r= 0 Salida " ‘ bl !
: — gada ‘
rvador
Sel + ] | [
bservadar
| Estados
‘J Estados Estimados "Lcontrolador A Estimados
Controlador X
X 8)
A)
Salida salida de

Enl mada Punta
u

e 2
St ] e
1 |
Al controlador
(@]

Salida estimada
| deerror

Figura 5.1: Diagrama de bloques de un observador.

5.3. Calculo de la matriz de controlabilidad y
observabilidad

Evaluando los pardmetros mostrados en los cuadros 5.1 y 5.2, v los parametros
auxiliares que se definierén en la Ec. (2.37), y las matrices A y B mostradas ante-
riormente en la Ec. (4.7) se obtiene las matrices mostradas en la Ec. (5.6). Todo

estd para obtener los resultados de la matriz de controlabilidad v observabilidad.

l Parametro fvalor 1
Masa brazo horizontal (m,) 0,0777kg
Masa péndulo (m,,) 0,01396kg
Longitud brazo horizontal (I,) | 0,084m
Longitud péndulo (1) 0.203m
Gravedad (g) 9.8m/s?

Cuadro 5.1: Tabla de valores fiscos del péndulo de Furuta.
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Pardametro valor |
Resistencia (R) 12,1062

Inercia (J) 9.89x10 "kgm?
Constante de torque (K;) 27.40x10°Nm/A
Constante de fuerza electromotriz (K,) | 27.400107%V s/rad

Cuadro 5.2: Tabla de valores fiscos del motor de corriente continua.

0 1 0 0 0
- 9 —
A= 0 —.412782 -102,603297 0 B_ 15,065037 C— 1000
0 0 0 1 0 0010
0 .342518 182.,0111525 0 —12.500657
(5.6)

Con los valores bien definidos se obtiene la matriz de controlabilidad C)y
definida anteriormente en la Ec. (5.2), v después con el comando rank(C)s) en
Matlab se obtiene un rango igual a 4. Por lo tanto si n = 4 y el rango de C)y,
también es 4, quiere decir que nuestro sistema es controlable y se puede utilizar
el sistema de control.

Al igual que en la matriz de controlabilidad. la matriz de observabilidad O,
de la Ec. (5.5) se aplicé el cddigo rank(Opr) en Matlab, el resultado fué de rango

4: por lo tanto el sistema tambien es observable.
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5.4. Analisis de estabilidad de Lyapunov

En un sistema de control determinado, un aspecto determinante es la estabili-
dad. Si el sistema es lineal e invariante con el tiempo, existen muchos criterios de
estabilidad; entre ellos estan el criterio de estabilidad de Nyquist y el criterio de
estabilidad de Routh- Horwitz. Sin embargo, si el sistema es no lineal e invariante
con el tiempo, tales criterios de estabilidad no se aplican.

El método de Liapunov (también es conocido como método directo de Lia-
punov) es el método mas general para la determinaciéon de la estabilidad de los
sistemas no lineales. Las regiones de estabilidad se dividen en 3, las cudles son:
asintéticamente estable, marginalmente estable y estable, y una referencia grafica

se muestra la Fig. 5.2.

\ Curva 1.- Asintoticamente estable

2 ' Curva 2.- Marginalmente estable

K Curva 3.- Inestable

Figura 5.2: Conceptos de estabilidad. Fuente: CENIDET

- Si la trayectoria z(t) permanece siempre

dentro de la esfera By y converge a 0, el punto en control lineal

de equilibrio es asintoticamente estable. x = Ax

T todos los valores de
> XX A cstdn a la izquierda
— &
-Si el punto de equilibrio es estable pero
Snfbtic t stabl " l Al menos un valor de
no asintéticamente estable, es marginalmen- > > Aeutabeie
te estable. * T

3 | Al menos un valor de
A estd a la derecha
de jo

el punto de equilibrio es inestable. Figura 5.3: Una imagen.

-Si la trayectoria x(t) sale de la esfera Bp,

Fuente: Creacién no propia
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Para la matrix de (sI — A) se calculan los valores propios. para saber que tipo
de estabilidad tiene de acuerdo a lo anteriormente mencionado. El resultado fue
0. —0,0458, —10,5405 v 10,5071 y por lo tanto tiene un valor del lado derecho
del plano imaginario y el sistema es inestable. Tambien se obtuvo la funcién de
transferencia del sistema para cada una de salidas. en este caso ¢ v € con la Ec.
5.7 y se paso obtener el lugar geométrico de las raices de los polos y ceros del

sistema y verificar la inestabilidad.

G(s)=C(sI — A)'B+D. (5.7)
Root Locus

50 o

Imaginary Axis (seconds™')
\

-150
. -20 15 -10 5 0 5 10 15 20 3

Real Axis (seconds ')

Figura 5.4: Lugar geométrico de las raices para la salida y = 6
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Root Locus
T T T T T

2 1
8L i
:
3
>
@
£ | R
g
E

L L L L L L L i
-50 -40 -30 -20 10 0 10 20 30 40 50

Real Axis (seconds™')

Figura 5.5: Lugar geométrico de las raices para la salida y = ¢

5.5. Regulador cuadratico lineal

EL Regulador cuadrético Lineal (LQR), se usara para desarrollar el control del
sistema; el cual tendra la funcién de llevar al péndulo de Furuta de una posicion
x(0) a una posiciéon deseada x(t).

El LQR se formula en el espacio de estados, y su solucion es una ley de
realimentacién de estados de la forma u = - K X, donde K es un vector de
ganancias optimas.

Se considera el sistema nominal:

X = Az + Bu,

y=CX + DU. (5.8)

Se tiene la de costo Ec (5.9), v la Ec. (5.10) que es una derivacion de estd,
de donde se obtiene la matriz R, B y P para resolver la Ec. (5.12), de donde se

obtiene la matriz de ganancias K.
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J = / X" Qx4+ u" Ru dt (5.9)

0
ATP+ PA- (PB+CTD)YDTD) Y (BTP+DTC)+CTC =0 (5.10)

K=R'B'P (5.11)

0=Q—-PBR'BTP+PA+ ATP. (5.12)

Definiendo Q = C7C. R = DT y N = CTD y P debe ser positiva definida y

se obtiene de la Ec. (5.11).
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Las condiciones para la existencia de una solucién tnica y estabilizante para

el control éptimo son:

1. El par (A,B) debe ser estabilizable v se comprueba si la matriz A — BK es
estable.

22R>0yQ—-NRINT >0.

3.(Q = NR'NT A — BR™'NT) no debe poseer modos no observables en el

eje imaginario. Usualmente se toma N = 0.

Bajo las condiciones anteriores, la solucion es una ley lineal de realimentacion
de estados, donde u(t) depende de K.

u(t) = —Ka(t) (5.13)

Si Q = CTC, por teoria debe ser una matriz diagonal, se propone C= 1 (I

matriz identidad), C y R es igual a 1 por parametros de diseno.

R=1. (5.14)

o = O O
—_ O O O

0
1
0
0

o e @ =

3,2783 —0,0066 -1,0292 -0.0318
-0.0 .001 0,0082  0,0035

P 0066  0,0018 , ; (5.15)
—-1,0292 0.0082  1.5308  0,0296

-0,0318 0.0035  0.0296  0,0116

B ( ~1,0000 0,7627 2,1580 1.0292)

5.6. ”Swing Up”mediante regulacion de energia

El diseno de controladores por regulacién de energia para un péndulo inver-
tido fue presentado en 1996 por Astrom y Furuta, el cudl mostré como idea
fundamental la necesidad de incrementar la energia del sistema hasta alcanzar

un nivel suficiente que permita llevar la planta a una regién muy cercana al pun-
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to de equilibrio (en este caso la posicién vertical hacia arriba) y ahi realizar la
conmutacion de las técnicas de control para efectuar la estabilizacion del sistema
(Carlos, 2009).

Se considera el modelo simplicado del péndulo, como se muestra en la Figura
5.6, donde no se tienen en cuenta los torques de reaccién aplicados por el péndulo
hacia la barra horizontal (brazo) v se desprecia la friccion existente en el punto
de pivote.

Con estas consideraciones es posible estudiar el control de energia de la barra
vertical sin incluir la posicién y velocidad angular del eje sobre el que se encuentra
el actuador(motor), lo que en consecuencia permite obtener un modelo simplicado

de segundo orden.

LN

i P, %\/ }'I

[ %

Figura 5.6: Modelo simplicado del péndulo de Furuta para ”Swing Up”. Fuente:
Osorio, 20009.

Realizando una descomposicién de las fuerzas de reaccién sobre los ejes coorde-
nados considerando como entrada la aceleracion aplicada por la barra horizontal
u en el punto de pivote y haciendo las operaciones algebraicas correspondientes

se obtienen las Ecs. (5.16) y (5.17).

Z Fy=He= m%(y + Lsenf), (5.16)
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7 d? 7
ZFZ=V —mg:mE(Lcosf)). (5.17)
Aplicando la suma de momentos en el centro de masa del péndulo se obtiene

la Ec. (5.18)

> Mgy =VLsin6— HLcos6 = I8 (5.18)

Con una combinacion lineal de las Ecs. (5.16),(5.17) y (5.18), y definiendo

como J, = I +mi* y u = §j, se obtiene la ecuacién de segundo orden (5.19).

Jpf +mLucosf — mgLsiné = 0 (5.19)

La expresién de energia para el péndulo, considerando nula la senal de control
(u = 0) y definiendo como cero la energia potencial del péndulo en la posicién
vertical superior (# = 0), se muestra en la Ec. (5.20), donde la energia total

estd compuesta por la suma de energia cinética y la energia potencial.

E= %Jpéz + mgl(cosf — 1). (5.20)

Es evidente que para llevar el péndulo a la posicién vertical superior es estric-
tamente necesario llevar la energia a su valor correspondiente en dicho punto. es

decir, el valor de # vy @ deben ser cero.

Para realizar el diseno de la técnica de control es necesario conocer la influencia
de la senal de control en la energia de la planta. Por lo tanto al diferenciar con
respecto al tiempo la ecuacién 5.20, se obtiene la expresién 5.21 a partir de la

manipulacién algebraica de 5.19.

(fj—f = Jpéé + mglBsend = mgub cos 6 (65.21)

Al observar, es posible inferir que una variacién en la senal de control. tendrd re-
percusion directa sobre la energia de la planta, sin embargo. existen dos condi-
ciones que son ajenas a este comportamiento, y se presentan cuando 6 =0 v
6 = E% condiciones para las cuales no existe sefial de control que influencie la
variacion energética, pero no son criticos, ya que la planta solo estara alli por un

lapso de tiempo muy corto.
Es posible mediante la aplicacién de la teoria desarrollada por el matematico
y fisico Ruso Aleksander Lyanpunov encontrar una senal de control que permita

llevar la posicién del péndulo a la de operacién deseada, lo que en consecuencia
tiene como resultado la ley de control.
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u = k(E — Ey)sign(f cos ), (5.22)

Donde la funcién sign(x) representa la direccién que debe ser implementada

para llevar la funcién de energia al valor deseado y k es un parametro de diseno.

Considerando que la entrada real aplicada al motor es una senal de voltaje,
se hace necesario encontrar una relacion entre la senal de control u y el torque en

funcion de la senal de alimentacion.

La ecuacién que relaciona la sefial de control con el torque aplicado al motor,
es la Ec. (5.23).

T = —u, (5.23)
Sustituyendo la Ec. (5.22) en la Ec. (5.23), se obtiene:

o= lik.(E — Ey)sign(f cos ) (5.24)

Igualando la Ec. (5.24) con la Ec. (), se obtiene la Ec. (5.25) que relaciona el

voltaje con la energia del péndulo.

B . ’2
v = % %(E — Ey)sign(fcosf) + A—R'n,b . (5.25)

5.7 Controlador no lineal en su forma normal

Lagrangiano

El método de control por Lagrangiano, es un método el cual consiste en la
energia que se forma para la estabilidad de un sistema mecanico sub actuado. El
objetivo es la eleccion de la ley de control, que daréd forma a la energia controlada

para la estabilidad del sistema.

Utilizando el método de control por Lagrangiano, una ley de control para
estabilizar asintdticamente el sistema en la vertical hacia arriba del péndulo. Se
deriva una simplificacion del péndulo de Furuta en sus ecuaciones de movimiento,

para cumplir determinadas condiciones que se muestran en la figura 5.7.
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| = pendulum length a=mi’
m = pendulum bob mass 8  B'=miR
M = whirling mass q Y'=(M+m)R
g = gravitational acceleration ~ D=-mgl

R = radius of arm

u = shaft torque (
g,= angle of pendulum from :

the upward vertical M
q,= angle of mass M from
" afixed vertical plane w —— lorque

Figura 5.7: Péndulo de Furuta simplificado para el método de control por La-
grangiano. Fuente: APA.

La funcién de Lagrange para el sistema esta dada por la Ec. (5.26) el cual
integra la energia cinética menos la potencial.
1 ) w 1 2 2 r op
L= Saq; + B cosqi1q1G2 + 3(7 + asenqy)q; + D cosq. (5.26)

Las ecuaciones de movimiento para el péndulo de Furuta en forma matricial
y con una entrada v = u; + us, se obtuvierén al aplicar las ecuaciones de Euler

Lagrange, en la Ec. (5.26). v se encuentran en la Ec. ()

8] B COS (1 (]'1
Beosq v+ asen’q (>

—asenq cos q; 3 ]

—Bseng, i + 2aseng; cos q1Gy Gz

0

Dsenq, }

_+_

0
wy + Us

Quitando los términos de la Ec. (5.27) que se igualan con wu;. para cancelar

términos y transformar la anterior ecuacion de la forma:

« B cos q q Dseng,
B cos q ¥ G2 0
0 F, 0
+ . = + . (5.28)
—Bsenq,qy F, Us
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) .
donde F, = aseng; cos q1¢;. vy I, = —aseng; cos q,qs.

La Ec. (5.28) permitira encontrar las ecuaciones para la estabilidad del péndu-
lo de Furuta. La teoria de estabilidad para sistemas mecanicos sub actuados se
realizé mediante el péndulo invertido sobre un carro que se desliza en un riel,
y donde se establecieron diferentes ecuaciones que permitén crear la senal de
control. La Ec. (5.29) necesita de uy, F, M, M,. k, B, uq. py €.

i . . 1
u=2a blll(([] )([] 2 + (m

det(M,,)

(v + asin®(q;))(Fa — Dsin(q)) — (Y(Fa — Dsin(q1)) — Bluz + u® + Bsin(q1)g3))

det(M,,)
(5.29)
kBsin g, (aqi + Dcosqy) — %ﬁ — kpBF, cos q _
Uz = 32(k+1) cos? ¢ (030)
- B
Las variables k > 0, B = ";(a - 32(—‘;7(’—‘) p = (k+ l’%l-)%)(). p<0ye>0

son variables que al final se les da un valor para poder sintonizar el controlador.
La variable v/ = ¢y(go + p1 cosqi4;) con ¢ > 0, M, v M,, son las matrices del

lagrangiano de las Ecs. de (5.27) y (5.28) de movimiento respectivamente.



Capitulo 6

Simulacion del control del

péndulo de Furuta

Utilizando Simulink que permite verificar el comportamiento del péndulo de
Furuta y su grafica de la respuesta aparecen las Figs. 6.1 y 6.2 al agregarle los
bloques de control que se disenaron en el capitulo anterior. A continuacién se
muestra el digrama de que incorpora la planta y las graficas de posiciéon del brazo

y el péndulo.

phi
ll phi punto |-
. . " theta
theta punto

Atomic Subsystem

Figura 6.1: Diagrama de bloques del modelado del péndulo de Furuta.



<
N

En la Fig. 6.2 muestra la respuesta del comportamiento a un escalén unitario
que ejerce un torque de 1Nm, donde el ¢je vertical es la posicion en grados y el
eje horizontal el tiempo.

Posicién del péndulo en grados

100 T T T T T T T T T

g &8 & 8

000
i Posicién del brazo en grados
8 T T T T T T T T T
6F
ab
2F
0 A 1 1 1 1 1 1 1
Velocidad del brazo
000 T T T T T T T T T
000 |~ -
000 i~ e
0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 ° 10

Figura 6.2: Grafica de la respuesta con control del brazo.
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6.1. Simulacion del control Lineal

En la Fig. 6.3 se encuentra el diagrama de bloques donde se encuentra el
control LQR y el Swing Up, en donde cada uno de ellos responde de acuerdo a
la posicién del péndulo. la figura 6.4 muestra la respuesta al control lineal del
péndulo de Furuta donde la posicién que del péndulo debé llegar a cero grados.

Las Figs. 6.3 y 6.3 muestran los bloques de traslado de Solidworks a Simu-
link para hacer el diseno de planta de acuerdo al diseno CAD. Obteniendo la

identificacion de la planta e incluyendo el bloque de control de la Fig. 6.3

Energy Scope3
| Ang_Sinv (rad) e
EWH l_
Out1 mu -
Scope
0
entrada X u V) Interpreted TE'_
MATLAB Fcn
Swirgp *, 1 2
e ™ | Péndulo de Funta Scope2
Enable Balance
Control Switch ‘.@
Scoped
In1 Out1
LQR Control

Figura 6.3: Diagrama de bloques del modelado del péndulo de Furuta.

=1
~
S

——

Posicion del brazo(rad)
o -
B — y
L
Posicion Péndulo (rad)

&

<
P ]
on

518
™
=
o
=
=

0 is
Tiempoiseq) Tiempo (Seg)

Figura 6.4: Respuestas del péndulo de furuta con control lincal.

Las Figs. 6.5 v 6.8 muestran los bloques de traslado de Solidworks a Simulink

para hacer el diseno de planta de acuerdo al diseno CAD. Obteniendo la identi-
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ficacion de la planta, e incluyendo el bloque de control de la Fig. 77, se obtienen

las respuestas de control y el brazo mostradas en las Figs. 77 v 6.3.

Figura 6.5: Diagrama de bloques con simmechanics y Solidworks.

Theta (rad)

Tiempo (s)

Figura 6.7: Respuesta de control del péndulo con modelo de planta disenada en
Solidworks.
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80
T "D X !

4 pruebal
Simulation Model Help

View
H 0o elE »d+& »w w0
PO A

/< *
4
T=0.0400987 I

basesup-1

Figura 6.8: Respuesta de control del brazo con modelo de planta disenada en

Solidworks.
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6.2. Simulacion del controlador no lineal

Al igual que el controlador lineal el controlador no-lineal tiene funciones con-

tenidas en digramas de bloques que se muetran en la figura 6.9.

e T—
ohi pur T
L
thet
theta punto|
Atomic Subsystem
Scope
E} Dy

x1

xTp)
4. 4
fon 2 —
x2p
MATLAB Function

Figura 6.9: Diagrama de bloques del control no-lineal.

Utilizando los mismos parametros de masa y longitud del control lineal y
agregando k = 25, p = —.02. ¢ = 0,015, ¢ = 0,00001 y con las condiciones iniciales
de posicién del péndulo en -0.81 radianes y del brazo en 0.37 y sus velocidades
nulas. Al realizar la simulacién se obtienen las graficas de posicion mostradas en

la Fig. 6.10 con el eje vertical dado en radianes y el eje horizontal en tiempo.

1.5 10
1 8
-’g 0.5 g 6
= 0 -'4
-0.5 2
-1 0

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

Figura 6.10: Graficas de la respuesta de la posiciéon del péndulo y brazo con un
control no-lineal.

6.3. Comparacion de resultados

Al comparar los resultados se debe hablar de la diferencia de cada controlador:
para ello recordemos que el control lineal tiene un proceso mas tardado pues se

hicieron procedimientos y calculos para linealizar la ecuacién de movimiento se
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obtuvo después de realizar las ecuaciones de Euler-Lagrange y que al final cuando
se controla la planta linealizada actuan dos controladores en accion el LQR y
”Swim-up”.

El controlador no lineal es una ley de control de estabilizacion que se formula
en sistemas sub actuados mecanicos y més en general sistemas que tienen giran
sobre un plano, y en donde se utilizan las ecuaciones de movimiento de Euler-
Lagrange para realizar el control. Es un método donde ya estan formuladas las
ecuaciones de control que contienen variables de entrada que que proponen de
acuerdo con las restricciones que se mencionaron y su principal funciéon es la de
sintonizar el control y asi obtener el resultado deseado utilizando la planta no
lineal, sin necesidad de linealizar en los puntos de equilibrio. Las definiciones que

a continuacion se presentan son parte de la respuesta del sistema con o sin control.

= Respuesta transitoriaes la parte de la respuesta de un sistema que se
presenta cuando hay un cambio en la entrada y desaparece después de un

breve intervalo.

= respuesta en estado estable es la respuesta que permanece después del

estado transitorio.

= Constante de tiempo es el tiempo que tarda el sistema en alcanar el
63.2% de su cambio total.

= tiempo de levantamiento es el tiempo requerido para que la respuesta

pase del 10 al 90 porciento de su valor final.
= Sobrepaso maximo es el valor pico méaximo de la curva de respuesta.

= Tiempo de asentamiento es el tiempo que se requiere para que la curva
de respuesta alcance un rango alrededor del valor final (por lo general 2 %)

y permanezca dentro de él.

La siguiente tabla contiene resultados numéricos que ayudan a comprender

mas la diferencia entre cada controlador.

Tiempo de Tiempo de Maximo Error en
Control respuesta asentamiento Sobrepaso Estado estable
[seg] [seg] [%] [radianes]
Control lineal 14.2 22.3 21 .001
Control no lineal 7 7 15 .0001

Figura 6.11: Tabla de valores de la respuesta del péndulo de Furuta.




Capitulo 7
Conclusiones

Se desarrollé un modelo matematico del péndulo invertido rotacional consi-
derando fricciones entre las superficies de contacto y sin friccion, se obtiene un
modelo de espacio de estados con base en las ecuaciones que definen la dindmica
global del sistema alrededor del punto de operacién en la posicion vertical supe-
rior, y se presenta un modelo de energia simplificado para realizar un controlador
de Swing Up basado en funciones de energia y un modelo dindmico simplificado
para obtener las ecuaciones necesarias para el control.

La técnica de control por realimentacion de las variables de estado empleando
un regulador lineal 6ptimo con criterio cuadratico (LQR) adaptado para segui-
miento de referencia mostro ser eficiente y capaz de realizar con éxito la tarea de
control sin grandes esfuerzos en la senal de control.

Las técnicas de control que se disenardn fueron a partir de un modelo lineal y
después se implementé en el modelo no lineal para ver si funcionaba y resulté en
un correcto funcionamiento.

Se implement¢ el disenio mécanico para obtener los planos en 2D del péndulo de
Furuta y asi tener la opcién en un futuro de implementarlo fisicamente. También
se realizé una simulacién de moviento en 3D, para visualizar el comportamiento
del péndulo de furuta con el programa Solidworks.

La integraciéon de dos controladores de diferente naturaleza para formar un
controlador global de caracteristicas hibridas muestra ser una alternativa exito-
sa v eficiente para el control de sistemas dindamicos no lineales, implementada
anteriormente por Furuta y que permitié controlar el sistema.

El disefio de un controlador no lineal presenté una respuesta mas eficaz en

comparacion al control lineal.
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Apéndice A

Planos de cada pieza del péndulo
de Furuta

Los planos que se otorgan tienen las medidas necesarias y el formato adecuado
para realizar la piezas fisicamente v el material propuesto es aluminio para las
piezas del péndulo de Furuta, y para la base o soporte puede ser de acrilico
montado sobre una mesa o superficie plana para que no tenga vibraciones, si se
hace de latén o de algin otro metal debe ser de un peso significativo para que
tenga una firmeza que permita hacer girar al brazo del péndulo de Furuta sin que

se caiga.
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1 2 v 3 4
Base inferior y pilar de )
acoplarmiento. MATERIAL
'
—_— T -
i
¥ El material que se
1 debe ocupar es
! el laton ya que es
. una material
pesado y no muy
caro que nos
i I sirve para el
| disefio de la base
y los pilares.
N
: ) 1 {
| [
' .

Colegio de Ciencia y Tecnologia

t u A C M
@ . ~— PROYECTO: DEPTO
Péndulo invertido con dos grados de libertad.
# CCyt
Tuio
basel
ESC 125 DB.No:\, 2 Holap de:2
FECHAS cot
¥ Feb.201¢ S
DIRULIO DEENO: REVEO/APRORO
Base infenory pilar Ricardo Pimentel M Maricio Angeles

| 2 4 3 4

Figura A.1: Pilar y base inferior
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2 v 3 4
Base del Péndulo de furuta media. MATERIAL
Material de Latén
con una densidad de
8,4 g/fcm?y 8,7 g/cm?
@8 Colegio de Ciencia y Tecnologia
U A (& M
PROYECTO. DEFTO:
@ o Péndulo inverlido con dos grados de liberlad. .
Titulo ¥
base2
@ ESC: |5 DB No'HQ'02 Hoja: 2 de: 2
FECHAS Feb 20]6 ACOT.
DIBUIO: DEERS. REVES/APROBS
Base Media Ricardo Pimentel M. Mavrnicio Angeles
2 4 3 4

O

Figura A.2: Base media
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2 v

Base superior del
Péndulo de Furuta

MATERIAL
Latén con dersidad
de 84 g/cm®y8,7 A
g/cm?
B
<

Colegio de Cienciay Tecnologia
u A C

Q @ PROYECTO DEPTO
Péndulo invertido con dos grados de liberlad.
Titko con D
base3
ESC 155 DIb. No.: Hojaz Hoja2 de2
FECHAS [P ACOT:
Feb. 2016
DIBUJO DISENO REVISO/APROBO
Base superior Ricardo Pimentel Mauricio Angeles
2 4 3 4

Figura A.3: Base 3
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P T e

N

Eje de giro para friccion de cables.

g (] P

N

.- Material

y El material con el que
o esté hecho es de
fierro de cobalto y su
densidad esde 8,4
g/cm3.

o |V

Colegio de Cienciay Tecnologia
M

u A

PROYECTO DEPTO.
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Edgar Garcia Martinez.  Edgar Garcia Martinez. Mavricio Angeles

3 4

Figura A.4: Base giro
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v 3 4

Rodamiento Propiedades del
material.

El rodamiento ¢ balero,
esta hecho de barios
materiales incluido el
cobre, hierro y acero.

Nota el rodamiento ya
s€ compra no se
disena, el disero fue
para poder simular.

i
<
|
Colegio de Ciencia y Tecnologia
U A (& M
PROYECTO DEPTO
Péndulo invertido con dos grados de liberlad.
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FECHAS > cor
" Feb.2016 F
DIBUIO. DISERO: REVISO/APROBO
Rodariento Ricardo Pimentel Mauricio Angeles
4 3 4

Figura A.5: Rodamiento
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2

Rodarniento Axial

MATERIAL

El acero de temple
total mds
comunmente
usado para los
rodamientos es un
acero al cromo
rico en carbono,
que contiene
aproximadamente
un 1% de carbono
y un 1,5% de cromo
segun la normativa
ISO 683-17:1999

Colegio de Ciencia y Tecnologia
A c M
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Péndulo inverlido con dos grados de libertad. ceyt
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Figura A.6: Rodamiento axial.
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1 2 v 3 B

Propiedad del material
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Figura A.7: Pendf
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PENDULO DE FURUTA
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Figura A.8: Péndulo invertido con dos grados de libertad
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Brazo del Péndulo
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Figura A.9: Brazof
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