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Fractal geometry will make you see everything differently.
There is danger in reading further. You risk the loss of
your childhood vision of clouds, forests, flowers, galazies,
leaves, feathers, rocks, mountains, torrents of water, car-
pets, bricks, and much else besides. Never again will your
interpretation of these things be quite the same.

Michael F. Barnsley
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Capitulo 1

Introduccion

El anélisis de datos biologicos a partir de herramientas computacionales y
matematicas se ha convertido en un nuevo paradigma para el estudio y en-
tendimiento de la dindmica intrinseca que genera esta informacion. En el
campo de la bioinformatica, especialmente al estudiar las cadenas de DNA o
genomas, se ha observado que los anélisis hechos con sistemas dindmicos no
lineales son capaces de revelarnos visualmente particularidades, patrones y
periodicidades, que con otros métodos son casi imposibles de discernir. Estos
patrones a menudo son visualizaciones fractales que son bien conocidas por
su estructura tan compleja pero que a la vez guarda una organizacion que
los hace visualmente atractivos.

En 1993 Michael Barnsley propuso algunos métodos para el estudio de la
geometria fractal, estos son los sistemas de funciones iteradas con probabi-
lidades; es un conjunto de transformaciones afines con ciertas propiedades.
La orbita del IFS genera un fractal determinado dependiendo de los valores
de las transformaciones, este fractal es el atractor del sistema. Hay un IFS
particular el cual tiene el nombre del Juego del Caos, en su representacion
basica consta de 3 transformaciones. En su generalizacion, el Juego Circular
del Caos, existe una mayor diversidad de estructuras espaciales, plasmando
la dindmica del sistema en un fractal dependiendo de las cualidades de los
datos de entrada o de las probabilidades de eleccion de cada transformacion;
se deja una huella dzgital en el sistema.

En diversas publicaciones se ha utilizado el juego del caos con cuatro vértices
para analizar secuencias de DNA, y tambien el juego circular del caos para
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buscar similitudes y diferencias a partir de su medida invariante. Estos anali-
sis han ayudado a entender correlaciones existentes en el DNA, asi como, un
método para la representacion visual de genomas y cromosomas completos.

En el presente trabajo se propone un método usando IFS’s para generar re-
presentaciones fractales de las secuencias de DNA, esto nos permitira separar
visualmente informacion de la secuencia a partir de su estructura fisicoqui-
mica bésica, es decir de sus 4 distintos nucledticos, adenina, guanina, citosina
y timina.

Los analisis con este método seran mas confiables y precisos si se considera
la totalidad del genoma hablando de bacterias y arqueobacterias y de cromo-
somas completos para eucariontes. La comparacion entre distintas regiones
dentro de una misma secuencia, nos permitira obtener informacién de la na-
turaleza de la molécula de DNA, y permitir resaltar diferencias y similitudes;
de la misma forma, se podra comparar entre organismos pertenecientes al
mismo grupo, y resaltar diferencias de grupos distintos.

Las herramientas y modelos matematicos se describiran a lo largo del trabajo,
en el siguiente capitulado:

En el capitulo 2 se encontrara una descripcion detallada de la moléula de
DNA, desde el punto de vista de la composicién fisicoquimica y se abordara
un poco la complejidad de las secuencias de DNA desde el punto de vista de
la Teoria de la Informacion.

En el Capitulo 3 se daran las bases matematicas para comprender el funciona-
miento de lo Sistemas de Funciones Iteradas. Se dara una breve introduccién
a los espacios métricos, y se mostraran dos algoritmos para calcular los atrac-
tores de los IFS, el Algoritmo Deterministico, y el Algoritmo de Iteraciones
Aleatorias, fundado en la teoria de la ergodicidad y la teoria de la medida.

En el Capitulo 4 se aboradard putualmente un IFS particular el llamado
juego del caos y su extension el juego circular del caos.

En el Capitulo 5 se explicara el proceso que se realiz6 para el analisis bioinfor-
maético del DNA, se presentan los resultados que constan de visualizaciones
fractales del DNA y algunas comparaciones entre las mismas imagenes frac-
tales.



En el Capitulo 6 se hace una pequena reflexion y una discusion del alcance
y limitaciones del anélisis hecho.
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Capitulo 2

Acido Desoxirribonucléico, DN A

2.1. La estructura quimica del DNA

Todos los seres vivos codifican la totalidad de su informacién genética en el
acido desoxirribonucléico. La molécula de DNA es un polimero que se forma
por enlace covalente de miles de desoxinucleotidos. El desoxinucleétido esta
formado por una parte constante que es una molécula de fosfato y desoxirri-
bosa y una parte variable que corresponde a una base nitrogenada. E1 DNA
contiene 4 bases nitrogenadas: adenina (A) y guanina (G), que derivan de la
purina, y citosina (C) y timina (T) que derivan de la pirimidina.

Los desoxinucledtidos se unen para formar un polimero lineal llamado po-
lidesoxinucledtido, el cual es una hebra donde se alternan moléculas de de-
soxirribosa y acido fosforico, mientras que las bases nitrogenadas se unen
perpendicularmente a ésta (ver Figura 2.1).

En la estructura secundaria del DNA se forma una hélice de giro a la dere-
cha conformada por dos hebras de polidesoxinucle6tidos antiparalelos, en el
exterior de la hélice se alternan moléculas de desoxirribosa y acido fosféri-
co mientras que las bases nitrogenada se proyectan hacia el interior, las dos
hebras se unen por puentes de hidrégeno que se establecen de manera espe-
cifica o complementaria entre las bases de las dos hebras. Una molécula de
adenina se une, por dos puentes de hidrégeno, a una timina, y una molécula
de guanina se une por tres puentes de hidréogeno a una citosina. Debido a
este principio de complementariedad la informacién contenida en el DNA se
puede deducir de una sola rama de la doble hélice (ver Figura 2.2).
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Figura 2.1: En la estructura quimica del DNA la molécula fundamental es el
desoxinucleotido, el cual esta compuesto por tres elementos, un azucar de 5
atomos (numerados en la imagen), un acido fosférico y una base nitrogenada.

La hélice tiene alrededor de 10 pares de bases por vuelta. En la estructura
helicoidal, los desoxinucleétidos se organizan formando un surco mayor y un
surco menor. Dependiendo del 4ngulo en que se observa, las 10 bases quedan
hacia el surco mayor o hacia el surco menor. Existen proteinas especificas
que interactian con la secuencia de DNA a través del surco mayor ya que se
encuentran mas expuestas. Estas interacciones son muy importantes para la
expresion genética (ver Figura 2.3).

En segmentos de la hebra donde la cantidad de bases nitrogenadas G y C
dominen sobre las otras bases, la hebra ser4 en promedio mas rigida que
donde dominan A y T, en el sentido de la energia necesaria para separar las
dos ramas de la molécula, en el caso contrario sera suave. Por otra parte,
la diferencia de tamafio entre las purinas y pirimidinas hace que la hélice
no sea geométricamente uniforme, si de un solo lado se alternan purinas y
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Figura 2.2: La molécula del DNA esta formada por dos hebras antiparalelas
unidas por puentes de hidrogeno entre bases complementarias, A-T y C-G.

pirimidinas, la doble hélice se encontrara dislocada, de manera que podemos
afirmar que en este caso la molécula es en promedio rugosa. Si localmente se
encuentran solo purinas la cadena sera lisa [18].

2.2. Informacién genética en el DNA

En el DNA se encuentra codificada la informacion genética del organismo,
su funcién principal es codificar las instrucciones esenciales para que, con los
procesos biolégicos que se desarrollan dentro de la célula, se pueda crear una
nuevo individuo ya sea mezclandose con otra cadena de DNA o formando
una copia idéntica del organismo. La descodificacion de esta informacion se
realiza en segmentos especificos del DNA, llamados genes, por medio de los
proceso de replicacion, transcripcion y traduccion (para abordar maés sobre
el tema vea [13]).
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Surco
menor

Surco
mayor |

Figura 2.3: Se muestra la estructura helicoidal y los surcos mayor y menor
que se forman.

En los procesos de replicacion y transcripcion puede suceder que se cambie
una base nitrogenada por otra, a este fendmeno se le llama mutacion, existen
varios tipos de mutaciones, el caso anterior es el mas comun. Esta mutacio-
nes pueden ser corregidas por enzimas correctoras. La mayoria de las veces
las mutaciones pueden ser desastrozas, pero son consideradas una fuente de
variabilidad en los organismos.

Los genes se encuentran constituidos por regiones codificantes llamadas ezo-
nes interrumpidas por regiones no codificantes llamadas intrones que son
eliminadas durante el procesamiento del RNA.

Un gen contiene la informacion para la sintesis de una molécula de RNA que
es complementaria a una de las dos hebras del DNA, el RNA sufre el proceso
de traduccion en los ribosomas con el cual se genera un proteina, dependiendo
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de la secuencia del RNA se generara una cadena de polipéptidos que dara
lugar a una proteina por medio del c6digo genético. Al conjunto de todo el
material genético de una celula se le llama genoma

2.3. Tamanos de los genomas

Las células se clasifican como procariontes (bacterias y arqueas) y eucarion-
tes, las primeras no tienen un nucleo cuya pared separe el material genético
del resto del protoplasma. Las celulas eucariontes, por otra parte, poseen un
nicleo bien definido en el cual reside el DNA. La cantidad total de DNA
presente en las células, o valor C, varia entre los diferentes organismos y se
mide en pares de bases (pb). En los procariontes (bacterias y arqueas), el
tamano de los genomas varia de 6 x 10° en algunos parasitos intracelulares
obligados (micoplasma), a méas de 1 x 107 pb en varias cianobacterias. En
general los genomas para procariontes tienen un tamano menor de 5 x 106
pb (datos tomados de [13]).

En los eucariontes los valores C son mayores que en los procariontes, aunque
hay excepciones. La variacion de los valores C en eucariontes es mucho mayor
que en los procariontes, se encuentra en un rango de 8 x 10% a 7 x 10! pb.
[13]. La cantidad de pb en los organismos no tiene una relacién directa con
su complejidad y funcionamiento biologico o con el nimero de genes codifica-
dos en el genoma. Por otro lado organismos que son similarmente complejos
presentan una gran variacion en el valor C. La relacion inexistente entre la
complejidad del organismo y el valor C se le conoce como la paradoja del va-
lor C. Adn midiendo la cantidad de genes con la complejidad del organismo
no se nota una relacion clara.

Por un lado es interesante conocer las longitudes de los genomas, pero por
otro lado, la informacién que aporta acerca de la complejidad del organismo
es baja, de igual forma cuando se secuencia las bases de un genoma tene-
mos materia en bruto que a través de algunas técnicas podemos encontrar
informacion relevante del organismo.
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2.4. Complejidad en genomas

La complejidad de los genomas se debe entender desde el punto de vista
de cualquier interaccion que exista en la molécula, considerando las redes
genéticas y los procesos biologicos que se desarrollan, y no sélo sobre la
cantidad de material genético que contenga el genoma. En la actualidad
se pueden conseguir las secuencias completas de muchos organismos en los
bancos de datos de genes, esto ha propiciado que las secuencias de DNA
en su formato basico de 4 letras sean la materia prima para los anélisis
bioinformaticos. Se utilizan herramientas de las matematicas, de las ciencias
de la computacion, de la estadistica y de la teoria de la informacion para el
estudio de la molécula, ayudando a encontrar similitudes y diferencias para
la comprension de la distribucion de la informacion en la molécula y para
comparar resultados entre un conjunto de secuencias distintas.

La proporcién relativa de cada una de las bases A, G, C, y T, asi como el or-
den o secuencia en que se encuentran, hace la variabilidad de los organismos.
Usando la teoria de la informacion para discernir caracteristicas y propieda-
des de la molécula, se han hecho diversos analisis donde se establece que la
informacion que transporta el DNA pertenece a una zona caracteristica, el
nivel de informacién o entropia que contienen las secuencias, no estan en la
zona de periodicidades o homogeneidades, ni en las zonas donde no hay pa-
trones discernible como en el azar, se encuentran en un termino medio donde
la cantidad de informacién se maximiza (ver Figura 2.4).

2.5. Analisis de secuencias de DNA

Con el nuevo enfoque para el estudio de las secuencias de DNA, se han encon-
trado comportamientos que con otras herramientas hubiera sido complicado
o hasta imposible. Se pueden citar numerosos ejemplos de los resultados que
se han obtenido s6lo usando la sucesion de letras A, G, C y T que componen
al genoma; la obtencién de patrones estadisticos usando la funcién de infor-
macién mutua en zonas que codifican y no codifican es ejemplo de ello [26].

Por otra lado también se han usado sistemas dinamicos discretos para el
estudio de las secuencias de DNA y que han resultado de gran ayuda ya que
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Complejidad
A

GENOMAS

SN,

Periodicidad Azar
Sistema homogeno Sistema sin informacion

Figura 2.4: En la grafica se representa esquematicamente la zona donde por
sus propiedaes intrinsecas cae la complejidad de los genomas.

resaltan diferencias y similitudes entre conjuntos de secuencias y la secuencia
particular de algiin organismo. Como ejemplo tenemos el llamado juego del
caos que es una categoria de los sistema de funciones iteradas (mapeos de
contraccion) en el cual se alimenta el sistema con cadenas de DNA, generando
representaciones visuales compuestas con fractales y cuya medida invariante
del fractal permite la diferenciacion de caracteristicas [5].

En el presente trabajo se utilizaran los sistemas de funciones iteradas para
representar las diferencias fisicoquimicas que hay en la estructura béasica del
DNA, es decir solo con sus bases nitrogenadas, y crear representaciones vi-
suales que nos permitan distiguir diferencias entre los dominios principales,
eucarionte, bacterias y arqueobacterias. Para entender las bases matematicas
que utiliza este analisis se empezara por estudiar la teoria que hay atras de
los sistemas de funciones iteradas.
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Capitulo 3

Sistemas de funciones iteradas

En algunos sistemas dinamicos discretos el comportamiento del sistema de-
pende de los datos con los que se alimenta, los Sistemas de Funciones Iteradas
pertenecen a esta clase. Si los datos con los que alimentamos el IFS son se-
cuencias de DNA obtenemos una firma o huella digital de cada conjunto de
datos. Lo interesante en este caso es que al evolucionar el IFS converge ha-
cia el atractor del sistema, un conjunto de puntos que tienen caracteristicas
fractales y que dependiendo de los datos de entrada se determin4 su medida
invariante. La visualizacion fractal de las cadenas de DNA resaltara propie-
dades quimicas de la molécula y caraceristicas locales sobre la secuencia de
nucleétidos.

Para entender el comportamiento de los IF'S se empezara por definir algunos
conceptos tales como el de un espacio métrico y el concepto geométrico de
una tranformacion afin. Para profundizar en el estudio de los IFS y en la
geometria fractal se puede consultar |2, 9, 16, 19].

3.1. Espacio métrico y transformaciones

Los sistemas de funciones iteradas se desarrollan en un entorno que para los
propositos de este trabajo, sera el plano euclidiano conocido también como
R?; se definira una métrica o una medida de distancia en este plano; puede
ser, por ejemplo, la distancia euclidiana o cualquier otra que cumpla con las
propiedades que se definiran. Asi, con una medida de distancia y un entorno,
se tiene un espacio métrico.
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Denotemos al espacio métrico sobre el plano euclidiano junto con una funcién
de distancia como (R?, d) donde la funcion d : R2xR? — R mide la distancia
entre pares de puntos z, y pertenecientes al plano euclidiano. La funcion d
debe obedecer los siguientes axiomas.

1. d(z,y) =d(y,z) Vz,ycR?
2. 0<d(z,y)<oo Vz,yeRYLz#y
3. dlzmo)=0 ¥=zeR®

4. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) Vz,y,z € R

Entonces decimos que la funcion d es una métrica sobre el espacio R2.

Py(X1, ¥1)

Figura 3.1: La distancia euclidiana es una métrica para el plano. Se ilustra
la distancia entre los puntos p; y p,.

En la Figura 3.1 se muestra el espacio métrico

(RQ; d(Phpz) = \/(551 —22)2 4+ (1 — Y2)? )

en donde d es la distancia euclidiana.
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Definicién 1 a) Una transformacion en R? es una funcién f : R? — R2.
b) 515 es un subconjunto de R?, entonces, f(S) = {f(z) : z € S} es la
imagen de S bajo f. ¢) La funcion f es uno-a-uno f(z) = f(y) implica
z =y. d) La funcion f es sobre si f(R?) = R2. e) La funcién f es
llamada invertible si es uno-a-uno y sobre; en este caso es posible definir una
transformacion f~' : R?* — RZ llamada inversa de f, tal que f~l(y) = =
donde x es el unico punto tal que f(x) = y.

f
e - conjunto f(S)
e
conjunto S
° f1 -
RTES:E S punto f(x)

Figura 3.2: Transformaciones fy f~! en el plano euclidiano. Se ilustra como
se modifica el conjunto S al aplicarle una transformaciéon f; asi mismo, si
aplicamos la transformacion inversa al conjunto f(.S) obtenemos el conjunto
original S; también se ejemplifica con un solo punto.

Ahora se definiran un par de conceptos mas que son las iteraciones delantera
y trasera de las transformaciones; esto nos servird mas adelante para explicar
los sistemas de funciones iteradas.

Definicién 2 Sea f : R* — R? una transformacion sobre R2. a) La
iteracion delantera de f son las transformaciones f" : R2 — R2, para
n=0,1,2,.... b) Si f es invertible, entonces la iteracion trasera de f son
las transformaciones f°C-™ : R? — R2 param = 1,2,3... (note que no se
incluye el cero).

Cuando se hace la composicion de estas transformaciones quiere decir que se
aplican a un conjunto de puntos en el plano (o solo un punto) tantas veces
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como se indique, si se tiene n igual a cero, f°° es la identidad y f°°(S) = S ,
se mantiene el mismo conjunto, es decir, la transformacién no se aplica, si se
tiene n igual a 1, la transformacion se aplica una vez al conjunto de puntos,
y asi sucesivamente. Al aplicar la transformacion inversa se regresa iteraciéon
tras iteracion al conjunto original.

en f f

e = €

conjunto S
G
G
\,,,/

iteracion 0 iteracion 1 iteracion 2 iteracion 3
W™ - Worasicaceni®
F-1 F-1 F-1

Figura 3.3: Composicion de transformaciones.

En la Figura 3.3 se muestran tres iteraciones para un conjunto de puntos
arbitrario, cuando se aplican todas las transformaciones delanteras se llega
al conjunto marcado como tercera iteracion f°3(S); bajo cada iteracion las
imagenes f(S) son distintas del conjunto original S sobre el cual se aplican.
Ahora, si se aplican las iteraciones traseras, se regresa al conjunto inicial S.

En la siguiente subseccion se estudiara un tipo de transformaciones con una
estructura particular que denominaremos transformaciones afines.

3.2. Transformaciones afines

Las transformaciones afines o lineales, son la materia prima de los sistemas de
funciones iteradas, construidas adecuadamente y bajo iteraciones delanteras
se pueden formar conjuntos de gran belleza, con geometrias tan complicadas
como las que existen en la naturaleza como flores, nubes, montaifias o bosques.
Para los propositos de este trabajo, las propiedades de las secuencias de DNA
formaran la estructuras de las trasformaciones afines, y por lo tanto generaran
sus propios patrones.
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Los cuatro tipos de transformaciones afines basicas son: traslacion, escala-
miento, refleccion y rotacion; y son transformaciones lineales. Son impor-
tantes por su simplicidad matematica, normalmente se expresan mediante
la multiplicacion de una matriz por un vector, méas otro vector. Otro ras-
go importante es, como vimos anteriormente, que podemos componer varias
transformaciones; por ejemplo, una rotacién con una traslacion, para formar
una sola transformacion que hace exactamente lo mismo que las transforma-
ciones originales pero en un solo paso.

Formalmente, una transformacién afin es una funcion w : R2 — R2 de la
forma

w(z,y) = (ax + by + e,cx + dy + f), (3.1)

donde a, b, ¢, d, e, y f son ntmeros reales.

Con la notacion equivalente de matrices y vectores, tenemos lo siguiente:

w00 ()= () () () - aeem

Aqui A = (z Z) es una matriz de 2 x 2 y T es un vector columna (;)

El vector columna con las componentes z y y representa un punto en el plano
euclidiano. La estructura principal es la matriz, dependiendo de los valores de
a, b, ¢ y d los puntos cambiaran su distribucion en el plano, veamos algunos
de los comportamientos respecto a estos valores.

La traslacion se aplica cuando se desea mover cada punto a una nueva po-
sicion que difiere de la posicion original en un vector constante, es decir,
suméandole a cada vector original el vector de los incrementos. En la Figu-
ra 3.4 se representa un cuadrado en el plano que se traslada a una nueva
posicion. Matematicamente se describe de la siguiente manera

0)-696-0)-¢)
(] 0 1) \y f y+f
en donde e y f representan los incrementos sobre las componentes z y Y.

El escalamiento de un conjunto de puntos se refiere a la contraccién o expan-
sion del conjunto. Se requiere de un factor de escalamiento que denotaremos
como s y actia sobre las componentes z y y de la siguiente manera
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Q
N
(@) Traslacion ll[l
feN
W
@) Escalamiento @
e — | |fleN
~
© Reflexion (D]
1N e
w i
~_ 7
s
Rotaciol S
’%\ > O on E@
i§
e

Figura 3.4: Transformaciones bésicas.

»(3)=6 2 6)+6)-G)

Si el factor s es mayor que 1 entonces el conjunto se expande. Si s es menor
que 1 entonces el conjunto se contrae. Ahora, si deseamos escalar un conjunto
de tal forma que la escala horizontal y la vertical difieran, se debe escoger
valores distintos para las componentes = y y
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2= (5 2)6)+ () -(3)

El factor s, modifica la escala horizontal del conjunto mientras que s,
modifica la escala vertical. En la Figura 3.4 se representa el escalamiento
de un cuadrado en donde s, = s, por lo que la escala horizontal y vertical
permanecen en la misma proporcion. Cabe sefialar que en los sistemas de
funciones iteradas que nos interesan, el factor de escalamiento s debera ser
menor que 1.

Para la operacion de reflezion se deben cambiar los signos de los valores
de la diagonal de la matriz; si se quiere hacer una reflexion tomando como
referencia el eje y, la primera entrada de la matriz debe ser negativa

()= D06 - ()

En la Figura 3.4 las lineas indican el movimiento de los puntos y la flecha
representa la nueva posicion del punto original. Si se requiere que la reflexion
sea sobre el eje z, se debe hacer negativa la componente y. Por otro lado, si
se requiere reflejar simultaneamente respecto al eje z y el eje y, se tiene lo

06 90-0-0

La rotacion de un conjunto de puntos consiste en girar el conjunto alrededor
de un punto. Por ejemplo, la expresién utilizada para una rotaciéon de 90
grados, es la siguiente

z\ _ (0 1) [z 0\ (v
2()-(50) () ()= (%):
En la Figura 3.4 se representa la rotacion de la imagen en pasos de 90 grados.

La traslacion, reflexion, escalamiento y rotacion son transformaciones bésicas
que se pueden combinar para manipular el conjunto de puntos de una
manera especifica. Existen otro tipo de transformaciones afines que nos per-
mite rotar con mayor libertad y que incluyen las transformaciones basicas.
A estas transformaciones se les llama transformaciones de semejanza y se
expresan de la siguiente manera
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x\ _ (rcosf —rsent T + e
b y) \rsent rcost Y Tt
T\ _ (rcosf rsent T " e
o y) \rsenf —rcosf) \y )’

en donde # es llamado el angulo de rotacion y toma valoresen 0 < 6 < 27y

r es llamado el factor de escalamiento. Estas son una forma generalizada de
las transformaciones bésicas.

3.3. Propiedades de espacios métricos y sub-
conjuntos

Describiremos ciertas propiedades topologicas que nos seran de utilidad para
entender el comportamiento de los conjuntos generados por los sistemas de
funciones iteradas que actiian sobre el espacio métrico R?, estas propiedades
se pueden generalizar a n dimensiones pero nos enfocaremos en el plano
euclidiano.

Los IFS’s trabajan sobre un espacio que cumple con ciertas propiedades los
cuales se conocen como espacios métricos completos, anteriormente se definio
a R? como un espacio métrico, ahora se explicara lo que es una sucesion de
Cauchy para posteriormente definir a R? como un espacio métrico completo.

Para entender las propiedades topologicas debemos enunciar como primer
lugar lo que es una sucesiéon de puntos. Una sucesiéon es un conjunto de
elementos que denotaremos de la forma {z, }2, los cuales son puntos en R2.
Su ordenamiento esta dado por el indice que se denota como n y tiene la
propiedad de preservar el orden.

Definicién 3 Una sucesion {z,}52, de puntos en el espacio métrico (R?,d)
es llamada una sucesion de Cauchy si para cualquier numero dado € > 0,
hay un entero N > 0 tal que

d(zn, Tm) < € para toda n,m > N.
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Esto quiere decir que, dada cualquier distancia positiva €, es posible encontrar
un indice N (que depende de €) tal que para cualquier par de indices n y m,
que superan a NV, la distancia entre los puntos correspondientes de la sucesién
€S Menor que €.

2

R

hasta el
infinito ...

| Xs5®
| Xg®

Sucesion infinita
de puntos

Figura 3.5: Imagen representando sucesivas ampliaciones sobre una sucesion
de Cauchy.

En la Figura 3.5 se observa la representacién de una sucesiéon de puntos en
R?, conforme la serie va avanzando los puntos se juntan cada vez méas (se
representa haciendo ampliaciones sobre subconjuntos de puntos), pero esto
no quiere decir que converjan a un punto especifico. Para saber si converge
a un punto o no introduciremos la siguiente definicion.

Definicion 4 Una sucesion {z,}52, de puntos en el espacio métrico (R?,d)
se dice que converge al punto x € R?, si para cualquier nimero dado ¢ > 0,
hay un entero N > 0 tal que

d(Tp,x) < € para toda n > N.
El punto x € R? es donde converge la sucesion y es llamado el limite de la

sucesion, lo denotaremos como

lim z, = x

n—oo
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Graficamente lo podemos ver como un circulo de radio e que satisface que
dentro de él estaran todos los puntos de la sucesién a partir del indice N,
donde N tipicamente crece conforme € es cada vez mas pequeiia.

= ampliacion — ampliacion

mo
. limite

... para siempre

Figura 3.6: Ampliaciones alrededor del punto fijo.

Como se observa en la Figura 3.6 cada vez que hacemos una ampliacién al-
rededor del punto fijo, son visibles mas y mas puntos, estas lupas son una
buena analogia para los circulos mencionados anteriormente, ya que las lu-
pas pueden desempefiar esta funcion, cuando hacemos un zoom es como si
redujéramos el radio e del circulo, y los puntos que estan dentro de la lente
amplificadora son los mayores a un indice V. En el infinito la serie convergera
al punto sefialado como punto limite.

La relacién entre una sucesion de Cauchy y una relacion convergente es ésta:
en cualquier espacio métrico, toda sucesiéon convergente es una sucesion de
Cauchy pero sélo en ciertos espacios métricos es posible asegurar la afirmacion
inversa, que toda sucesion de Cauchy sea convergente. De hecho, cuando en
el espacio métrico de que se trate se cumple que las sucesiones de Cauchy
convergen, se dice que el espacio es completo.

En los cursos de anélisis matematico se prueba que los espacios (R",d) son
completos y es posible establecer, en ellos, las siguientes definiciones.
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Definicién 5 Sea S un subconjunto de puntos del espacio métrico (RZ%.d).
Un punto x € R? es llamado un punto limite de S si hay una sucesion de
puntos {z,}52, de S\ {x} tal que lim,_,oo =, = x

R?2 punto

// limite x

\\sucesnon infinita
el de puntos
ampliacion

Figura 3.7: Punto limite del conjunto S.

En la Figura 3.7 se muestra el punto limite x que no pertenece a la sucesion
de puntos. La sucesioén converge al punto pero no lo incluye. Un punto limite
x puede estar contenido en el conjunto S o no, y la siguiente definicion explica
esto.

Definicién 6 Sea S contenido en R? un subconjunto de puntos del espacio
métrico (R? d). La cerradura (closure) de S, denotada como 3, se define
como S = S U {Puntos Limite de S}.

Definicién 7 S es cerrado si contiene todos sus puntos limite, esto es si

F=1

Cuando S es un conjunto cerrado, sus puntos limite x estan siempre dentro
del conjunto, nunca en el exterior de S. Hay regiones en las que no hay
puntos limite, como se muestra en la Figura 3.8, las ampliaciones nos revelan
donde hay puntos limite, en la ampliacién de la izquierda no hay puntos
limite, mientras que en la otra tenemos dos. Si para cada punto x de S
pudiéramos encontrar una sucesioén de puntos de S que convergiera a dicho
punto, tendriamos un conjunto de puntos limite con la misma cardinalidad
que el conjunto S. La siguiente definicién enuncia esta propiedad.
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no existen

R I conjunto S
. puntos limite

no hay
puntos limite

hay puntos
limite

Figura 3.8: S es cerrado si sus puntos limite estan dentro del conjunto.

Definicion 8 FEl conjunto S es perfecto si tiene el mismo nimero de ele-
mentos que el conjunto de todos sus puntos limite.

Se concluira esta seccion con la definicion de conjunto compacto, este concep-
to es de gran importancia ya que los sistemas de funciones iteradas generan
conjuntos compactos que al iterarlos generan geometrias fractales.

Definicién 9 Sea S contenido en R? un subconjunto del espacio métrico
(R?,d). S es compacto si para toda sucesion infinita de puntos {z,}5, en
S existe una subsucesion que tiende al limite en S.

Podemos imaginar; por ejemplo, una sucesion infinita de puntos que esté
conmutando entre dos puntos p; y ps en S, si tomamos una subsucesién
con las posicioénes pares tendremos un conjunto que consta solo de puntos
p2, y dicha subsucesion converge al punto p,, analogamente si tomamos las
posiciones impares. De esta forma se construyen las subsucesiones para que
tengan su limite en S. Otra forma de ver al conjunto compacto es que sea
cerrado y acotado. Para una discusion profunda a cerca de estas definiciones
vease [7], |3] y [20].
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3.4. Transformaciones de contraccion

Esta propiedad de las transformaciones es la clave para generar elementos
con geometrias fractales, se empezara por definir el concepto de punto fijo.

Definiciéon 10 Sea f : R* — R? una transformacion en el plano eucli-
diano. Un punto xy que pertenece al plano tal que al aplicar la transforma-
cion permanece en el mismo lugar, f(xy) = zy, es llamado punto fijo de la
transformacion.

P <

Figura 3.9: Ejemplo de punto fijo. Basicamente se le aplica una transforma-
cion de escalamiento.

En la figura 3.9 se ilustra como al conjunto inicial, que representa un helecho,
se le aplica la transformacion f y se va reduciendo iteracion tras iteracion
hasta que el helecho se ha transformado en un pequefio conjunto, al tender
estas iteraciones al inifinto el conjunto es ahora un punto que no cambia y
es entonces cuando surge el punto fijo de la transformacion f.

Se definira lo que es una transformacion de contraccion.
Definicién 11 Una funcion f : R* — R? sobre el espacio métrico (R?, d) es

llamada transformacion de contraccion si hay una constante entre 0 < s < 1
tal que se cumpla la siguiente desigualdad para todo x y y en el plano:
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d(f(z), f(y)) < s-d(z,y)

A la constante s se le llama factor de contraccion para la transformacion f.

A R2 A
punto x f punto f(x)
| J
—
doxy) A6, )
punto f(y)
puntoy

v
\/

Figura 3.10: La transformacién tiene la propiedad de contraccion.

En la Figura 3.10 se aplica la transformacion f a dos puntos cualesquiera
en el plano, los nuevos puntos transformados tienen una distancia menor
que los originales; es decir, estdn més cerca: se puede saber que tanto se
acercaron con el factor de contracciéon; por ejemplo, si s fuera 0.5 quiere
decir que los nuevos puntos transformados distan la mitad de su distancia
original. Si s toma el valor de cero los puntos transformados quedan en una
sola posicion, es decir quedan encimados, por lo tanto su distancia es cero, el
caso contrario es cuando s esta muy cerca del valor uno, la distancia entre los
puntos transformados es casi igual que la distancia de los puntos originales.

Ahora se enunciara el teorema del mapeo de contraccion el cual nos garanti-
za que al aplicar una transformacién de contraccion repetidamente a algun
conjunto S que pertenece a R2, este converge a algtin punto fijo.

Teorema 1 El teorema del mapeo de contraccion.

Sea f : R? — R? un transformacion de contraccion sobre el espacio métrico
completo (R?,d). Entonces f posee ezactamente un punto fijo z; € R?, y
mds aun para cualquier punto = que pertenece a R2, la sucesion de puntos
generados por las iteraciones delanteras { f"(z) : n = 0,1,2,...} converge al
punto fijo xy; esto es,
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lim f*(z) = zf, para cada z € R?

n—oo
Para la demostracion del teorema véase [2].

Se han dado las herramientas necesarias para llegar a comprender el com-
portamiento de un sistema de funciones iteradas. En la siguiente seccion se
describira un espacio en donde se pueden estudiar los conjuntos generados
por los sistemas de funciones iteradas, de tal forma que podamos definir sen-
cillas operaciones sobre estos conjuntos. Seremos capaces de entender estas
dindmicas que dan como resultado los tan sencillos y complicados fractales.

3.5. Espacio de Hausdorff

Para estudiar los fractales que se generan con los sistemas de funciones
iteradas es conveniente trabajar en el espacio de Hausdorff H, ya que en este
espacio los conjuntos pueden ser tratados como dibujos e imagenes binarias
pues estan consituidos por puntos negros sobre un fondo blanco, esto nos
permitird manipular los datos en la computadora y elaborar histogramas
para nuestros analisis.

En el espacio de Hausdorff H podemos estudiar importantes subconjuntos
de espacios métricos. Nos enfocaremos en el espacio métrico completo R?
con la distancia euclidiana, ya que es el espacio donde hemos definido todos
nuestros conceptos. Empezaremos por definir formalmente este espacio.

Definiciéon 12 Sea (R? d) un espacio métrico completo. Entonces H(R?)
denota el espacio cuyos puntos son subconjuntos compactos no vacios de R2.

En la seccion anterior se definié lo que es un conjunto compacto, en términos
sencillos es un conjunto que “esta delimitado”; por ejemplo, una imagen.
Estos conjuntos en el espacio de Hausdorff son puntos como se menciona en
la definicion, pero sobre el plano euclidiano son conjuntos.

A continuacion se definir4 una métrica que opere sobre el espacio de Hausdorff
para posteriormente definirlo como un espacio métrico completo.
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Definicién 13 Sea (R? d), sea = un punto en R? y B un elemento en el
espacio H(R?), entonces definiremos

d(z, B) = min{d(z,y) : y € B}
donde d(x, B) es llamada la distancia entre el punto x y el conjunto B.

Para obtener esta distancia debemos calcular; por ejemplo, la distancia eu-
clidiana entre todos los puntos del conjunto B y el punto z, esto genera un
conjunto de nimeros y el menor de ellos es la distancia que representa la
definicion anterior (ver Figura 3.11).

punto x
= J

minima
distancia

conjunto B

Figura 3.11: Se muestra la menor distancia que hay entre un punto z v el
conjunto B.

Definicion 14 Sea (R? d). Sean A y B pertenecientes a H(R?). Definimos
d(A, B) = maz{d(z, B) : z € A}

donde d(A, B) es llamada la distancia entre el conjunto A € H(R?) y el
conjunto B € H(R?).

Para obtener esta distancia se aplica la definicion 13 para cada punto en Ay
el conjunto B, de esta forma se obtiene un conjunto de distancias minimas;
posteriormente se encuentra el elemento maximo para tener la distancia entre
el conjunto A y el B; notemos que no es lo mismo calcular la distancia d(A, B)
y d(B, A), esto servira para la definicién siguiente (ver Figura 3.12).
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Figura 3.12: La distancia entre los conjuntos A y B se calcula tomando la
distancia maxima de entre las distancias minimas de los puntos de A al
conjunto B.

Definicion 15 Sea (R? d). Entonces la distancia de Hausdorff entre los
puntos A y B en H(R?) esta definida por
h(A,B) =d(A,B)Vd(B, A)

donde x V y significa el mdzimo de = y y. Llamaremos a h la métrica de
Hausdorff sobre H.

Ya que se ha definido una métrica, se puede definir el espacio de Hausdorff
como un espacio métrico completo, recordando que toda sucesiéon de Cauchy
sobre este tipo de espacios converge.

Teorema 2 Sea (R?,d). Entonces H(R?, h) es un espacio métrico completo.
Mas ain, si {A, € H(R?) : n =1,2,...} es una sucesion de Cauchy, entonces

A= lim A, € H(R?
n—oo
puede ser caracterizado como

A = {z € R? tal que existe una sucesion de Cauchy {z, € A,}
convergiendo a x}.

Para la demostracion del teorema véase [2].

Sea (R?,d) un espacio métrico y sea (H(R?), h(d)) la notacién para represen-
tar su espacio de Hausdorff asociado, con la métrica h(d) descrita anterior-
mente y donde d es la distancia euclidiana como la hemos manejado siempre.
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La notacion h(d) muestra que d es la métrica que esta por debajo o subyace
a la métrica de Hausdorff h.

3.6. Mapeos de contraccion en el espacio H

Anteriormente se definieron los mapeos de contraccion para R2 y se expli-
caron detalladamente sus propiedades, ahora llevaremos estos conceptos al
espacio de Hausdorff.

Lema 1 Seaw : R? — R? un transformacion de contraccién sobre el espacio
métrico (R?,d) con factor de contraccion s. Entonces w : H(R2) — H(R?)
definida por

w(B) = {w(z) : x € B},para todo B € H(R?)

es una transformacion de contraccion sobre (H(R?), h(d)) con factor de con-
traccion s.

Los sistemas de funciones iteradas como su nombre lo dice constan de un
conjunto de funciones o transformaciones que seran aplicadas a un conjunto,
la forma de aplicarlas se explicara en el siguiente lema, y por lo tanto llega-
remos al objetivo primordial de este capitulo que es dar una difinicién formal
de los sistemas de funciones iteradas sustentada en todos los conceptos que
se han desarrollado.

Lema 2 Sea {w, : n =1,2,..., N} un conjunto de transformaciones de con-
traccion sobre (H(R?), k). Sea s, el factor de contraccion para la transfor-
macion wy, . Definiremos W : H(R?) — H(R?) como
W(B) =w(B)Uwy(B)U...Uwn(B)
=UY, wa(B),para cada B € H(R?)

Entonces W es una transformacion de contraccion con factor de contraccion
5= mat]{ss ;0 =1,2,..; N}.
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W = union [

Figura 3.13: La aplicaciéon de un conjunto de transformaciones de contraccion
al punto B en el espacio de Hausdorff H(R?), el resultado es la unioén de los
nuevos puntos.

3.7. Sistema de funciones iteradas

El nombre de sistemas de funciones iteradas (en inglés iterated function sys-
tem ) fue inventado o usado por primera vez por Barnsley [23]. Hay otras
referencias relevantes como [16] y [28]. En esta seccién se usara la definicion
dada por Barnsley [2] modificada ligeramente para el espacio R?.

Definicion 16 Un sistema de funciones iteradas consiste del espacio mé-
trico completo (R?,d) junto con un conjunto finito de transformaciones de
contraccion w, : R? — R? con su respectivo factor de contraccion s,, para
n = 1,2,..., N. Usaremos la abreviacion “IFS” para sistemas de funciones
iteradas. La notacidn para los IFS es {R* w,,n = 1,2,..., N} y su factor de
contraccion es s = mazr{s, :n=1,2,..., N}.

Usaremos esta nomenclatura para denotar simplemente un conjunto de trans-
formaciones finito actuando sobre el espacio métrico en cuestién, con la Gnica
condicién de que sean transformaciones afines como las que se definieron ante-

riormente. El siguiente teorema es la parte central para describir la dinaAmica
de un IFS.
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Teorema 3 El teorema de los IFS
Sea {R%wp,n=1,2,.., N} un Sistema de Funciones Iteradas con factor de
contraccion s. Entonces la transformacion W : R? — R2 definida por
N
W(B) = Un=1 wn(B):
para todo B € H(R?) es un mapeo de contraccion sobre el espacio métrico
completo (H(R?), h(d)) con factor de contraccién s; esto es

h(W(B),W(C)) < sh(B,C)

para todo B,C € H(R?), se tiene un tinico punto fijo, A € H(R2), el cual
obedece

A=W (A) =Y, wa(A),

y viene dado por A = lim, o, W°"(B) para cualguier B € H(R?).

Definicién 17 El punto fijo A € H(R?) descrito en el teorema de los IFS
se llama el atractor del IFS.

Existen dos algoritmos para calcular los atractores de los sistemas de funcio-
nes iteradas, uno es totalmente deterministico y trabaja aplicando un con-
Jjunto de transformaciones a conjuntos compactos; el segundo, se aplican las
transformaciones probabilisticamente y se calcula una orbita que corresponde
a puntos en el atractor. Empezaremos por describir el algoritmo determinista.

3.8. Algoritmo determinista

El algoritmo determinista esta basado en la idea de calcular directamente las
secuencias de conjuntos A, = W°*(A) comenzando desde el conjunto inicial
Ap. Formalmente:

Algoritmo 1 Algoritmo Determinista

Sea {R?*;wy, ws,...,wx} un IFS. Se escoge un conjunto compacto Ay que
pertenece a R%. Se calculan sucesivamente conjuntos A, = Wen(A) con
la regla siguiente:
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Apy1 = U;\;l w;(An) paran =1,2,..

la cual construye un sucesion {A, :n = 0,1,2,3,...} € H(R?) que converge
al atractor del IFS en el espacio de Hausdorff.

Aplicando el algoritmo anterior podemos generar el triangulo de Sierpinski.
Primero definiremos el IFS adecuado. Sea {R?;w;, wy, w3} donde las w; son
transformaciones afines en R? definidas como:

w(5)=(% o) () + ()
=)= (7 a5) )+ (7))
5 (0)= (5 0) )+ ()

El triangulo de Sierpinski tendra como vértices los puntos (0,0), (100,0), y
(100,100). La figura 3.14 muestra el conjunto inicial que corresponde a un
cuadrado de 100 por 100 pixels, tiene estas dimensiones para mostrar de una
forma simple las siguientes 8 iteraciones.

Para manipular facilmente el c6digo podemos hacer una tabla que resuma
las caracteristicas del IF'S anterior como la siguiente.

a b cd e f p

05 0 0 05 0 0 0.33
05 0 0 05 50 0 0.33
05 0 0 05 50 50 0.33

00[\')'—‘2

La utima columna representa una probabilidad asociada a cada transforma-
cién, en el ejemplo anterior no se utilizaron. En la siguiente secciéon se explica
la forma en que trabajan los IF'S con probabilidades.

También, se puede observar que todos los valores de las matrices son iguales,
y solo cambia el vector de traslacion (valor e y f), a este IFS particular se
le conoce como el juego del caos. Si incrementamos el nimero de transfor-
maciones y conservando la misma estructura de la matriz, se puede hablar
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Figura 3.14: Iteraciones generadas por el IFS.

de un juego del caos extendido, en el proximo capitulo analizaremos este
IF'S particular, ya que por su construccion tan sencilla, y las complejidad de

sus patrones o atractores, nos servira para que datos de entrada plasmen su
huella digital.

3.9. Algoritmo de iteraciones aleatorias

El algoritmo de iteraciones aleatorias esta fundado en la teoria ergodica, sus
bases matematicas se pueden consultar en |2].

Se difinira un nuevo tipo de IFS que es parecido al anterior, ahora las trans-
formaciones se aplicaran siguiendo una probabilidad, esto nos permitira crear

rapidamente una representacioén grafica del atractor.

Definicion 18 Un sistema de funciones iteradas con probabilidades consiste
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de un IFS {R%w,we,..,wy} junto con un conjunto ordenado de
numeros {php?r -"7pN}r tal que

pt+p+..+pv=1yp;>0parat=1,2,3,...,N.
La probabilidad p; esta asociada a la transformacion w;.

Las probabilidades juegan un papel muy importante en el calculo de las
imagenes que representan los atractores de los IFS, estas no tienen sentido
en el Algoritmo Determinisitico.

El siguiente mecanismo nos permite asignar probabilidades a cada transfor-
macion y nos sera de utilidad para el algoritmo que mostraremos posterior-
mente, en otros casos las probabilidades pueden asignarse empiricamente,
dependiendo de lo que queramos como resultado.

pi A |detA;| - laidi —bic;|
TS detA)| SN lejdi—bjcjl

para 1,7 = 1,2, IV

Se toma el simbolo ~ ya que puede surgir el caso en que A; = 0 entonces
asignard una probabilidad cero y estaria violando la definicién, por tal motivo
debemos asignar un nimero positivo muy pequeno o ajustarlo segiin conven-
ga. El mecanismo anterior sera el que usaremos para signar probabilidades a
las transformaciones dependiendo de los datos de la secuencia de DNA.

Algoritmo 2 El algoritmo de iteraciones aleatorias Sea {R?; wy, wy, ..., w N}
un IFS, donde las probabilidades p; > 0 han sido asignadas para cada trans-
formacion w; coni =1,...,N donde )  p; = 1. Se escoge un punto cual-
quiera xg € R?, se escoge recursivamente y de forma independiente una
transformacion de acuerdo a su probabilidad. Se le aplica la transformacion
elegida y obtenemos un nuevo punto

Xn € {w1(Zn-1), w2(Tn-1), ..., wn(Tn_1)} paran =1,2,3, ...k,

donde la probabilidad del evento x,, = w;(z,_1) es p;. Entonces se cons-
truge la sucesion {x, :n=1,2,8,...k} € R%.

Esta sucesion {x,}32, converge al atractor del IFS. Para poder visualizar el
atractor debemos graficar los ultimos n puntos ya que son los que estan mas
proximos al atractor.
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En el siguiente IF'S se muestran los valores para generar el helecho creado
por Barnsley, son de las atractores mas representativos de los IFS’s. Las
probabilidades fueron tomadas empiricamente, o al menos no se comenta el
método con las que fueron calculadas.

w a b C d e f P

1 0 0 0 0.16 0 0 0.01
2 08 004 -004 08 0 16 0.8
3 02 -0.26 0.23 022 0 16 0.07
4 -0.15 028 0.26 024 0 0.44 0.07

En la Figura 3.15 se muestra el proceso de este algoritmo calculando el helecho
(fern) de Barnsley.

Podemos ver que mientras se va iterando el algoritmo, se van agregando mas
y méas puntos, en la primera imagen se han hecho 500 iteraciones, es decir
hay 500 puntos en la imagen y aun no se observa el atractor completo, en
la segunda hay 2000 puntos y ya se tiene mas conocimiento de la forma
del atractor, en la tercera hay 8000 puntos y en la ultima 100,000 puntos.
La diferencia entre las tltimas dos no es muy grande, se esta convergiendo
cada vez mas al atractor del IFS. Cuando se hace este proceso iterativo en
la computadora basta con darle algunos miles de iteraciones para tener una
vision cualitativa del atractor, que para una computadora no requiere mas
que unos segundos. Ahora, en la definicion matematica la convergencia al
verdadero atractor se obtiene en iteraciones infinitas, con la computadora
estamos haciendo una abstraccién de lo que realmente pasa en la teoria.

Algo interesante en el ejemplo anterior es que las probabilidades hacen que
los puntos se acumulen en las orillas, es decir en la punta del helecho y en las
terminaciones de las hojas principales, entonces si buscamos otra distribucién
de probabilidades los puntos se concentraran en otras regiones, los puntos
estaran “bailando” sobre la estructura del atractor, es inevitable, no pueden
escapar a la dinamica de sus tranformaciones, aunque algunas regiones seran
més probables de tocar que otras. Con las probabilidades podemos manipular
la densidad de puntos en dichas regiones. A las distribuciones de puntos
sobre los atractores se le conoce como medida invariante. Se estudiara en la
siguiente seccion.
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Figura 3.15: Helecho de Barnsley generado por un IFS con probabiliades. Se
puede ver como iteracion tras iteracioén el atractor toma forma.

3.10. Complejidad algoritmica para calcular el
atractor

Los algoritmos presentados anteriormente son usados para calcular el atrac-
tor de un IFS, el algoritmo determinista estaba basado principalmente en
las definiciones matemaéticas; computacionalmente es muy costoso ya que
el incremento en la evaluacion de los puntos conforme se van iterando los
conjuntos es de orden exponencial, por ejemplo, en la Figura 3.14, si em-
pezaramos con una condicién inicial computacionalmente nada costosa, un
punto, (ya no un conjunto de puntos) despues de n iteraciones, se estarian
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evaluando 3™ puntos, lo cual, después de un nimero grande de iteraciones es
intratable. Por lo tanto el orden es de k * m™ donde k es el namero incial de
puntos, m es el numero de transformaciones y n es el nimero de iteraciones.

Con el algoritmo de iteraciones aleatorias, la sucesiéon de puntos se va cons-
truyendo tomando una transformacion segin su probabilidad, el punto inicial
se va transformando y ese mismo punto alimenta el sistema en un paso de
tiempo después, es un proceso de retroalimentacion, la carga computacional
esta en encontrar la transformacion con la que se tiene que evaluar el punto,
en el peor de los casos el algoritmo es cercano al orden cuadrado, es decir, el
buscar entre las mn transformaciones un nimero n de iteraciones v si m es tan
grande como n se acerca al orden cuadrado, mientras que si m es pequefio,
es de orden lineal multiplicado por una constante.

Por tal motivo el algoritmo de iteraciones aleatorias es el principal método
para calcular el atractor del IFS, también es conocido como “el juego del caos”.
Para una explicacion detallada de este algoritmo y de su comportamiento se
puede consultar [2].

3.11. Medida invariante

A través del algoritmo de iteraciones aleatorias podemos obtener distintas
distribuciones de puntos, variando las probabilidades de asignacion de cada
transformacion, los puntos no pueden escapar de la dindmica del sistema, sin
embargo, se pueden aglomerar en regiones y ver denso el fractal, por otro lado
pueden parecer zonas flacas donde hay muy pocos puntos. Para estudiar estos
comportamientos se recurre a la mediciéon de cantidad de puntos sobre los
atractores. Los sistemas de funciones iteradas se basan en un proceso infinito
iterativo, asi que, por cada iteracion se agregan mas puntos al sistema, si se
itera un nimero mayor de veces el sistema se acercara a una medida difinitiva,
esto se le conoce como medida invariante.

La medida invariante es una herramienta muy ttil en este trabajo, ya que
dependiendo de las probabilidades asignadas a cada transformacion es como
cambiard las densidades de puntos, de esta forma, por cada genoma se tendra
una distribuciéon de puntos diferente, representativa del organimo. A conti-
nuacion se presentaran los conceptos basicos.
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A los subconjuntos de R? que contengan puntos los llamaremos subconjuntos
de Borel sobre R? y los denotaremos como B(R?). Los subconjuntos de Borel
de R? incluyen los subconjuntos compactos no vacios de R? asi que H(R?)
esta contenido en B(R?). Si O es un subconjunto abierto de R? entonces
0O € B(R?)

Para medir la densidad de puntos sobre el atractor definiremos regiones B
que lo cubran totalmente. B donota una bola cerrada en R?. La densidad
estara dada por un sistema que produce una sucesion de puntos {Z,}2° .
Definamos a

N (B,n) = namero de puntos en {2, 21, ...,2,} N B paran = 0,1,2, ....

La medida invariante la denotaremos como pu, la cual es una funcién de
R? — [0,1] C R y la definiremos como:

. N(B,n)
u(B)_nh_IEo n+1)
Esto indica que la densidad en la bola B es la proporcion de puntos pro-
ducidos por el sistema que caen en la bola. Por ejemplo si A es un atractor
entonces pu(A) = 1y p(@) = 0, también p(R?) = 1, lo que nos dice que todo
el espacio R? tiene la misma densidad que el atractor del sistema, por lo que
el sistema no genera puntos que no estén sobre el atractor.

Para comprender estos conceptos defininamos una bola B € B(R?) en el
triangulo de Sierpinski generado por el juego del caos, como se muestra en la
Figura 3.16 y aplicamos la medida p a la bola con diferentes cantidades de
iteraciones n, los resultados se muestran en el Cuadro 3.1

Si se tiene una medida sobre un conjunto de Borel entonces diremos que esta
medida es de Borel, por lo que ¢ es una medida de Borel.

Definicion 19 Sea i una medida de Borel sobre una region D C R2. Si
w(D) = 1, entoces decimos que p esta normalizada.

Sea B que denota los subconjuntos de Borel de D. Sea w : D — D continua
y definamos w™! : B — B. Si v es una medida normalizada de Borel sobre
D entonces v o w™! también lo es. Utilizaremos estas construcciones para la
siguiente definicion.
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Figura 3.16: La bola negra sobre el triangulo de Sierpinski representa una
bola.

Definicién 20 Sea {D;wl,wz,...,wN;pl,pg,...,pN} un IFS con probabi-
lidades. El operador de Markov asociado con este IFS se define como

M(v) =pwow;' +pwow;’ + ... + pyv o wi!

La medida de Borel i es invariante bajo el operador de Markov M(v). En
otras palabras M (v) define una nueva medida de Borel normalizada sobre
D. Esta nueva medida de Borel la evaluaremos sobre un subconjunto dado
B € D que es el atractor del IFS.

n iteraciones N (Bj,n)/n  N(Ba,n)/n
10000 0.010900 0.013900
50000 0.009500 0.014540
100000 0.009700 0.014010
500000 0.009008 0.013204
1000000 0.009145 0.013098
5000000 0.009106 0.013101

Cuadro 3.1: Medidas de dos bolas con distintas iteraciones, se puede ver que
entre mas iteraciones la proporcién de puntos converge a un valor.
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La iteracién sobre el operador de Markov construird las densidades sobre
subconjuntos de Borel y lo podemos representar mediante histogramas. En
particular existe una tnica medida 7 tal que al aplicarle el operador de Mar-
kov no varia, es decir M(n) = n y cumple con

lin M*(v)=n

n—0o0o

A 7 le llameremos el punto fijo del operador de Markov.

Definicién 21 Sea n el punto fijo del operador de Markov. Entonces 7 es
llamada la medida invariante del IF'S con probabilidades.
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Capitulo 4

El juego del caos

El juego del caos tradicional fue propuesto por Barnsley [2] como un al-
goritmo muy sencillo para calcular el atractor de un IFS. Este juego esta
fundamentado en el algoritmo de iteraciones aleatorias, asi que desde las pri-
meras iteraciones se esta calculando parte del atractor. Las probabilidades
son muy importantes ya que a partir de estas se aplicara la transformacion
de contraccion correspondiente. La idea fue extendida por Takashi Tsuchiya
[34], al incrementar el numero de lados del Jjuego del caos a un ntimero n, bajo
este esquema las probabilidades de cada transformacion estan determinadas
por los valores de las sucesiones de mapeos unidimensionales; formando un
atractor unico para cada conjunto de datos.

El juego del caos nos genera imédgenes con geometrias fractales dependiendo
de la composicion de los datos, asi que es de gran ayuda para conocer la
complejidad, homogeneidad y aleatoriedad de los datos introducidos.

4.1. Un IFS particular

El juego del caos es un IFS con una estructura particular, en su versién estan-
dar consta de 3 transformaciones cuyos valores podemos ver en la siguiente
tabla.

d e f »p

0.5 €1 fl 0.33
0.5 €9 fg 0.33
0.5 €3 f3 0.33

o o olg

S O o6

c.om»—té
oo o
v Ot

t
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donde las componentes en e y en f describen la traslacién de lo puntos. Si
hacemos e = $ y f = % solo estamos trasladando los puntos a la mitad
de distancia de lo que anteriormente estarian, esta traslacion de los puntos
no afecta cualitativamente el atractor del IFS, entonces las transformaciones

quedan de la siguiente forma

z+e y+1§

7 2 )
que es la definicion de distancia media entre dos puntos en el plano. Las
componentes e; y f; delimitan el area donde actuaré el IFS. Asi que pueden
ser considerados como vértices del poligono, en este caso del triangulo. Este
sistema es més sencillo de manejar y manipular, permacen las propiedades
de los IFS’s, pero con reglas mas sencillas. Veamos como se juega el juego del
€aos.

wi(z,y) = ( Vi € [1,3] (4.1)

4.2. El juego del caos tradicional

Lo primero que hay que definir son las posiciones de las componentes e y
f, en este sentido es mejor si forman un triangulo equilatero. Como vimos
anteriormente los IF'S’s y en particular el juego del caos, necesita de una con-
dici6n inicial, asi que dentro del triangulo se genera una condicion inicial p0,
que serd el primer elemento de nuestra sucesién de puntos, ahora aplicamos
el algoritmo de iteraciones aleatorias, es decir, se elige cualquiera de los 3
vértices con igualdad de probabilidad (é) y se aplica la la transformacion, la
distancia media entre la condicion inicial y el vértice elegido, esto nos genera
un punto pl y se repite el proceso hasta tener una sucesion de n puntos, si
graficamos todos estos puntos obtendremos el atractor para este sistema en
particular, el tridngulo de Sierpinski.

Aunque las probabilidades son escogidas aleatoriamente, el sistema mismo
tiene una dindmica que debe de respetarse, si cargaramos la probabilidad
hacia un vértice especifico, se obtendria una medida invariante distinta pero
dentro de la dindmica del sistema.

Es un método util representar en gama de colores las distintas densidades
que aparecen sobre el atractor ya que facilita el reconocimiento de estructu-
ras que puedan surgir con distintas distribuciones de probabilidades. En la
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Figura 4.1 se calcula el atractor del juego del caos para 3 vértices con dis-
tintas probabilidades de aplicacion de las transformaciones, se aprecia que la
medida invariante en cada sistema es distinta, la gama de colores nos indica
la densidad de puntos que ocurre en cada zona. Las zonas en azul corres-
ponden a una densidad baja de puntos respecto a la totalidad de puntos en
cl sistema, las zonas en verde corresponden a una densidad media respecto
a la contidad de puntos y las zonas en rojo son las densidades maximas de
puntos. En la imagen (A) se observa que por tener la misma probabilidad
para cada vértice la distribucion de puntos es homogénea, no se carga hacia
ningun lado, mientras que la imagen (B) los puntos se concentran en el vérti-
ce superior de tal forma que en casi todo el atractor la densidad de puntos es
baja, en la imagen (C) se consigue otra distribucion de puntos muy distinta
a las otras.

woaih 2anIalN

Figura 4.1: El juego del caos con distintas probabilidades de eleccion para
los 3 vértices. (A) Todos los vértices tienen un tercio de probabilidad. (B) La
probabilidad para el vértice 1 es 0.1, para el vértice 2 es 0.1 y para el vértice
3 es 0.8. (C) La probabilidad para el vértice 1 es 0.45 para el vértice 2 es 0.45
y para el vértice 3 es 0.1.

Por la construccion del sistema es facil incrementar el nimero de vértices. Si
se incrementa el juego del caos a 4 vértices el sistema cambia de dinamica,
si se utilizan distintas distribuciones de probabiliades también cambiara la
medida invariante del atractor, en la Figura 4.2 se muestran las distribuciones
de puntos para 4 vértices.

Los atractores estan sujetos a las mismas reglas, solo que difieren sus proba-
biliades, y por lo tanto su medida invariante. Asi que, se puede alimentar el
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Figura 4.2: (A) El juego del caos con la misma probabilidad de eleccion
para los 4 vértices. (B) Con una distribucion de probabilidad distinta para
la eleccion de los vértices; a—0.1, b—0.3, ¢—=0.1 y d=0.5. (C) Con la siguiente
distribuciéon a—0.1, b—0.1, ¢=0.7 y d—0.1.

juego del caos con secuencias de datos y formar una representacion visual, es-
te mecanismo se puede utilizar para convertir una secuencia de simbolos que
es unidimensional a una representacion visual en dos dimensiones. A través de
este mecanismo es posible categorizar cadenas de simbolos dependendiendo
de su estructura cualitativa y cuantitativa basada en la distribucion espacial
de su informacion.

Este tipo de analisis se hizo con éxito para un alfabeto de 4 simbolos las
cuales representan las bases nitrogenadas del DNA.

4.2.1. El juego del caos para el DNA

En 1990 H. Joel Jefrey [29] [30] uso por primera vez el juego del caos como
mecanismo para generar representaciones visuales en dos dimensiones de se-
cuencias de DNA. Posteriormente otros autores |22, 27, 31, 25, 32| utilizaron
el juego del caos como parte de sus analisis para secuencias de DNA, también
ha sido utilizado para representaciones visuales de secuencias de proteinas
considerando un alfabeto con mayor nimero de simbolos [24].

Las representaciones del juego del caos conocidas con el nombre CGR por
sus siglas en inglés, es una técnica para convertir una secuencia de simbo-
los unidimensional a una representacion de dos dimenensiones de tal forma
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que preserva la estructura de las subsecuencias construyendo una represen-
tacion visual. E1 DNA puede ser manipulado como una cadena de simbolos
compuesta por el alfabeto A, G, C y T. Cada vértice del juego del caos es
etiquetado con una de estas letras. La aplicaciéon de la tranformacion depen-
dera de la posicion de la letra sobre la secuencia, se tomaréa el punto medio
entre el punto interno y el vértice etiquetado con la letra correspondiente. La
composicion de letras de las subsecuencias formaran un atractor particular
para cada secuencia de DNA. Cuando predomienen subsecuencias con cier-
ta estructura en el atractor apareceran regiones densas, mientras que si hay
subsecuencias que aparecen muy poco estas regiones se veran dispersas.

En la Figura 4.3 aparecen las primeras iteraciones del juego del caos para la
secuencia del /1. Saptens, posteriormente se muestra el resultado de leer toda
la secuencia completa.

a t
s NN gg
tag
tggc
t:
. '/ teca
¢} Cc
(A) (B)

Figura 4.3: (A) Las primeras 6 iteraciones. (B) Todo la secuencia del Homo
Sapiens.

A cada organismo se le puede asociar una representacion visual, cada una de
estas tendra una medida invariante diferente por tal motivo el método puede
servir para diferenciar a los organismos y observar similitudes en la estructura
de sus subcadenas. Este método sirve para alfabetos de 4 simbolos y se puede
extender a n simbolos; se tendria que considerar vértice por simbolo por lo
tanto incrementar el nimero de lados del poligono. Hacer crecer el nimero
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de lados nos genera otro sistema, a ¢ste se le conoce como el el juego circular
del caos.

4.3. El juego circular del caos

Como se observo anteriormente conforme aumentamos el niimero de lados el
atractor del juego del caos cambia, llegara un momento en que el atractor se
estabilice en un estructura. es entonces, cuando tenemos un nuevo sistema. En
la Figura 4.4 v 4.5 se muestra la evolucion del sistema aumentando el nimero
de lados. En todas los atractores, se usuaron probabilidades homogéneas, es
decir no hay preferencia por ningin vértice, para el sistema de cinco lados hay
% de probabilidad para cada vértice, para seis lados hay (l v asi sucesivamente.
La gama de colores indica la densidad de puntos que hay sobre el atractor,
las zonas azules corresponden a cantidades bajas en el conteo de puntos, las
zonas verdes presentan mayor cantidad de puntos y las zonas rojas son donde
esta el maximo conteo de puntos. Se puede notar que las distribuciones de
puntos sobre los atractores se van homogenizando cada vez mas. Si tendemos
el nimero de lados hacia infinito obtendremos un nuevo sistema que se llama
juego circular del caos.

(A) (B)

Figura 4.4: (A) El juego del caos para 5 lados, se observa una superposicion
de estructuras pentagonales. (B) Para 6 lados se observa otro atractor y se
superponen estructuras exagonales.
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(E) (F)

Figura 4.5: Conforme se aumenta el nimero de lados se pierde estructura en
el atractor del IFS. (C) Juego del caos para 7 lados. (D) Para 8 lados. (E)
Para 9 lados. (F) Para 10 lados.

Al incrementar el nimero de lados llegamos al juego circular del caos, mate-
méaticamente tiene esta forma

r+e y+1f .
wilz,y) = (5=, L), vie[L,N] (42)

Donde w; corresponde a la transformacion i-ésima, e; y f; describen la posicién
de los 7 vértices que corresponden al poligono.
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Este sistema presenta un comportamiento especial, es la superposicion de
estructuras circulares, la zona en rojo tenue es donde se intersectan los circu-
los, y como se observa, la misma dindmica hace que las orillas sea de dificil
acceso. Las probabilidaes de aplicacion de la transformacion es la misma pa-
ra todos los vértices, asi que esta distribucion es la mas homogénea que se
pueda conscguir. Ver Figura 4.6.

Figura 4.6: El juego circular del caos con 1000 lados y probabilidades homo-
géneas.

El alimentar el juego del caos con sucesiones de datos, nos permite crear
nuevas atractores sobre el mismo sistema, explicitamente se crea una nueva
din4dmica que consta de dos cosas, la estructura del juego del caos (transfor-
maciones y probabilidades), y, los datos con los que alimentamos al juego del
caos. Los datos influyen de una manera fuerte sobre la huella digital en el
sistema.

4.4. Series de datos sobre el juego circular del
caos

Los mapeos unidimensionales pueden ser usados para representar estas diné-
micas, el proceso es el siguiente; tenemos V' vértices para comenzar el juego,
entonces se divide el intervalo [0, 1] en V subintervalos cada uno etiquetado
con un nimero desde 1 hasta V' respectivamente de la siguiente manera
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1:[0,5% 2: fag) o Vi 551

El paso siguiente es escoger una condicion inicial zp y obtener una sucesion de
ntmeros proveniente de algiin mapeo que nos ayudara a seleccionar el vértice,
se calcula la distancia entre el i-ésimo vértice seleccionado y la condicién
inicial g, se obtiene un nuevo punto z;; en la siguiente iteracion se vuelve
a seleccionar otro vértice y se calcula la distancia entre el nuevo vértice y el
punto xp; este proceso se repite un numero suficientemente grande de veces.
Al final tendremos el atractor del juego del caos para V vértices; si V es
suficientemente grande, se tendra el atractor del juego circular del caos, el
cual es tinico para cada mapeo.

En las Figuras 4.7 se muestran los atractores de los siguientes mapeos:

Tppr = Arp(l —z) A=4 (4.3)
= 570, 15ac] (@4
= {3720 29525 ®
e ={ o1 n 22 (49

La ecuacion (4.3) corresponde al mapeo logistico en su din4dmica cadtica,
(4.4) es el mapeo tienda de apache, (4.5) es el mapeo r-adic inversa, y por
ultimo (4.6) que corresponde al mapeo diente de sierra (equivalente al shift
de Bernoulli).

El juego del caos permite una gran variedad de patrones dependiendo de su
estructura interna, es decir, de su matriz de transformacion, en este capitulo
se analiz6 una estructura particular en la cual la diagonal de la matriz cons-
ta de valores 0.5, pero si cambiamos esta condicién se obtienen estructuras
diversas. La superposicion de estructuras de la que se habld se separan y
permite observar mejor el atractor. Ver Figura 4.8
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Figura 4.7: Dependiendo de los datos de entrada se genera un atractor espe-
cifico.

Se han hecho analisis tomando datos de sistema biologicos como en [6], se
toman cadenas de DNA codificadas en forma binaria y se alimenta el juego
circular del caos, por cada organismo se obtiene una medida invariante.

El juego circular del caos ha demostrado ser una herramienta eficiente en
trasladar la dinamica de los datos en iméagenes con geometrias fractales, la
vision cualitativa de los datos nos permite comprender la calidad de los datos
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de valor en la
1

4°

Figura 4.8: (A)El juego del caos con 5 lados y con r =
diagonal de la matriz. (B) 6 lados y r = 1. (C) 7 lados y r

3
8

v la cantidad de informacion que contiene la serie. Datos periodicos no podran
generar estructuras tan ricas de igual forma datos aleatorios no generaran
ningin patron discernible.

En la proxima secciéon se explicara el procedimiento que se uso para la cons-
truccion de los IFS’s a partir de las secuencias de DNA, y como obtener una
visualizacion fractal de la cadena, mostrando las diferencias quimicas que
pueda tener la molécula de DNA.



El juego del caos




Capitulo 5

Genomas sobre sistemas de
funciones iteradas y su
visualizacion fractal

En los capitulos anteriores se ha mostrado que las herramientas utilizadas
para este analisis bioinformatico esta fundamentado en marcos teéricos ro-
bustos. Con ayuda de las matematicas y de las ciencias de la computacion se
pueden encontrar informacion en las secuencias de DNA, que por medio de
otros métodos pareceria dificil. Trasladar la informacién contenida en el DNA
hacia algiin método visual compacta la informacion y permite una inspeccién
la cual puede revelar sutilezas en la informacion.

El objetivo del analisis es mostrar que las cadenas de DNA presentan una
configuracion especial en su informacion, por medio de los IFS’s podemos
identificar estas propiedades. De la misma forma sera una herramienta tutil
para diferenciar secuencias de DNA entre organismos representativos de los
dominios principales, eucariontes, bacterias y arqueobacterias.

El anélisis se basa en una pequefia diferenciacion de la estructura quimica del
DNA, se deja a un lado configuraciones espaciales, procesos biolégicos que
involucran al DNA, y regiones codificantes y no codificantes, para solo que-
darnos con la naturaleza quimica y energética de los nucle6tidos. Precisando,
formaremos 2 grupos el de las bases nitrogenadas adenina y timina, y el de
citosina y guanina; estos grupos se forman en base de los enlaces energéti-
cos y del principio de complementariedad que rige en el DNA. Se observara
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que con solo esta diferenciacion podemos encontrar una gran cantidad de
informacion en el DNA.

5.1. Genomas: materia prima

De los bancos de datos de genes se consiguieron secuencias de DNA en for-
matos fasta ' que son las secuencias completas compuestas con el alfabeto
A, G, C y T. Para eucariontes cada archivo representa la secuenciacion de
un cromosoma completo y para procariontes es la totalidad de su genoma.

A partir de la lectura de archivos fasta se construye un IFS’s para cada
organismos. El proceso es el siguiente, se divide la secuencia de DNA en n
segmentos iguales proporcionales al tamafio del genoma, con cada segmento
se construird una transformacion afin.

+AGCTT|GCAATAGCTTCAGAT|TCGCG ..

Para cada segmento se contaran las cantidades de A, G, C y T, obteniendo
su frecuencia relativa, se normalizaran los datos al tamano de la ventana
cumpliendo la siguiente ecuacion

fa,+ fei+fe+fr=1 Vi € [i, N] (5.1)

En la matriz de las transformaciones afines el componente a representara la
frecuencia relativa de bases A que contiene el segmento %, el componente b
representaré la frecuencia relativa de bases G, el componente c representaran
la frecuencia relativa de bases C' y por ultimo el componente d representaran
las bases T'. Las transformaciones de nuestro IFS, toman la siguiente forma:

w(0)= (e 2 6)+ () 62

En donde v;, y v,, representan los vértices del poligono en el juego circular
del caos.

!Existen varios formatos que describen diferentes caracteristicas de la secuencia de
DNA.
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Esta matriz puede tener muchas configuraciones segin la asignacion de la
frecuencia relativa de la base con respecto al componente de la matriz. Es
muy importante como se acomoden estos componentes, ya que la asignacion
de las probabilidades para cada transformacion dependera de la matriz y es-
tara relacionada directamente con las propiedades quimicas de la molécula
de DNA. La probabilidad para cada transformacion se asignara dependiendo
de la estructura de la matriz, esto es conveniente por que el mismo siste-
ma ajustara su dindamica interna. Se utilizara el mecanismo propuesto por
Barnsley para asignar probabilidades a un IFS probabilistico.

D; ~ |det A; | . laid; —bic;|
TN detA,| >N lajd;—bjc;

| para %57 = 1y 2saes. N

Por la construccion del sistema se resaltara la similitud entre las bases de 2
enlaces (A y T) y de 3 enlaces (G y C) dado que el determinante de estas
matrices es:

AxT —-GxC

lo que significa, que las frecuecias relativas de las bases A y T" seran compara-
das con las de Gy C' para obtener una medida respecto a las proporciones de
las diferentes bases en el segmento de DNA. Cabe destacar que en la molécula
de DNA, A es la base complementaria de T'y G es la base complementaria
de C, asi que nuestra configuraciéon también coincide con el principio de
complementariedad.

Ahora entonces, se puede observar que segmentos de genoma que contenga
gran cantidad de bases A y T respecto a las otras bases G y C), se le asignara
una probabilidad mayor a la transformacion afin, y viceversa.

Ya construido el IFS; se usaré el algoritmo de iteraciones aleatorias para
constuir las visualizaciones fractales. Para tener un punto de comparacion
antes se analizar4, lo que pasaria con una secuencia compuesta de letras A,
G, C y T construida al azar.

5.2. Del JCC al JCC modificado

Supongamos que tenemos una cadena infinita generada al azar con el alfabeto
A,G,C,T y la dividimos en segmentos de tamano n grande, las frecuencias
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relativas de las letras tenderin a ser iguales mientras mas grande sea la
ventana. La construccion de un IFS con probabilidades bajo este esquema
estard representado por las matrices afines:

w ()= (2 83 0)+ ()

Donde v, v v, representan los vértices del poligono de n lados.

(5.3)

El valor que el mecanimos de las probabilidades le asigna a cada transfor-
macion afin es cero, por tal motivo asignamos empiricamente un numero
pequeno positivo a cada transformacion, en este caso asignamos 0.001 a cada
w; v luego normalizamos las probabilidades para que la suma sea uno. Se
aplica el algoritmo de iteraciones aleatorias y el resultado se puede ver en la
Figura 5.1.

Figura 5.1: Atractor del juego circular del caos modificado, matriz con valores
a=0,25b=0,25 c=0.25d=0,25.

La modificacion de la matriz influye directamente en el comportamiento del
sistema, la estructura ovalada es producto de los valores de la matriz, los
puntos ahora son escalados a proporciéon de un :11- por las componenetes a
y ¢, son rotados y reflejado por b y d. Para comprender mejor la dindmica
se ralizo un histograma, la gama de colores nos dice mucho a cerca de su

medida invariante, los colores nos indican donde se aglomeraron mas puntos,
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la escala empieza por tonos de azul donde hay pocos puntos, luego sigue a
tonos color verde y al llegar a rojo son los zonas donde hay una gran cantidad
de puntos respecto a otras zonas. A este sistema le llamaremos juego circular
del caos modificado.

En las Figuras 5.2 se muestra la evolucion del juego circular del caos tradi-
cional con n = 1000 lados, hacia el juego circular del caos modificado al ir
variando los valores de las matrices.

En las figuras anteriores se observa que mientras vamos avanzando hacia los
valores del juego circular del caos modi ficado empiezan a distinguirse unos
arillos para comprender esta dinamica se muestra en la Figura 5.3 como
converge el sistema respecto al numero de lados.
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E F

Figura 5.2: (A) Matriz con valores a = 0,5, b = 0,0, ¢ = 0,5, d = 0,0 (B)
Matriz con valores a = 0,45, b = 0,05, ¢ = 0,05, d = 0,45 (C) Matriz con
valores a = 0,40, b = 0,10, ¢ = 0,10, d = 0,40 (D) Matriz con valores
a = 0,35, b= 0,15, ¢c = 0,15, d = 0,35 (E) Matriz con valores a = 0,30,
b = 0,20, ¢ = 0,20, d = 0,30 (F) Matriz con valores a = 0,25, b = 0,25,
¢=10,25, d =10,25
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Figura 5.3: (A) El juego del caos modificado con la matriz a = 0,25,b =
0,25,¢ = 0,25,d = 0,25 y 10 lados. (B) Con 20 lados. (C) Con 30 lados. (D)
Con 40 lados. (E) Con 50 lados. (F) Con 100 lados.
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Se hace presente la fractalidad del juego del caos en las primeras imagenes ya
que la estructura en forma de elipse o pseudo-elipse, contiene a la vez otras
pseudo-elipses y asi sucesivamente, al tener un ntimero grande de lados estos
se superponen y se pierden en la complejidad de la estructura. Los puntos son
coloreados segiin la asignacion del vértice; se puede distiguir el area que puede
abarcar el punto. Como todos los vértices tienen la misma probabilidad, las
estructuras elipsoidales son regulares y espaciadas homogéneamente.

En las secuencias de DNA no tendremos probabilidades homogéneas, la me-
dida invariante nos servira para detallar el compartamiento y con una vi-
sualizacion adecuada podremos ver las diferencias quimicas de la molécula.
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5.3. Asociacion de un genoma a un IFS tnico

Los organismos que se eligieron para el analisis son los mostrados en el Cuadro
5:1

(A) Arabidopsis thaliana. Pequena planta perteneciente al grupo eucarionte.
(B) Bacillus subtilis. Organismo perteneciente al grupo de bacterias.

(C) Caenorhabditis elegans. Nemétodo de suelo perteneciente al grupo de
los eucariontes.

(D) Chlamydia trachomatis. Parasito intracelular, clasificado como bacteria.

(E) Escherichia coli. Bacteria que se encuentra en los intestinos de humanos
y animales.

(F) Homo sapiens. Especie terrestre que habita en casi todo el planeta,
pertenece al grupo de los eucariontes.

(G) Methanococcus jannaschii. Arqueobacteria acuatica que se encuentra en
chimeneas marinas de 2600 m de profundidad.

(H) Methanococcus maripaludis. Arqueobacteria.
(I) Mycoplasma pulmonis. Bacteria.
(J) Pan Troglodytes. Eucarionte, chimpancé.

(K) Sulfolobus solfataricus. Arqueobacteria termofilica que se encuentra en
los volcanes terrestres a temperaturas entre los 70 y 90 grados C.

(L) Thermatoga maritima. Bacteria que se encuentra en volcanes marinos
con una temperatura de 80 grados C.

(M) Thermoplasma volcanium Arqueobacteria que crece 6ptimamante en
temperaturas mayores a los 50 grados C.

Cuadro 5.1: Organismos representativos de los dominos Eukarya, Bacteriea
y Archaea.

Aplicamos los procedimientos anteriores para asociar un IFS a un organismo.
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Partiremos en 1000 segmentos las secuencias de DNA, por lo tanto el IFS
constara de 1000 transformaciones, cada una describiendo el comportamiento
en relacion a sus enlaces de hidrogeno de la molécula en ese segmento. Las
probabilidades de las transformaciones estaran sujetas a los valores de la
matriz.

Una vez construido el IFS usamos el algoritmo de iteraciones aleatorias con
2 millones de iteraciones dentro del juego circular del caos modificado, ob-
tendremos una aproximacion muy buena respecto su medida invariante.

5.4. Resultados

5.4.1. Analisis para eucariontes

En primer instacia se analizara la secuencia de DNA del cromosoma 21 del
Homo sapiens.

Figura 5.4: Atractor del IFS del H. sapiens.

En la Figura 5.4 se muestra la representacion visual del H. sapiens. Las dis-
tribuciones de puntos no estan repartidos homogéneamente sobre el atractor,
las zonas dificiles de alcanzar por la dindmica son los bordes internos y bordes
externos representados por color azul. En el interior de la elipse se distinguen
regiones también dificiles de alcanzar esto es debido a las probabilidades de
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asignacion. La zona roja pertenece a una aglomeracion de puntos, es en es-
ta region donde las probabilidades de los vértices es maxima. Para obtener
aun mas informacioén se graficara el det(A « T'— G x C') contra el vértice
correspondiente, ya que se relaciona directamente con la probabilidad.

Determinante de cada vértice

“flledeter dat”

o 100 200 300 400 500 500 700 800 $00 1000

Vértice

Figura 5.5: Diferencia de proporciones entre moléculas de triple enlace y de
doble enlace.

En la Figura 5.5 se describe cualitativamente lo que pasa en la dinamica del
Jjuego del caos modificado, si las proporciones de moléculas de doble enlace
Ay T es mayor que las de triple enlace G y C, el determinante es positivo,
si ocurre lo contrario el determinante es negativo. Especificamente con el H.
sapiens hay una caida en las proporciones de A y T, por lo tanto se puede
decir que es mas rigida la molécula en su terminacion.

Se puede conjuntar la informacion de la Figura 5.5 con el histograma de la
Figura 5.4 creando una imagen tridimensional (ver Figura 5.6), anteriormen-
te se explico que estas estructuras eran la superposicion de pseudo elipses, si
agregamos una coordenada mas al juego del caos, Z, se podran diferenciar,
la cual representara la probabilidad de asignacion de cada vértice, asi que,
las pseudo-elipses que se encuentren en el extremo superior corresponden a
transformaciones que tengan mayor cantidad de bases A y T, y, pseudo- elip-
ses que se encuentren en la parte inferior corresponderan a transformaciones
con mayor cantidad de bases G y C, en ambos casos las elipses estaran bien
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definidas. Las pseudo-elipses borrosas corresponde a probabilidades cercanas
a cero por tal motivo los puntos “caen” muy poco en esas regiones.

Figura 5.6: La flecha indica la posicion del vértice 1, el recorrido es en sentido
contrario a las manecillas del reloj. Los puntos coloreados con gama de azul
a verde corresponden a los vértices [1,500], los puntos coloreados de verde
a rojo correspone a los vértices [501,1000]. Se muestran dos imagenes, una
frontal y otra trasera para observar la distribucion de los anillos.

En la Figura 5.7 se muestra el atractor del juego del caos para el cromosoma
IV del organismo ecuarionte A. thaliana generado a partir de la distribucion
de probabilidad de la Figura 5.8. El atractor tiene una estructura ancha en
comparacion del atractor que cabria esperar por azar, también esta bien defi-
nido, eso nos indica que las variaciones de porcentajes de moléculas de doble
y triple enlace que se presentan a lo largo de la cadena no son muy grandes.
En la grafica de la Figura 5.8 se observa en general que las variaciones estan
entre el rango [0,4, 0,9], podemos decir que la molécula en promedio es suave.

En la Figura 5.9 se muestra el atractor del organismo C. elegans, se puede
apreciar la similitud que tiene con la A. thaliana. Su distribuciéon de pro-
babilidad, Figura 5.10, comparte un rasgo muy distintivo con el organismo
anterior, el porcentaje de A y T siempre es mayor que el de G y C. Este
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Figura 5.7: A. thaliana. Histograma y superficie en 3D.
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Figura 5.8: A. thaliana. Diferencias entre las bases AT y GC. Se puede apre-
ciar que en ninguna ventana las frecuencias relativas de G y C son mayores
que las de A y T.

organismo también tiene poca variabilidad en sus porcentajes que son princi-
palmente en el intervalo [0,4, 1,0]. Se aprecian dos fluctuaciones importantes
en proporcion a las demés variaciones, un minimo cerca de la ventana nimero
300 y un maximo cerca de la ventana 700, en la representacion visual se pue-
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den notar los anillos aislados correspondientes a estas pequenas fluctuaciones.

Figura 5.9: C. elegans. Histograma y superficie en 3D.
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Figura 5.10: C. elegans. Predominan las bases con enlaces dobles.

En este andlisis se presentaron 3 organismos representativos del grupo de los
eucariontes, a simple vista se observa una gran similitud entre los atracto-
res, a diferencia del H. sapiens que tiene una particularidad al final de su
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secuencia. Las distribuciones de los anillos son muy parecidas, comparten ca-
racteristicas en las frecuencias relativas de sus bases de doble y triple enlace.
Las cantidades de A y de T predominan a lo largo de toda la secuencia, en
ninguna region las proporciones de G y C son mayores, esto hace que los
anillos se aglutinen en las partes superiores en la representacion visual. En-
tonces se puede decir que, para estos organismos en particular, su molécula
del DNA es suave y con poca variabilidad respecto a las bases.

5.4.2. Analisis para bacterias

Se realizo el mismo anélisis para bacterias y se muestran los resultados mas
representativos. En la Figura 5.11 se observa un atractor un poco irregular en
su parte interna, esto nos demuestra que las frecuencias relativas varian con-
siderablemente en algunas regiones de la secuencia. También es un poco mas
angosto que los eucariontes, esto se debe a que en la matriz de transformacion
los valores deben de ser muy parecidos.En su distribucion de probabilidad, ver
Figura 5.12, se observa que predominan los porcentajes de bases de enlaces
triples, G y C, a lo largo de la secuencia, su rango de variabilidad esta entre
[—0,03,0,03], como estas diferencias estan muy cercanas a cero los porcen-
tajes son proporcionalmente parecidos, se notan 3 maximos muy acentuados
que pertenecen a porciones de la secuencia donde predominan bases A y T,
mientra que hay un minimo alrededor de la ventana 50 donde la cantidad de
G y C es maxima en proporcion a las deméas ventanas. En la representaciéon
visual en 3D se observa que entre méas alejados esten los anillos del cero, sobre
el eje z, son mas definidos, esto por que es mas probable que los puntos se
aglomeren en estas zonas.

En la Figurab.13 se aprecia un atractor irregular en su contorno y en su parte
interna, esto nos indica que hay variabilidades muy grandes a lo largo de la se-
cuencia; son tan acentuadas que destruyen la forma elipsoidal del contorno.
Su distribucion de probabilidades mostrada en la Figura 5.14 nos permite
observar un comportamiento bastante irreguar, a lo largo de la secuencia
predominan las bases A y T, sin embargo hay una gran variabilidad de es-
tas, tiene unos maximos bastantes pronunciados. Un comportamiento atipico
aparece alrededor de la ventana 500 donde hay una gran concentracion de
basea A y T, permaneciendo por 50 ventanas aproximadamente.



Genomas sobre sistemas de funciones iteradas y su visualizacion
70 _ fractal

Figura 5.11: E. coli. Histograma y superficie en 3D.
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Figura 5.12: E. coli. La grafica permanece alrededor del cero, significa que
las bases se presentan casi en proporciones iguales.

En general para este grupo se observo una distribucion menos uniforme y
con mayor variabilidad, las frecuencias relativas variaron mucho, alrededor
del cero y por arriba de él, en la representacion visual en 3D las bacterias
presentaron los anillos més definidos ya que los saltos en sus distribuciones
se reflejan directamente con la formacion bien definida de anillos.
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Figura 5.13: B. subtilis. Histograma y superficie en 3D.
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Figura 5.14: B. subtilis.

5.4.3. Analisis para Arqueobacterias

Se presenta el analisis para arqueobacterias, se tomarén dos organismos de es-
te grupo y se observo lo siguiente. En la Figura 5.15 perteneciente al atractor
del M. jannaschii se aprecia una forma de atractor como la de los eucarion-
tes, un poco ensanchada, e internamente regular, no es tan intrincada como
las bacterias. Ahora su distribucion de probabilidad mostrada en la Figura
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5.16 nos revela propiedades importantes, la primera y que salta a la vista son
los dos minimos que se encuentran a lo largo de la secuencia, ahi las bases G
v C predominan fuertemente sobre A y T haciendo la molécula mucho mas
rigida de lo que es en promedio. La otra propiedad es el rango de variacion
es bastante pequeno de [0,05,0,12], lo que nos dice que las proporciones de
AT y GC permanecen con poca variabilidad a lo largo de la secuencia. En la
visualizacion en 3D se notan los minimos y la aglomeracion de anillos en la
parte superior.

Figura 5.15: M. jannaschii. Histograma y superficie en 3D.

El atractor de la arqueobacteria S. solfataricus presenta rasgos muy pareci-
dos a la de la arqueobacteria M. jannaschii, es ancha y no tiene cambios muy
bruscos en su estructura interna. En su distribucién de probabilidades mos-
trada en la Figura 5.18 se presenta un comportamiento cualitativo parecido
a la de la arqueobacteria anterior, se distingue un minimo muy acentuado
donde predominan concentraciones grandes de moleculas de triple enlace,
mientras que en el resto de la secuencia predominan moléculas de doble enla-
ce, su rango de variabilidad es mayor que el del M. jannaschii, se encuentra
entre [0,4,1,0], parecido al rango de los eucariontes. En la representacion
en 3D se observan los minimos y una abultamiento de anillos en la parte
superior, en general la estructura es parecida a la del organismo anterior.

Con estos dos casos representativos de las arqueobacterias descubrimos parti-
cularidades que posiblemente compartan el grupo de las arqueobacterias, los
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Figura 5.16: M. jannaschii.

rangos de variacion en las proporciones de grupos de bases no es muy gran-
de, pero presentan un comportamiento particular, en algunos segmentos de
la secuencia se disparan las proporciones de bases, haciéndola anomalamente
rica en bases Gy C.

Figura 5.17: S. solfataricus. Histograma y superficie en 3D.



Genomas sobre sistemas de funciones iteradas y su visualizacién
74 fractal

Determinante de cada vertice

o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Vertice

Figura 5.18: S. solfataricus.

5.5. Comparacion de resultados

Una ventaja del juego circular del caos es que normaliza la informaciéon del
DNA en una imagen, en el analisis anterior nuestra informacién tiene magni-
tudes de orden que va de 1x 10° pb en algunas bacterias hasta 3 x 107 pb en el
cromosma 21 del homo sapiens. Las iméagenes de este trabajo tiene un tamano
de 600 x 600 pixeles, pero se puede reducir o aumentar segun la precision que
se necesite. Esto nos permite comparar las iméagenes v crear dendrogramas
que nos haga notar las diferencias y similitudes entre las secuencias de los
distintos organismos.

Para encontrar las diferencias y similitudes entre estas iméagenes, definimos
la distancia entre imagenes, como la distancia euclidiana entre vectores del
tamano de la imagen. Estas imagenes constan de 600x600 pixeles, asi que
calculamos las distancias entre vectores de tamano 360,000. Esto nos genera
una tabla de distancias simétrica respecto a su diagonal.

Se utiliza el anélisis de cimulos para encontrar las grupos caracterisicos segin
sus propiedades, el método de clasificacion jerarquica que se utiliz6 para
generar el dendrograma es el método de pesos ponderados.

En la Figura 5.19 se representa esquematicamente los grupos generados a
partir de la similitud entre sus imagenes, es notable ver que los eucariontes
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forman 2 subgrupos ajenos muy distantes entre si, existe un grupo donde
predominan las bacterias estas son T. maritima, E. coli, C. trachomatis y B.
subtilis, y existe dentro de este grupo la arqueobacteria T. wvolcanium, por
otro lado existe un grupo de arqueobacterias con una bacteria presente en el
mismo.

La clasificacion tiene resultados aceptables, ya que solo se esta considerando
una particularidad de la molécula de DNA; como se vio en el Capitulo 2,
la molécula de DNA consta de una maquinaria con muchos componentes y
de muchos procesos bioldgicos complejos. Por otro lado la clasificacion no es
objetivo primordial del trabajo, si no, permitir resaltar las propiedades de
las secuencias de DNA para entender el comportamiento interno usando la
informacion menos posible para maximizarla con otros proceso dinamicos,
como el juego circular del caos.

| P. troglodytes ieucanonte}

' H.sapiens  iewcanonte:
T.maritima  tactera)
’——L E. coli {bacteria)
T. volcanium o)

C. trachomatis bactera)
B. subtilis (bacteria)
M. pulmonis
M. jannaschii  iaueo)
M. maripaludis v
S. solfataricus imeo)
A. thaliana
C. elegans

{bacteria)

{eucanonte)

{eucanonte)

T T T

T T
150 100 80 60 40 20

=

Euclidiana

Figura 5.19: Dendrograma generado a partir de la matriz de distancias de las
imagens utilizando el analisis de pesos ponderados.



Genomas sobre sistemas de funciones iteradas y su visualizacién
76 fractal




Capitulo 6
Discusion

Dentro de la estructura fisicogimica del DNA existe una gran variedad de
caracteristicas por resaltar. Biologicamente la molécula tiene sus mecanismo
para decodificar la informacioén, tiene instrucciones precisas, que a partir de
esta se puede construir un organismo. La complejidad de las instrucciones
para descodificar esta informacion involucra una gran cantidad de procesos.
En el analisis presentado en este trabajo, se utilizaron estas instrucciones
para alimentar un sistema dinamico discreto y esperar un comportamiento
que diferenciara las secuencias de DNA.

Como primer punto, se demostrd que las secuencias de DNA caen en una re-
gion particular en el universo de la complejidad de gramaticas de 4 simbolos,
no son azarosas, ni periddicas, ni estadisticamente homogéneas, los niveles de
informacién esta distribuidos sobre la molécula, maximizando su informacion
en ciertas regiones y minimizandola en otras, es la naturaleza de la molecula,
para los procesos biologicos estas diferencias deben ser importantes.

Por otro lado, el analisis bioinformatico sirvié para mostrar que con un mi-
nimo de informacioén sobre la molécula se puede realizar una diferenciacion
cualitativamente robusta entre organismos, esto se logro solamente resaltan-
do la estructura fisicoquimica considerando los enlaces dobles y triples que
tienen las bases nitrogenadas.

El que en promedio los organimos tengan mayor porcentaje de bases A y T,
esto considerando los 3 grupos estudiados, eucariontes, bacterias y arqueo-
bacterias, nos dice que la molécula de DNA debe ser flexible ante cambios
y presiones del medio, aunque a veces deben de existir regiones en las que
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se necesita que la molécula sea mas rigida, como paso en el grupo de las
arqueobacterias, posiblemente en esas regiones la molécula debe de ser rigi-
da necesariamente para el buen funcionamiento del organismo, ya que estos
organismos viven en medios hostiles y con fuertes presiones del medio. El
comportamiento del H. sapiens también resulto particularmente interesante,
la abundancia de bases G y C al termino del cromosoma 21 debe de obede-
cer a algun funcionamiento particular de este cromosoma, que posiblemente
debe ser mas robusto en su parte final debido a algunos procesos que suce-
den ahi. Con el analisis propuesto solo se pueden hacer conjeturas a cerca
de las implicaciones biologicas que pueda tener, se requiere de anélisis mas
profundos y meticulosos para explorar las regiones que el anaisis nos muestra
como anémalas o diferentes al comportamiento cualitativo que predomina.
El analisis solo nos dice que deben de existir razones del por qué del com-
portamiento tan particular de las moléculas.

Por otro lado se trabajo tinicamente con las frecuencias relativas de los seg-
mentos de DNA, por lo que se perdi6 la correlacion espacial, es decir la
posicion de cada base A, G, C, T; pero se gan6 una descripcion estadisti-
ca muy basica de los segmentos. Bajo este proceso se normalizé la cantidad
de datos y se aliment6 al IFS. Como se explicé en el Capitulo 4, este siste-
ma ha servido para plasmar huellas digitales de los datos introducidos, esto
mismo proceso se realizo para detectar diferencias y similitudes a través de
una vista cualitativa y cuantitativa del atractor. Las imagenes generadas nos
permitieron conocer algunas particularidades de las cadenas a simple vista.

Se puede conjeturar que éste trabajo se encuentra muy cerca del posible
minimo teérico de informacién que se puede extraer contando tnicamente
las frecuencias relativas de las cuatro bases nitrogenadas.

El método propuesto sirve para cualquier cadena compuesta por un alfabeto
de 4 simbolos.

Por dltimo, y como trabajo futuro, surge la idea de buscar nuevas formas
en la construccion del IFS a partir de las secuencias de DNA; por ejemplo,
variando los valores de asignacion para las matrices de las transformaciones,
otra posibilidad podria ser formar un juego del caos con probabilidades re-
currentes, es decir calculando las frecuencias relativas para dos simbolos o
mas, esto se ha hecho antes, pero no se tiene conocimiento de aplicarlo pa-
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ra secuencias de DNA. Otra posibilidad podria ser introducir la correlacion
espacial como maquina aleatoria para la eleccion del vértice. .

La visi6n interdisciplanaria del trabajo permiti6é conjuntar una serie de herra-
mienas y procesos utilizados en los sistemas dinamicos discretos no lineales,
de las ciencias de la computacion, en la teorfa de la informacion y en la
estadistica, el resultado fue la abstraccion de un problema en el terreno de
la biologia abordado y comprendido con el enfoque global de los sistemas
complejos.
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