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Introduccion

Este libro pretende servir como una guia para reforzar los contenidos del curso presencial
de célculo vectorial. Esta dirigido al estudiante de ingenieria que se encuentra familiarizado
con los conceptos fundamentales de esta disciplina, de modo tal que el texto se concentra en
plasmar sus féormulas y procedimientos de manera concisa, explicando las condiciones en que
deben ser utilizados para abordar la solucién de problemas especificos.

El temario incluido ha sido organizado previendo que el estudiante avance naturalmente
en la comprension y el dominio de los métodos basicos del calculo vectorial, a través del
trabajo con rectas, curvas y superficies en el espacio, y de los conceptos de diferenciabilidad
e integrabilidad para campos escalares y vectoriales. Estos conocimientos le aportaran las
herramientas necesarias para analizar, interpretar y resolver fenémenos de interés cientifico y
tecnolégico.

Paralelamente, este material ha centrado su atencién en apoyar el avance del curso me-
diante la inclusion de graficos y ejemplos que ilustran la informacién planteada, asi como de
una amplia oferta de ejercicios con sus respectivas soluciones al final de cada seccién. Con
lo anterior se busca que el estudiante pueda poner en practica los conocimientos adquiridos
dandole significado y sentido a su aprendizaje.

El autor desea agradecer a todas aquellas personas que ayudaron a que este libro viera
la luz. En particular se agradece a los profesores Verdnica Pérez Gonzalez, Hugo Villasenor
Hernéndez, Isai Moreno Roque, Erik Herndndez Herndndez (UACM-SLT) y Gerardo Sénchez
Licea (FC-UNAM) quienes revisaron el manuscrito, aportando comentarios y sugerencias muy
utiles. Asimismo, se agradece el apoyo editorial brindado por Ana Beatriz Alonso Osorio. Sin
embargo, las erratas que subsistan seran la entera responsabilidad del autor, quien agradecera le
sean senaladas para su correccién en futuras ediciones.

Se espera que este material sea de utilidad a los estudiantes de ingenieria de la UACM,
para quienes ha sido escrito. El autor agradecerd cualquier observacion sobre su contenido
a la siguiente direcciéon electrénica: fausto.cervantes@uacm.edu.mx, o personalmente, en el
cubiculo E-256 del Plantel San Lorenzo Tezonco de la UACM.

Nada humano me es ajeno

Fausto Cervantes Ortiz
San Lorenzo Tezonco, D. F.
Octubre de 2009.
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Capitulo 1

Vectores

Un vector es una herramienta matemaética que tiene como propiedades una magnitud y una
direccion. En este sentido es diferente de otras cantidades que sélo constan de magnitud, a las
que llamamos escalares. Para caracterizar a un vector es necesario especificar un escalar que nos
dé su magnitud y un angulo que nos dé su direccion. Graficamente los vectores se representan
por medio de flechas cuyas longitudes son proporcionales a sus respectivas magnitudes. La cola
de la flecha se llama punto inicial del vector y la punta es el punto final.

Resulta comodo referir los vectores a un sistema de coordenadas cartesiano, por lo cual la
magnitud de un vector se mide de acuerdo al sistema de unidades que se usa en dicho sistema,
mientras que para la direccién se mide el angulo que hay entre el vector y la parte positiva del
eje de las abscisas o eje z, habiendo ubicado el punto inicial en el origen del sistema. Esto se
ilustra en la figura 1.1.

punto final

punto inicial

Figura 1.1: Vector en el plano xy

Para distinguir los vectores de las cantidades que no lo son, se colocara encima una flechita.
Especificar un vector requiere dar una magnitud y un angulo, lo que se expresa como

Uv=0v/0,



1 Vectores

siendo v la magnitud del vector (a veces llamada mddulo, y simbolizada como |7]) y € el angulo
que da su direccion. Es importante notar que el &ngulo no es nico, sino que se puede especificar
de formas diferentes dado que a un dngulo se le pueden sumar (o restar) multiplos de 360°,
por ejemplo, el vector v = 4/45° también se puede representar como v = 4/ — 315°, 0 como
v = 4/405°, etc.

Para los vectores se definen ciertas operaciones que no coinciden con las operaciones con
escalares, sino que se deben realizar en forma geométrica. Para esto es necesario utilizar ciertos
conceptos de la trigonometria.

1.1. Suma de vectores

La suma de dos vectores es un nuevo vector que se construye de la siguiente manera: si se
ubica al primer vector con el punto inicial en el origen, en el punto final se colocara el punto
inicial del segundo vector. El vector suma (o vector resultante) tendrd como punto inicial el
origen y el punto final se coloca en el mismo lugar que el punto final del segundo vector. Esto
se muestra en la figura 1.2.

10 5

8
6 C=A+B
B
4
24
A

0 T T T T 1 X

0 2 4 6 8 10

Figura 1.2: Suma de vectores

Para encontrar la magnitud y direccion del vector suma se utilizan las relaciones trigonométri-
cas necesarias.

Ejemplo
Sean los vectores @ = 5£30°, b = 4/60°. Obtener la suma, ¢ = a + b.
Solucién

Los vectores tienen la configuracién mostrada en la figura 1.3. Las caracteristicas del vector suma
se obtienen como sigue: la magnitud de ¢ se obtiene de la ley de los cosenos aplicada al lado ¢ del



1.2 Muiltiplicacién de un vector por un escalar

c=a+b
60°

0 30°

Figura 1.3: Configuracién de los vectores y sus angulos

tridngulo dado. Nétese que el angulo 8 = 30° + « es el que caracteriza al vector y por lo tanto es
el que hay que encontrar finalmente.

2 =a% +b* — 2abcosn.

De la figura 77, vemos que el dngulo v es la suma de el suplemento de 60° mas 30° por ser angulo
correspondiente con el dngulo de d. Entonces:

c=1/52 442 — 2(5)(4) cos 150° = 8.7

Para calcular 8 se usa la ley de los senos, aplicada al dngulo v y a los lados a y ¢ (que ya se
calculd):

senf3  senvy N sen 3 sen150°
b ¢’ 4 87

sen = 0.2299, = ([ =13.3°

entonces 6§ = 43.3°

¢ =8.7/£43.3°

1.2. Multiplicacién de un vector por un escalar

Cuando multiplicamos un vector por un escalar, pueden pasar varias cosas, dependiendo
del valor de la constante. Sea ¢ un vector y k£ una constante. El vector @ = kv’ cambiara de la
siguiente manera:
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Si k > 1, el vector se estira k unidades en la misma direccion

Si0 < k <1, el vector se encoge en la misma direccion

Si k < —1, el vector se estira y apunta en la direccién opuesta

Si —1 < k < 0, el vector se encoge y apunta en direccién opuesta

Si k= —1, el vector no cambia de magnitud, s6lo apunta en direccién opuesta
Si k =1, el vector no cambia, queda igual

Ejemplo
Sea ¥ = 6£40°, hallar —0.57 y 3.
Solucién

Para hallar —0.5¢ multiplicamos por 0.5 magnitud y le sumamos 180° al angulo:

— = 3/£220°

Para 3¢ sélo multiplicamos por 3 a la magnitud y dejamos igual al dngulo:

3v = 18/40°

1.3. Descomposicién de vectores

Asi como se pueden sumar dos vectores para obtener un tercero, también se puede descom-
poner un vector en dos (o més) vectores. En particular nos interesard descomponer en vectores
que sean paralelos a los ejes coordenados. Para ello usamos las relaciones de la trigonometria
entre cada una de las componentes.

Para un vector en el primer cuadrante tendremos una componente en la direccion positiva
del eje x y otra en la del eje y, cuyas longitudes son la abscisa y la ordenada del punto final
respectivamente. Se calcula la longitud de cada componente, x y y multiplicando la magnitud
del vector por el coseno y el seno del angulo menor con el eje z respectivamente (ver figura
1.4).

Los signos en cada caso se asignan segun el sentido en que quede cada componente en los
respectivos ejes. Para el primer cuadrante ambas componentes son positivas, para el segundo
cuadrante la componente x es negativa y la componente y es positiva, para el tercer cuadrante
ambas son negativas y para el cuarto, x es positiva y y es negativa. Todo esto se resume en el
diagrama mencionado.

Ejemplo

Encontrar las componentes de los vectores siguientes: ¥ = 7/23°, & = 84 — 35°, 4 = 5/225°. Los
vectores se muestran en la figura 1.4.

Solucién

Las componentes de ¢ son: v, = 7cos30°, v, = 7sen 30°

Las de w son: w, = 8cos35°, wy = —8sen 35°

Las de u son: u; = —5c0s45°, uy = —5sen45°.

Notese que en w se usé el valor absoluto del angulo y en 4 se usé el d&ngulo més pequeno entre el
eje x y el vector.



1.4 Vectores unitarios

u

A |
4 ]

Figura 1.4: Componentes de vectores en R?

1.4. Vectores unitarios

Un vector unitario es un vector cuya magnitud es uno. Cualquier vector se puede expresar
como el producto de un vector unitario en la misma direccién por su magnitud. También se
puede obtener un vector unitario en la direccién de un vector dividiéndolo entre su magnitud,
a esto se le llama normalizacion. El vector unitario en la direccién de a se designa por a.

En particular seré de gran importancia considerar los vectores unitarios que apuntan en la
misma direccion de los ejes de coordenadas. Como estos se usan abundantemente, se les dan
sfmbolos especiales: el vector unitario en la direccién del eje  se designa por 7 v el unitario en
direccién y se designa por j. Cualquier vector se puede expresar como una suma de multiplos
de i y j’, para lo cual es necesario obtener la magnitud de sus componentes en cada direccién
y multiplicarlas por los unitarios de cada direccién. Cuando se suman multiplos de vectores se
dice que se estd haciendo una combinacién lineal. Asi pues, todo vector A se puede expresar
como combinacién lineal de 7 y j: A=A+ ij'. Es frecuente que los vectores se expresen
también como si fueran coordenadas: A = (A;, Ay), que no es sino una manera alterna de
expresar lo mismo que antes.

Ejemplo

Expresar los siguientes vectores con ayuda de los unitarios ¢ y J:

@ =8/50°b=15/150°, ¢ = 12/250°, d = 9/350°.

Los vectores se muestran en la figura 1.5.

Solucién

az; = 8cos50° = 5.1423,a, = 8senb0° = 6.1284 = a@ = 5.14231 + 6.12845.

by = —15c0s30° = —12.9904, b, = 15sen30° = 7.5 = b = —12.9904i + 7.5].

cx = —12c0870° = —4.1042, ¢, = —125en70° = —11.2763 = &= —4.1042; — 11.2763].
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d (+) 6 X

Figura 1.5: Configuracidn de los vectores

dy = 9c0s10° = 8.8632,d, = —9sen 10° = —1.5628 = d = 8.86321 — 1.5628;.

El uso de los vectores unitarios ¢ v j nos simplifica enormemente las operaciones de suma y
producto por un escalar puesto que no hay que operar con angulos. Para la suma sélo se suman
los coeficientes de ¢ y de j para cada vector, y para el producto por un escalar se multiplican
los coeficientes de cada componente por el escalar.

Ejemplo

Para los vectores @ = 3i — 2, ¥ = —5i + 8] realizar las operaciones indicadas:
a) 2, b) 57, ¢) —3u + 4v

Solucién

a) 20 = 2(31 — 27) = 61 — 4.

b) 57 = 5(—51 + 87) = —251 + 407.

¢) =31 + 47 = —3(31 — 27) + 4(—51 + 8j) = —29i + 38;.

Para hallar la magnitud de un vector dado como combinacién lineal de 7 y 7, se usa el
teorema de Pitdgoras: v? = v2 + vi. Para hallar el dngulo que da su direccion se usa la
definicién de la tangente trigonométrica: tgf = v,/v,.

Ejemplo
Encontrar la magnitud y direccién del vector ¥ = 67 — 9
Solucién

La magnitud es

v =1/62+ (=9)2 = V117 ~ 10.82.
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La direccién esta dada por el angulo

-9
0 = arctg (?> = arctg(—3) =~ —71.6°.
El vector ¥ se puede escribir como

¥ =10.82/ —T71.6°.

Ejercicios

Encontrar los valores de z, y, z

1. (—21,23) — (z,6) = (—25,y) Riz=—-4y=1
2. 3(133,-0.33,0) + (—399,0.99,0) = (z,y, 2) Riz=0y=02=0
3. (a,—2b,13c) = (52,12,11) 4+ 0.5(x, y, 2) R:xz=2a—104,y = —4b— 24,z = 26¢c — 22
4. (2,3,5) —4i+3j = (z,y,2) Riz=-2y=6,2=5
5. 80(0.3,2,0) = zi +yj + zk R:z=24,y=160,2=0
6. (3,y,5)+ (z,2,—-6) =(2,3,2) Riz=-1y=1,2=1
7. Sean 4 =(1,2,3),7=(2,-3,1) y & = (3,2, —1). Hallar
a) U4-—W R: (—2,0,4)
b) 30+ T R: (27 5,—4)
) —w+v R: (—1,-5,2)
d) 3( - 77) R: (~39,69, —12)
e) —30—8d R: (—30,-7,5)
f) 20— (d+ W) R: ( —-10,0)
g) resolver para x: 24 — U+ & = T8+ 4 R: ¥ =(-3/8,5/8,3/4)
h) resolver para ci, c2, c3: 14 + coU + c3w = (6,14, —2) Rici=1,¢c=-2,c3=3

8. Resolver para cy, ¢, c3

a) ¢1(2,7,8) 4+ c2(1,-1,3) + ¢3(3,6,11) = (0,0,0) Rici=—t,ca=—t,cg=t
b) c¢1(1,2,—-3) +c2(5,7,1) + ¢3(6,9, —2) = (4, 5,0) R: ninguno cumple
9. Los vectores de posicién de los puntos P RA Q son, respectivamente, 7| = 2 + 3j — k y 7 =41 — 3]+ 2.
—
Determinar el vector PQ en funcién de i, J, k y hallar su magnitud. R: 20 — 65 + 3k, 7
10. Siendo A =3i— — 4k, B = —2i+4j—3k:, C:i+2j — k, hallar

a) 24— B+3C R: 117 — 8k

b) |A+ B+ R: 9.64

¢) |34 —2B + 47| R: 19.95
11. Dadas dos coordenadas de un vector @, x = 4, y = —12, hallar la tercera, sabiendo que a = 13.

R: z==+3
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1.5. Producto punto

En los vectores hay dos clases de productos: el interno y el externo. Para cada uno de ellos
se obtienen diferentes cantidades: en el producto interno se obtiene un escalar, mientras que en
el producto externo se obtiene un vector; por esta razon también se les llama producto escalar
y producto vectorial, respectivamente. El producto escalar se simboliza con un punto entre los
vectores, mientras que el producto vectorial se simboliza con una cruz. Por ello, también se
usan los nombres de producto punto y producto cruz para designarlos.

El producto interno de dos vectores A y B se define como el nimero que resulta al efectuar
el producto de sus magnitudes por el coseno del menor dngulo entre ellos. En forma simbdlica

A-B = ABcos®.

Ejemplo
Hallar el producto interno entre los vectores g = 12/28° y ¢'= 8/72°.
Solucién

P-4 = (12)(8) cos44° = 69.06

Es importante observar lo que sucede con el producto punto entre los vectores unitarios
y J:

i-7=(1)(1)cos90° =0
i-1=(1)(1) cos0° =
j-5=(1)(1)cos0° =1

7-1=(1)(1) cos 90° = 0.

La segunda y la ultima operaciones nos muestran una propiedad fundamental del producto
punto: que es conmutativo.

Para hallar el producto punto de dos vectores dados como combinacién lineal de i v j se
multiplican los coeficientes de 7 entre si v lo mismo con los coeficientes de J, y se suma todo.

Ejemplo

Hallar el producto punto de los vectores

A=6i—9j, B=4i+2j.

Solucién

De la regla dada encontramos que

A-B = (6i—97)- (4 +27) = (6)(9) + (—9)(2) = 36.



1.5 Producto punto

Figura 1.6: Configuracidon de los vectores

Ejemplo

Demostrar la ley de los cosenos.

Solucién

Sean los vectores @ y 5, como se muestra en la figura 1.6.

De aqui vemos que

oL

I
2L
+
S

y que al elevar al cuadrado

E=a+2i b+ b

pero sabemos que

a-b= abcos ¢ = —abcosb,

tomando los valores numéricos se tiene que

2 =a%+b%> - 2abcosb

que es la ley de los cosenos.

La proyeccion de un vector @ sobre otro b es una generalizacién de la descomposicion de
vectores en el plano cartesiano: si se descompone al vector @ en una componente paralela a b y
otra componente perpendicular, a la magnitud de la componente paralela se le llama proyeccion
de @ en la direccién de b. La magnitud de este vector se puede calcular con

proygd’:acosgb:a-i), (1.1)

y la direccion serd la del vector b.
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Ejemplo
Calcular la proyeccién del vector @ = (2,5, —1) sobre el vector b= (3,5,-2).
Solucién
El vector unitario en la direccién de b es el vector b entre su magnitud b, que es
b=+/32452+(—2)2 =6.16,
con lo que
b= (0.48,0.81,0.32),
v la magnitud se obtiene haciendo el producto punto indicado
@-b=(2)(0.48) + (5)(0.81) + (—1)(0.32) = 4.69.
Entonces
proy;a = (2.25,3.8,1.5).
Ejemplo
Demostrar que los siguientes vectores son perpendiculares: A=i+ 4}' + 312;, B =4i+ 2}' — 4k.
Solucién
Si al hacer el producto punto obtenemos cero, es porque los vectores son perpendiculares. El
producto punto es
A-B=(1)4)+4)(2)+(3)(-4) =0
lo que nos asegura que los vectores son perpendiculares.
Ejercicios

Hallar el dngulo formado por los vectores A=2i+ 2j — k y B =6i— 35 + 2. R: 79°

Los vectores @ y b forman un angulo de 120°. Sabiendo que a = 3, b = 4, calcular

a) a-b R: -6
b) a-a R: 9
¢) b-b R: 16
d) (@+0b)? R: 37
€) (3@ —2b)-(a+ 2b) R: 11
f) (@—b)? R: 13
g9) (3@ + 2b)> R: 153

Hallar el valor de a tal que los vectores A=2i+ aj + k y B=4i- 2j — 2k sean perpendiculares.
R:ia=3

Demostrar que los vectores A=3— 2j + k, B=i- 37 + 5k, C =2 +7— 4k forman un tridngulo
rectangulo.



1.5 Producto punto 11

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

Hallar los dngulos del vector A=3i— 67 + 2k con los ejes coordenados. R: 64.6°, 149°, 73.4°
Hallar la proyeccion del vector A=i-— 27 + k segun la direccion del vector B=4i- 47 + 7k.

R: (19/81)(4i — 45 + 7k)
Los vectores @ y b son perpendiculares entre si y||@|| = 5, ||b]| = 12. Determinar ||@+b|| y ||@—b||. R: 13

Los vectores @ y b forman un angulo ¢ = 60°. Sabiendo que ||@|| = 5y |[b]| = 8, determinar ||@+b||y||@—b]|.

R:114y 7
Los vectores @y b forman un dngulo ¢ = 120°. Sabiendo que ||@|| = 3y||b]| = 5, determinar ||@ + b|| y
[l — bl|. R: 47y 7
Calcular el producto punto de los siguientes vectores y hallar el angulo entre ellos:
)A—3z—|—2], B =5)+k R: 10, 57°
b) A=1,B =55 — 3k R: 0, 90°
¢) A=3i—2] —k,B=-2j R: 4, 58°
d) A=-20+7j,B=k R: 0, 90°
e) A=5j-3k,B=i+]+k R: 2, 79°
Hallar el producto punto de los vectores (2,3,4) y (5,6,-7) y hallar el dngulo entre ellos. R: 0, 90°
Los vectores @ y b forman un angulo ¢ = 120°, sabiendo que a = 3, b = 4, calcular:
a)d- b R: -6
b) @ R: 9
c) b? R: 16
d) (@+b)? R: 13
¢) (3@ — 2b) - (@ + 2b) R: -61
f) (@— b)2 R: 37
g) (37 + 2b)? R: 73

Los vectores d y b son perpendiculares entre si, el vector ¢ forma con ellos dngulos iguales a 60°. Sabiendo
que a = 3, b =05, ¢ = 8§, calcular:

a) (3d@ — 2b) - (b+ 3¢) R: -62
b) (@+ b+ @)? R: 162
¢) (@ + 2b— 33)? R: 373
Determinar los valores de « y 0 para que los siguientes vectores sean paralelos: @ = —2i + 3] + ﬂk’ y
b=ai— 6]+2k Ria=4,06=-1
Encontrar los valores de v que hagan que los siguientes vectores sean perpendiculares: a=ai— 35' + 2k
yb—z+23—akz R:a=—-6
Se dan tres vectores: @ = 2i — 3_' 3k, b=i— 3j + 2%k yZ=31+2j— 4k. Hallar el vector ¥ que satisface
las condiciones: ¥-d = —5,Z-b=—11, - = 20. R:Z=21+3j — 2k
Calcular la proyeccién del vector @ = (5,2, 5) sobre el eje del vector b= (2,-1,2). R: (4,-2,4)

—

Se dan tres vectores: @ =3i — 6 — k, b=+ 4] — bk y = 3i — 4] + 12k. Hallar proyz(d + 5)
R: (-12/13,16/13,-48/13)
Dados los vectores: @ = (1,—3,4), b= (3,—4,2) y ¢=(—1,1,4). Calcular la magnitud de proy;, .a
R: 5
Dados: @ = (—2,1,1), b =i+ 5] y &= 4i + 4] — 2k. Calcular proy,(3d@ — 2b).  R: (-11/9,-11/9,11/18)
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1.6. Producto cruz

El producto externo de dos vectores es un vector cuya magnitud es el producto de las
magnitudes de los vectores involucrados por el seno del dngulo mas pequeno entre ellos. Su
direccién es perpendicular a ambos vectores, lo cual implica que no puede estar en el plano, sino
que queda en direccién perpendicular al plano que forman los vectores dados. Esto permite dos
direcciones diferentes, por lo cual se establece el siguiente criterio para asignar la apropiada:
si hacemos girar un tornillo en el sentido de giro del primer vector al segundo, el tornillo va
hacia uno u otro sentido; este sentido es el que se asignard al vector. Por ejemplo si el primer
vector estd en direccién de ¢ y el segundo en direccién de j, el vector que resulta al hacer el
producto cruz va en el sentido en que gira el tornillo, que es hacia afuera, lo que significa que el
vector producto sale del papel. Esto se indica graficamente haciendo un circulo con un punto
enmedio, representando la punta de la flecha. Si el vector entrara, se pondria un circulo con
una cruz, representando la cola de la flecha. Lo anterior se ilustra en la figura 1.7.

10 4

Bx A

Figura 1.7: Producto cruz

Simbdlicamente, el producto cruz se representa asi

A x B = ABsen 0

siendo n el vector unitario en la direccion dada por la regla del tornillo descrita antes. También
se da la direccién con la llamada regla de la mano derecha, que consiste en colocar perpendic-
ularmente los dedos indice, medio y pulgar; si el primer vector estd representado con el dedo
indice y el segundo con el dedo medio, el producto cruz apuntara hacia donde apunta el dedo
pulgar.

Ejemplo

Hallar el producto cruz de los vectores:
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A=8/-30°, B=T/65.

Solucién

De la regla dada encontramos que:

A x B = (8)(6)sen95° = 47.82.

El vector apunta hacia afuera del papel.

Es importante tomar nota de lo que pasa con el producto cruz de los vectores unitarios
j’ Puesto que el producto punto siempre va perpendicular al plano, es necesario definir un
nuevo vector unitario que vaya en direccion perpendicular al plano en que estan los vectores i
y 7. Al nuevo vector se le llama k, y apunta hacia afuera del papel, en una direccién a la que
se llama z, y que define un espacio de tres dimensiones. De este modo, el producto cruz de los
vectores unitarios nos da los siguientes resultados

0
=L

x 1= (1)(1)sen0° =0
1% j = (1)(1)sen 90%% = k
i x k= (1)(1)sen90°(—j) = —)
7%= (1)(1)sen90°(—k) = —k

7 xj=(1)(1)sen0° =0

7 x k= (1)(1)sen90% = i

kxi=(1)(1)sen90°) = j
kxj=(1)(1)sen90°(—i) = —

kx k= (1)(1)sen0° =0

Notese que el producto cruz no es conmutativo, sino que al cambiar el orden de los vectores
también cambia el signo, por lo que se dice que el producto cruz es anticonmutativo. De este
modo, es posible efectuar el producto cruz de dos vectores dados como combinacién de 7, § y k
de modo similar a como se hace el producto de dos trinomios, pero haciendo el producto cruz
de los vectores unitarios segin lo indicado arriba, teniendo cuidado de guardar correctamente
el orden de los vectores para preservar los signos. La magnitud del producto cruz es igual al
area del paralelogramo que se forma con los vectores involucrados.
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Hay una regla facil de recordar para efectuar el producto cruz, que consiste en utilizar el
determinante

k

z

A
B.

Yy
y

I I A
AxB=]| A, A
B, B

Ejemplo

Hallar el producto cruz de los vectores

A=6i—9j, B=4i+2].

Solucién

De la regla dada encontramos que
Ax B =(6i—9j) x (4 +2j) =

= (6)(9)(i x 4) + (6)(2)(i x J) + (=9)(4)(j x ) + (=9)(2)(j x J) =

= 12k + 36k = 48k.

También se puede hacer usando el determinante

oGk
AxB=|6 -9 0 |=
4 2 0

(=9)(0) = (2)(0) = 7(6)(0) — (4)(0) + k(6)(2) — (4)(-9) = 48k

I
=~

Ejemplo
Demostrar la ley de los senos.
Solucién

Sean los vectores @ y g, como se muestra en la figura 1.8. De aqui vemos que @ + b+&=0.Sia
ambos miembros de esta igualdad los multiplicamos por @x, nos da

Ax(@+b+d)=ax0

Y]
X
S
|
|

SI
X
oL

que al tomar la magnitud nos da

absen = acsen 3.

Si se multiplica ahora la suma por bx, se obtendré analogamente

absend = besen o
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Figura 1.8: Configuracidn de los vectores

con lo cual podemos escribir la triple igualdad
absen = acsen § = besen
que al dividir entre abc nos da la ley de los senos

sena  sen(3  senf
a b c

Ejemplo

Demostrar que

@x (bxd) =b(@xa)—aaxb).
Solucién

Supongamos que los vectores dados tienen las componentes

ad=ayi+ ayj' + azl%,
b= byi+ byj + b.k,

= cpi+ cyj + czl%.

Al hacer el producto cruz entre b y C obtenemos
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= %(bycz —b,ey) +3(bzcl. —byc.) + lAc(bxcy —bycy) = d

y al multiplicar por @ x d nos da

~ i 7k
ixd=|a; ay a, |=
dy dy d.

+3[a2(bycz —bzcy) — az(bucy — byca)|+

+l%[ax(bzcx —bycs) — ay(byc, — b.cy)] =

= %(aybwcy — aybycy + azbge. —azb.cr)+
—|—j'(azbycz —asb.cy — agbyey + azbycy )+
+l§:(ambzc$ — azbyc; — aybyc, + ayb.cy).

Si ahora desarrollamos el segundo miembro de la ecuacién inicial, obtendremos

— -

b(@x¢c)—él@xb)=

(bai + byj + bok)[(azi + ay) + azk) X (cat + ¢y + e k)] —
—(CI% + cyj + czl%)[(am% + ayj' + azlg:) X (bzi + byj + bzl%)] =
= (bxi + byj' + bzl’%)(amcm +ayey +asc.) — (cxg + cyj + czl;:)(ambm +ayby +ab.) =

= %(aﬁbﬁcx + aybyey + azbge, — agbycy — aybycy —azbocy)+

—|—j’(azbycx + aybycy + azbyc, — azbzcy — aybycy — azbsey)+

—|—f€(axbzcm +aybsey +azb.c, — agbyc, —aybye, —azb.c,) =
= %(aybwcy + azbyc. — aybycy —azb.cl)+
—|—j(azbycm +azbyc, — agbgey —azbsey)+

+k(azbcy + aybrcy — agbgc. — aybyc.),

que es precisamente lo mismo que encontramos en el triple producto cruz dado arriba.
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Ejemplo
Encontrar el angulo entre la diagonal interna de un cubo y una de sus aristas.
Solucién

Si hacemos tres lados del cubo (que miden a unidades) coincidan con los ejes de coordenadas,
la diagonal estard dada por el vector d = ai + aj + ak, con lo cual podemos calcular el dngulo

haciendo el producto punto con cualquiera de los vectores que dan sus aristas vecinas, ai, aj o
ak:

ai-d=ai-a(i+j+k)=a?,
por otro lado
ai-d = adcosf = V3a? cosf,

igualando estas expresiones se obtiene

cosf =

Sl

con lo cual obtenemos 6 = 54.7°.

Ejercicios

1. Dados A=2i—3j—ky B=1+4j + 6k, hallar

a) AxB R: (—14,—13,11)
b) BxA R: (14,13, —11)
¢) (A+B)x(A-B) R: (22,26, —22)
2. SiA=3i—j+2k B=2i4+j—kyC=i—2j+2k hallar
a) (AxB)xC R: (24,7, -5)
b) Ax (BxC) R: (—5,15,15)
3. Los vectores @ y b forman un éngulo ¢ = 30°. Sabiendo que a = 6, b = 5, calcular ||@ x b]|. R: 15
4. Sean 4 = (1,-3,2), v =(1,1,0) y & = (2,2, —4). Encontrar
a) |G+ 7] R: 3.46
b)  lal + 7] R: 5.16
¢) | —2a + 24 R: 14.97
d) |3@— 50+ 0| R: 12.17
e) /|l R: (0.41,0.41,-0.82)
f) - w/lwll R:1
5. Resolver para k: |kv] =3, ¥ = (1,2,4). R: k= 0.65

6. Hallar el drea del tridngulo cuyos vértices son (1,3,2),(2,-1,1) v (1,2,3). R: 5.2
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7. Calcular el producto cruz de los siguientes vectores y hallar el dngulo entre ellos:
a) A=3i+2j, B=5j+k R: A x B =2i—3j + 15k, 57°
b) A=i,B=5j—3k R: A x B = 3j + 5k, 90°
) A=3i—2j—k B=-2j R: A x B = —6k, 37.3°
d) A=-2i+7}, B=k R: A x B =Ti+2j, 90°
) A=5j—3k, B=i+j+k R: Ax B =8i—3j — 5k, 11.4°
8. Hallar el 4ngulo entre A=4i+ 105 + 2k y B=2i— 45 + 0.5k. R: 51°
9. Sean @ =(2,-1,3),7=1(0,1,7) y w=(1,4,5). Calcular
a) Uxw R: (-23,7,-1)
b) U x (U x W) R: (-20,-67,-9)
¢) (Ux7)xd R: (-78,52,-26)
d) (4 x7)x (Ux ) R: (0,-56,-392)
e) i x (F— 2u) R: (24,0,-16)
f) (@xv)—2w R: (-12,44,-36)
10. Para los siguientes pares de vectores hallar « - ¥, & X U y el angulo entre ellos
a) 4= (1,-3,7),07=(8,-2,—-2) R: 0, (20,58,22), 90°
b) u=(-3,-1,2),v=(4,2,-5) R: -24, (1,7,-2), 163°
¢) u=(7,3,5),0=(-8,4,2) R: -34, (-14,-54,52), 116°
d) u=(6,1,3),7=(4,0,-6) R: 6, (-6,48,-4), 83°
e) @=(1,1,1), 5= (-1,0,0) R: -1, (0,-1,1), 125.3°
f) u=(4,1,6), v =(-3,0,2) R: 0, (2,-26,3), 90°
9) =(-7,1,3),v=(5,0,1) R: -32, (1,22,-5), 144.8°
h) =(0,0,1), ¥ = (8,3,4) R: 4, (-3,8,0), 65°
i) @=(2,-3,5),7=(—1,9,0) R: -29, (-45,-5,15), 121.3°
j) u=(3,-4,2),v=(-2,-3,-7) R: -8, (34,17,-17), 100.9°
11. Sedaa=10,b=2y ||@x b|| = 72. Calcular a - b. R: +30
12. Sedaa=3,b=26yd-b=12. Calcular ||@ x b||. R: 16
13.  Los vectores a@ y b son perpendiculares entre si. Sabiendo que a = 1, b = 2, calcular:
a) ||(@+b) x (@—b)]| R: 24
b) [|(3d@ — b) x (@ — 2b)|| R: 60
14. Los vectores @ y b forman un angulo ¢ = 120°. Sabiendo que a = 1, b = 2, calcular:
a) (@ x b)? R: 3
b) [(2d + b) x (@ + 2b))? R: 27
¢) [(@+ 3b) x (3@ — b)]? R: 300
15.  Dados los vectores @ = (3,—1,—2) y b= (1,2, —1), hallar las coordenadas de los productos vectoriales:
a)@xb R: (5,1,7)
b) (2@ +b) x b R: (10,2,14)

¢) (2@ —b) x (2d+b) R: (20,4,28)
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16.

17.

18.

Se dan los puntos @ = (1,2,0), b= (3,0,—-3) y ¢= (5,2,6). Calcular el drea del tridngulo abc.
R: 14
Se dan los vectores @ = (2,—3,1), b = (—3,1,2) y @= (1,2,3). Calcular (@ x b) x €y a@ x (b x &).
R: (-7,14,-7), (10,13,19)

El vector ¢ es perpendicular a los vectores @ y g, el angulo formado por a@ y b es igual a 30°. Sabiendo
que a = 6, b =3, ¢ =3, calcular @ x (b x ¢). R: 27



Capitulo 2

Rectas y planos

Las superficies mas simples son los planos. Las curvas mas simples son las rectas. En este
capitulo nos ocuparemos ellos, lo que nos servira para después abordar el estudio de superficies
y curvas mas complicadas.

2.1. Rectas en el plano

Ya se ha visto que una ecuacion de la forma Axr+ By+C' = 0 describe una recta de pendiente
—A/B y ordenada al origen —C'/ B. De hecho es més frecuente escribirla en la forma y = mx+b,
llamada ecuacion pendiente ordenada al origen. Se puede encontrar facilmente la ecuacion de
una recta conociendo dos puntos por los que pasa (r1,y1) ¥ (Z2,%2), ya sea encontrando la
pendiente con la formula para la pendiente o por medio del siguiente determinante

z y 1
1 Y1 1 =0.
T Y2 1

Otra forma de describir una recta es usando un vector paralelo a la recta y un punto por
el que pasa, como se vera en la siguiente seccion.

2.1.1. Ecuacion vectorial de una recta

Si se tiene un punto P, de una recta, y el vector ¥ paralelo a ella (llamado a veces vector
director), se puede dar su ecuacién como

en la que t es cualquier nimero real. Mas explicitamente se puede escribir como

(#,9) = (w0, Y0) + t(vz, vy). (2.2)

Si tenemos la ecuacién de una recta en la forma vectorial, se puede pasar a la forma punto
pendiente haciendo m = v, /v, y b = yo — may.

Cuando nos dan dos puntos (z1,y1) v (22,¥2), podemos construir la ecuacién vectorial
de la recta que pasa por esos dos puntos tomando alguno de ellos como F, y haciendo v =

(2 — 21)i + (y2 — 11)J.
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Ejemplo
Encontrar la ecuacién vectorial de la recta que pasa por los puntos (2,-1) y (5,7).

Solucién

Sea Py = (2, —1). El vector director serd 7 = (5 — 2)i + (7 — (=1))7 = (3, 8).
Entonces la ecuacion es
(z,y) = (2, 1) +1(3,8).

Para esta misma recta la ecuacién pendiente-ordenada al origen la encontramos haciendo

m=-, b=-1-(8/3)2=-19/3

con lo que la ecuacién nos da

_8 1
Yy=37 73

2.1.2. Angulos entre rectas

my y ma, se puede encontrar el angulo mas pequeno 6 entre ellas con la formula

tg ) = My — 1My

1+ mime

Para dos rectas con ecuaciones dadas en forma pendiente ordenada al origen y pendientes

(2.3)

De esta formula se desprende que si dos rectas son paralelas, my = my; si son perpendicu-

lares, mgy = —1/m;. La férmula anterior es un poco dificil de aplicar y méas de recordar, pero
si se tienen las ecuaciones en forma vectorial es mucho mas facil hallar el angulo entre las
rectas haciendo el producto punto o el producto cruz y despejando el angulo. Esto se puede
representar con las férmulas siguientes

U - Uy
cosf = ,
V1U2
’171 X ?72
sen f = g
V1V2

rectores da cero, y para rectas perpendiculares el producto punto da cero.

Ejemplo
Encontrar el dangulo que forman el siguiente par de rectas
y=br—2, y=-2zx+4

Solucién

Sustituyendo en la férmula 2.3

(2.4)

(2.5)

Para dos rectas con ecuaciones vectoriales paralelas, el producto cruz de sus vectores di-
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me —m
tg 0 = 2 1

1 + mimeo B
con lo cual, § = 37.87°.
Ejemplo

Encontrar el dngulo entre las rectas

(m,y) = (2a3) + (37 _1)t7 (x,y) = (_]-a _1) + (_27 _1)t

Solucién

Sustituyendo en la ecuacién 2.4

171 - Uy o (3771) i (723 71)

= = —0.7071.
e P (DY (2P (1P

cosf =

Por lo tanto, 8 = 135°.

2.1.3. Distancia de un punto a una recta

Para una recta de la que se tiene su ecuacién general Ax + By + C' = 0, la distancia de un
punto (z1,y;) hacia ella viene dada por la férmula

_ |Azy + By, + C|
VA2+ B2

Si se tiene la ecuacion de la recta en forma vectorial, se puede encontrar la distancia del
punto P..; a la recta encontrando el vector diferencia entre Py y P,.;; , y luego la magnitud de
la proyeccion de él con el vector que va de la recta a P..;, lo que se hace usando el producto

punto entre el vector ¥ de la recta normalizado y (Py — P.,t). Esto se puede resumir con la
siguiente féormula

d (2.6)

d:|(p0_Pe:ct)'ﬁ|' (27)

Ejemplo
Hallar la distancia del punto (2,1) a la recta y = —2x + 3
Solucién

La recta tiene la forma general

2¢0+y—3=0,

con lo cual se tendra en la formula 2.6

_ 1@+ O@) +(=3)] _
d= NCESE =0.89

Ejemplo
Hallar la distancia del punto (4,5) a la recta (z,y) = (2,-1) +¢(1,—-1)
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Solucién

De la férmula 2.7 tenemos que

Asi que, d = 5.66.

2.2. Planos

En el plano, una ecuacion lineal genera una recta; esta es la linea mas simple que se puede
generar. En el espacio una ecuacion lineal genera superficies planas, que son las superficies méas
simples que se pueden generar. La analogia entre rectas y planos lleva a relaciones interesantes

que sirven para analizar su comportamiento.

Figura 2.1: Configuracién de los vectores unitarios en el espacio

En este punto debemos decir que, aunque el uso de los vectores 17, j’, y k en las direcciones
hacia la derecha, hacia arriba y hacia afuera del papel respectivamente, es perfectamente claro
y consistente, convencionalmente se utilizan del modo siguiente: ¢ hacia afuera del papel, j
hacia la derecha y k hacia arriba, segiin se muestra en la figura 2.1. A partir de ahora se

utilizard esta convencion.
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2.2.1. Ecuacién punto normal de un plano

En el plano, para dar la ecuacién de una recta es suficiente conocer un punto Py = (g, yo)
y la pendiente m, con lo cual la ecuacién es

(y — yo) = m(x — x0). (2.8)

Para un plano en el espacio también se puede hallar su ecuacion al tener un punto Py =
(%0, Yo, 20) ¥ su inclinacién. Para especificar la inclinacién de un plano se puede dar un vector
7 que sea perpendicular a él. A este se le llama su vector normal.

La ecuacién del plano, donde P = (x,y, z) es cualquier punto sobre él, es

i (Py— P)=0, (2.9)

o mas explicitamente

ng(x — x0) + ny(y — yo) + n.(z — 29) = 0. (2.10)

A ésta se le llama ecuacion punto normal de un plano. Al desarrollar se obtiene una ecuacién
de la forma

ax + by +cz +d = 0. (2.11)

Toda ecuacion de la forma anterior da un plano cuyo vector normal es
i = ai+bj + ck. (2.12)

Ejemplo

Dados dos puntos M; = (3,—1,3) y M3 = (5,—2, 1), hallar la ecuacién del plano que pasa por el
punto M; y es perpendicular al vector (M; — My).

Solucién

El vector (M7 — Ms) es (—2,1,2), con lo cual la ecuacién es

2x-3)+{y+1)+2(z2-3)=0,

o bien

—2x+y+224+1=0.

Ejemplo
Encontrar el plano generado por los vectores @ = 2i + 7j — k y b=i+ 27 + 3k.
Solucién

Para hallar el vector normal al plano, simplemente calculamos el producto cruz, que nos dara el
vector normal del plano buscado

E ~ PN A~
1 | =23i—7j— 3k
3

St

Il
— N S
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y tomamos cualquiera de los dos vectores dados como Py y sustituimos en la formula 2.9
23(x—2)—T(y—7)—3(z+1)=0,
o bien
23x — Ty — 3z = 0.
Ejercicios
1. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (2,1,-1) y cuyo vector normal es 7 = i —2j+ 3k.
Rix—2y+32=0
2. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el origen de coordenadas y cuyo vector normal es 57 — 3k.
R:5x—-32=0
3. Hallar la ecuacién del plano que pasa por los puntos M; = (2,—1,3) y Ms = (3,1,2) y es paralelo al
vector @ = (3,—1,4). Riz+2y—2+3=0
4. Hallar el vector unitario perpendicular al plano formado por A=2i— 6] — 3k y B =4i+ 37 — k.
R: (1/7)(3i — 2j + 6k)
5. Hallar la ecuacion del plano perpendicular al vector A =2+ 35 + 6k y que pasa por el extremo del
vector B =1+ 55 — 2k. R:i2x+3y+62—35=0
6. Hallar la ecuacién del plano determinado por el punto y vector normal dados
a) (2,6,1),i+4] + 2k Riz+4y+22—28=0
b) (=1,-1,2), —i +7j + 6k R: —2+7Ty+62—6=0
¢) (1,0,0), k R:iz=0
d) (0,0,0), 2i + 3j + 4k R: 2z + 3y + 42 =0
7. Hallar un plano que pase por (2,—7,6) y sea paralelo al plano 5z — 2y + 2z — 9 = 0.
R: bz —-2y4+2—-30=0
8. Encontrar el plano generado por los vectores @ = 3i — j + k y b= 3j + 4. R:Te+12y—92=0
9. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (2,1,-1) y cuyo vector normal es 77 = (1, -2, 3).
Rix—2y4+24+3=0
10. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el origen y cuyo vector normal es 77 = (5,0, —3).
R:5x—-32=0
11. Hallar la ecuacién del plano que pasa por dos puntos M; = (1,—1,—2) y My = (3,1,1) y es perpendicular
al plano z — 2y + 32z — 5 =0. Ridx—y—22—-9=0
12. Dados dos puntos M7 = (3,—1,2) y M2 = (4, -2, —1), hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto
—_—
M1 y es perpendicular al vector M;Ms. Riz—y—3242=0
13. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto M; = (3,4, —5) y es paralelo a los dos vectores
= 3,1,-1)ydz =(1,-2,1). Riz+4y+72+16=0
14. Hallar la ecuacién del plano que pasa por los puntos My = (2,—1,3) y My = (3,1,2) y es paralelo al
vector @ = (3, -1, —4). R:9z—y+72—40=0
15. Hallar la ecuacién del plano que pasa por los puntos My = (3,—1,2), My = (4,—1,—1) y M3 = (2,0, 2).

R:3x+3y+2—-8=0
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16. Determinar las coordenadas de algin vector normal de cada uno de los siguientes planos

a) 2x—y—22+5=0 R: (2,-1,-2)
b) z+5y—2=0 R: (1,5,-1)
¢) 3x—2y—7=0 R: (3,-2,0)
d) by—32=0 R: (0,5,-3)
e) z+2=0 R: (1,0,0)
f) y—3=0 R: (0,1,0)
17. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el origen de coordenadas y es paralelo al plano
o — 3y + 22 -3 =0. R:bzx—-3y+22=0

18. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto M; = (3, —2, —7) y es paralelo al plano 2z —32z+5 = 0.
R: 22 —-32—-27=0

19. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el origen de coordenadas y es perpendicular a los dos planos:
2 —y+32—1=0,x+2y+2=0. R:7x—y—52=0

20. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (2,-1,1) y es perpendicular a los dos planos: 2z —z+1 =
0,y =0. Rixz+22-4=0

2.2.2. Ecuacidn general de un plano

Toda ecuacién de la forma Ax + By + C'z = 0 genera un plano. Si se tienen tres puntos (no
colineales) de coordenadas (z1,y1, 21), (%2, Y2, 22) ¥ (73,ys, 23), la ecuacién del plano que pasa
por ellos se puede encontrar con el determinante

z y =z 1
Ty a1

=0. 2.13
To Yo 2 1 ( )
T3 Yz z3 1

Ejemplo
Hallar la ecuacién del plano que pasa por los puntos p = (3,4,2), ¢ = (—1,3,2), r = (=3, -2,5).
Solucién

Sustituyendo en el determinante 2.13

r—3 y—4 z-—2
z+1 y—3 2—-2 |=-3x—16y+182—-"75=0.
z+3 y+2 z2-95

Nétese que también podria hacerse de otro modo: se restan los puntos (¢ — p) y (r — p) para
usarlos como vectores, hacer el producto cruz obteniendo el vector normal y finalmente sustituir
en la ecuacién punto normal. Esto es especialmente 1til cuando no se tiene a la mano la férmula
del determinante anterior. Se recomienda al lector verificar que se obtiene la misma respuesta.

En general, si se tienen cuatro puntos, éstos estaran contenidos en planos diferentes. Cuatro
puntos A, B, C'y D son coplanares si y sélo si

AD - (AB x BC) = 0. (2.14)
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2.2.3.  Angulos entre planos

Anélogamente al caso de dos rectas, el angulo entre dos planos se puede calcular por medio
de los vectores normales que los definen, haciendo el producto punto o el producto cruz entre
ellos y despejando el angulo. Para planos paralelos el producto cruz vale cero, mientras que
para planos perpendiculares el producto punto vale cero.

Ejemplo
Hallar el menor angulo entre los planos —x —y+32+8 =0, -3z +y+ 2z -4 =0.
Solucién

Los vectores normales a estos planos son

ﬁl = (7177153)7 ﬁ? = (73a 172)

El coseno del angulo entre ellos es

asi que el angulo es

0 = arccos(0.3213) = 71.3°.

Ejercicios

1. Encontrar la ecuacién del plano que pasa por los puntos dados

a) (1,2,-1), (2,3,1) y (3,-1,2) R:9z+y—52—-16=0
b)  (-1,1,1), (0,2,3), (1,0,-1) R:6y—32-3=0
) (32,1), (2,1-1), (-1,3,2) Riz+9y—52—16=0

2. Verificar que los tres planos x —2y+2 —-7=0,2x4+y—2+2 =0, z — 3y + 2z — 11 = 0 tienen un punto
en comun y calcular sus coordenadas. R: (1,-2-2)

3. Determinar cudles de los siguientes pares de planos son paralelos o perpendiculares

a) 2x—3y+52—7=0,22—3y+52+3=0 R: paralelos
b) 3z—y—22—-5=0,2+9y—32+2=0 R: perpendiculares
¢) 2e+3y—2—-3=0,z—y—2+5=0 R: perpendiculares
d) ©-3242=0,20—62—7=0 R: paralelos

4. Hallar los valores de ¢ y m que hagan que los siguientes pares de ecuaciones determinen planos paralelos

a) 2c+fly+32—5=0,mx—6y—6z+2=0 R:l=3 m=—-4
b) 3x—y+42—9=0,2c+my+22—3=0 R:l=3m=-2/3
c) mr+3y—22—1=0,2z—5y—¢z=0 R: £ =-10/3, m = —6/5

5. Determinar los valores de ¢ que den planos perpendiculares para los siguientes pares de ecuaciones

a) 3x—5y+4z—3=0,2+3y+224+5=0 R: 6
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b) bx+y+32—2=0,20+ly—32+1=0 R: -19
c) Tx—2y—z=0,lex+y—32—-1=0 R:-1/7

6. Determinar los dngulos formados por la interseccion de los siguientes pares de planos

a) r—2y+z2—1=0,z2+2y—2+3=0 R: 131.8°
b) 3y—2z=0,2y+2=0 R: 45°
¢) 6x+3y—22=0,z+2y+62—12=0 R: 90°
d) z+2y+22—-3=0,160+12y—152—1=0 R: 82.3°
e) 4drx+2y—4z4+5=0,2c+y+22—1=0 R: 63.6°
f) v—2242=0,22—62—7=0 R: 8.1°
9) 2c—-5y+z=0,z+22-3=0 R: 70.9°

2.2.4. Distancia de un punto a un plano

Para hallar la distancia de un punto a un plano hay una férmula en términos de los coefi-
cientes de la ecuacion del plano y las coordenadas del punto, andloga a la de la distancia de
un punto a una recta en el plano. Si la ecuacién general del plano es Ax + By + Cz+ D =0,
y el punto tiene coordenadas (xo, 3o, 20), la distancia estd dada por

_ |Azg + Byo + Czo + D)

d

(2.15)

También para tres dimensiones se tiene un método para calcular la distancia de un punto
a un plano con los vectores que los definen. La distancia de un punto F, a un plano que pasa

por () y con vector normal 7 es

(Q— F) -7

n

d= =(Q - Fy) -7l

(2.16)

La distancia entre dos planos paralelos Ax + By + Cz = D,y Av+ By + Cz = Dy es

d:‘ Dy — D '

Ai + Bj + Ck

Ejemplo

Calcular la distancia del plano 2z + y + z = 0 al punto (1,1,2).

Solucién

Sustituyendo en la férmula 2.15 obtenemos

|2(1) + 1(1) + 1(2) 4 0
VETZ 2

d = - 2.04

Ejemplo

Calcular la distancia entre los planos paralelos siguientes

(2.17)
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3r—y—2—-3=0, 3x—y—2+5=0.

Solucién

Para hallar la distancia entre los planos podemos encontrar la distancia entre un punto de uno

de los planos y el otro plano. Usaremos aqui la férmula vectorial, para lo cual hay que construir

los vectores indicados.

Tomemos la ecuacién para el primer plano y sustituyamos y =0, 2 = 0, lo que nos da x = 1, es

decir, Py = (1,0,0). Para el segundo plano tenemos que 77 = (3, —1,—1), y sustituyendo = = 0,

y = 0 obtenemos z = 5, o sea que @ = (0,0,5). Con la férmula 2.16 tendremos

-1,0,5)-(3,—-1,-1
d=|(Q — Ry)-n| = CL0.5) B LDy gy
V32 + (1) + (—1)2
Ejercicios
Calcular la distancia entre los planos paralelos en cada uno de los siguientes casos

1. 2—-2y—22-12=0,2—-2y—22—-6=0 R: 2
2. 2x—3y+62—14=0,4c —6y+122+21=0 R: 3.5
3. 20—y+224+9=0,4c—-2y+42—-21=0 R: 6.5
4. 16z 4+ 12y — 152450 =0, 16z + 12y — 152 +25 =0 R: 1
5. 30x —32y+242z—-75=0, 152z — 16y + 122 — 25 =0 R: 0.5
6. 6x—18y—92—28=0,4r— 12y —62—7=0 R:5/6

2.3.

Rectas en el espacio

La recta en el espacio sera un poco mas dificil de tratar, puesto que en el espacio se trata de
la interseccién de dos planos. Sin embargo, nuevamente los vectores vienen en nuestra ayuda
para simplificar las cosas.

2.3.1. Ecuacion vectorial de una recta

Para describir una recta en el espacio la ecuacion vectorial nos sirve igual que en dos
dimensiones, con la tnica diferencia de que ahora el punto P, tiene tres coordenadas y el
vector ¢ ahora tiene tres componentes. La ecuacion es pues

(x,y,z) - ("L‘anO;ZO) +t(vxavyavz)' (218)

Ejemplo
Hallar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (5,-3,8) y (3,2,0).
Solucién

Para hallar las componentes del vector ¥, simplemente calculamos la diferencia entre los puntos
dados

7=(5-3-3-28-0)=(2-5,8)



2.3 Rectas en el espacio 31

y tomamos como Py cualquiera de los puntos, obteniendo
(x,y,2) = (3,2,0) + (2,—5, 8)t.

2.3.2. Ecuaciones paramétricas de una recta

Al descomponer la ecuacion vectorial de una recta se obtienen las tres ecuaciones escalares,
llamadas ecuaciones paramétricas de la recta

T = xy+tv,,
= Yo+ tuy, (2.19)
z = zp+tvu,.
Ejemplo
Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los puntos (1,2,3) y (-3,-2,-1)
Solucién
(x,y,2) =(1,2,3) + (1 — (-3),2— (—2),3— (-1))t = (1,2,3) + (4,4, 4)t.
Descomponiendo
r=14+4t, y=2+4t, 2z=3+4t.
Ejercicios

1. Hallar la ecuacién vectorial de la recta que pasa por los dos puntos dados

a) (17'2a1)7 (371»'1) R: (w,y,z) ( al) ( )t
b) (3,-1,0), (1,0,-3) R: (z,y,2) = (3,—-1,0) + (2 —1,3)t
) (53.8), (2,9,-7) R: (z,9,2) = (5,3,8) + (3,—6,15)¢

2. Hallar la ecuacién vectorial de la recta que pasa por el punto (-1, -1, -1) y es paralela al vector J.
R: (z,y,2) = —(1,1,1)+ (0,1,0)t

3. Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto (1,-1,-3) y es paralela:

a) al vector ¥ = (2,-3,4) Riz=2t+1,y=-3t—1,2=4t—-3
b) alarectaxz=2t+1,y=5t—2,2=1 Rix=2t4+1,y=5t—-1,2=-3
¢) alarectax=3t—1,y=—-2t+3,2=>5t+2 Rix=3t+1,y=-2t—1,z2=5t—3

4. Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los dos puntos dados

Q) (3-1,2), (2,1,1) Riz=t+2y=-20+1,2=t+1
b) (1,1,-2), (3,-1,0) Riz=t+3,y=—-t+1,z=1t
¢) (0,0,1), (0,1,-2) Riz=0,y=t 2=-3t+1

5. Encontrar las ecuaciones de las rectas con las caracteristicas dadas
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a) Pasa por el punto P(3,—4,—1) y es paralela al vector i 4 + k
R: (z,y,2) = (3,—4,-1) +t(1,1,1)
b) Pasa por P(1,2,—1)y Q(—1,0,1) R: (z,y,2) = (1,2,-1) + ¢(2,2,—2)
¢) Pasa por P(—2,0,3) y Q(3,5,—2) R: (z,y,z) = (—2,0,3) +t(5 5,—5)
d) Pasapor P(1,2,0) y Q(1,1,-1) R: (z,y,2) = (1,2,0) + (0 -1)
e) Pasa por el origen y es paralela al vector 25 + k R: (z,y,2) = (0,0,0) + t(O 2,1)
)

Pasa por el punto (3,-2,1) y es paralela a larectax =1+ 2t, y =2 —t, 2 =3t

R: (z,y,z) = (3,—-2,1) +

£(2,-1,3)

g) Pasapor (1,1,1) y es paralela al eje z R: (z,y,2) = (1,1,1) + ¢(0,0,1)

h) Pasa por (2,4,5) y es perpendicular al plano 3z + Ty — 5z = 21

R: ($7 y’ ‘/L.) = (2’ 47 5) + t(37 77 _5)

i) Pasa por (0,-7,0) y es perpendicular al plano x + 2y + 2z = 13

R: (I,y,LE) = (Oa 773 0) +t(17232)

§) Pasa por (2,3,0) y es perpendicular a los vectores @ = i + 2 + 3k y ¥ = 3i + 4] + 5k

R: (z,y,2) = (2,3,0) + t(—2,4,-2)

2.3.3. La recta como interseccion de planos

Asi como un sistema de dos ecuaciones en dos variables nos da un par de rectas que pueden
o no intersecarse; un sistema de tres ecuaciones en tres variables nos da tres planos, con las

siguientes posibilidades

a) tres planos que se intersecan dos a dos
b) tres planos coincidentes

c) interseccién de los tres en una recta
d) interseccién comun en sélo un punto
e) todos paralelos

f) dos paralelos y uno interseca a ambos

Aunque éstas no son todas las combinaciones posibles, nos sirven para darnos una idea de
los diferentes casos que puede haber al generar tres planos en un espacio tridimensional. Esto

se ve en las figura 2.2.

Para hallar la ecuacién de la recta que resulta de la interseccién de dos planos, se uti-
liza eliminacién, lo cual nos dara como resultado la ecuacién vectorial; o bien, las ecuaciones

paramétricas de la recta o de un plano.

Ejemplo

Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta donde intersecan los planos z — 2y + z — 8 = 0,

3r—y—2z—2=0.
Solucién

Para resolver el sistema tomamos la matriz aumentada del sistema y diagonalizamos
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R
s 4

Figura 2.2: Diferentes posibilidades de interseccién de planos

Ri  Ro
2—3R1 5R1+2R2 B T 10

R 5
1 -2 1 8 1 -2 1 8 5 0 -3 92 1 0 -3/5 92/5
3 -1 -1 2 0 5 —4 26 0 10 —8 52 0 1 —-4/5 52/5
Lo que nos da la ecuacién vectorial siguiente, haciendo z =t

(z,y,2) = (92/5,52/5,0) + (3/5,4/5,1)t,

o las ecuaciones paramétricas
x=92/5+ 3t/5,
y=>52/5+4t/5,
z =1.

Ejercicios

1. Encontrar las ecuaciones de las rectas de intersecciéon de los planos dados

a) z4+y+z=1lLz+y=2 R: (z,y,2) = (2,0,—1) +t(—1,1,0)
b) 3x—6y—2z=3,2x4+y—22=2 R: (z,y,2) = (1,0,0) + ¢(14,2,15)
c) x—2y+4z=3,2+y—22=5 R: (z,y,2) = (13/3,2/3,0) + t(0,2,1)
d) bxr—2y=11,4y —5z=-17 R: (z,y,2) = (—17/4,-124/8,0) + t(10,25,0)
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e) Encontrar el plano que pasa por Py(2,1,—1) y es perpendicular a la recta de interseccién de los
planos 2z +y—z=3, v +2y+2z=2 Riz—y+2=0

f) Encontrar el plano que pasa por los puntos P;(1,2,3), P»(3,2,1) y es perpendicular al plano
de—y+22="7 Riz—6y—2=-14

2.3.4. Ecuaciones simétricas de una recta

Si se toman las ecuaciones paramétricas y se elimina a ¢, se obtienen las ecuaciones simétri-
cas

T—To _Y—Y <2~ %
a b c

(2.20)

Estas ecuaciones, tomadas dos a dos, nos dan los planos de interseccion. Notemos que por
una recta pasan infinidad de planos, por lo cual, si bien un par de planos que se intersecan
nos determina una sola recta, una recta no determina solo un par de planos. Entre la infinidad
de planos que una recta puede determinar, las ecuaciones simétricas nos dan los mas simples,
pues sus ecuaciones solo dependen de dos variables.

Ejemplo

Encontrar las ecuaciones simétricas para la recta dada por las ecuaciones paramétricas y de ahi un
par de planos que se intersecan en esa recta

@ =92/5+3t/5,

y =52/5+4t/5,

z=t
Solucién
Despejamos t de las ecuaciones dadas
_x—92/5
3/5
L Y- 52/5
~4/5
t=2z

igualando las tres ecuaciones obtenemos

v—92/5 _y—52/5
3/5  4/5

Para los planos tomamos la primera y tercera expresiones y la segunda y tercera por separado
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x—92/5 y—52/5 ;
_— 27 _—
3/5 4/5
De donde obtenemos
50 —32—92=0, bHy—42—-52=0.
Ejercicios
1. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (2,0,-3) y es paralela
a) al vector @ = (2,-3,5) R: &2 = 4, — =3
b) alarecta 2zl = Y2 = =l R: 222 = ¥ — =43
2. Hallar las ecuaciones simétricas de las rectas siguientes
a) x—2y+32—4=0,3x+2y—52—4=0 R;xT*Q:yTﬂzi
b) br+y+2=0220+3y—22+5=0 R: 715/152213/51/;3:§
¢) v—2y+32+1=0,2x4+y—42—-8=0 R:I—f:%:f
3. Hallar las ecuaciones paramétricas de las rectas siguientes
a) 2¢+3y—2—-4=0,3x—5y+2y+1=0 Riz=t+1,y=—-T7t z=—19t — 2
b)) z+2y—2-6=0,2c—y+2+1=0 Riz=—t+1,y=3t+2, 2=-19t -2
4. Hallar la ecuacién de la recta formada por la interseccién del plano 3z —y — 72+ 9 = 0 con el plano que
pasa por el eje z y el punto (3,2,-5). R:
5. Hallar la ecuacién del plano que pasa por la recta de interseccion de los planos 3z —y + 2z +9 = 0,
z+2z2—3=0y
a) por el punto (4,-2,-3) R: 23z — 2y +212—-33=0
b) es paralelo al eje Riz+2—-18=0
c¢) es paralelo al eje y Riz+2-3=0
d) es paralelo al eje z Rixz—y+15=0
6. Determinar para qué valores de a y blos planos 2x —y+32—1=0,24+2y—2+b=0,x+ay—62z+10=0
a) tienen un punto en comun Ria#7
b) pasan por una recta Ria=7,6=3
¢) se cortan en tres rectas paralelas diferentes R:ia=7,0#3
7. Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta paralela a los planos 3x+12y—3z—5 =0, 3x—4y+92z+7 =0
y se corta con las rectas 252 = ¥=2 = zHL =8 — utl 222
Rix=8—-3,y=-3t—1, 2= -4t 42
8. Por los puntos M; = (—6,6,—5) y M2 = (12,—6,1) se ha trazado una recta. Hallar los puntos de
interseccién de esta recta con los planos coordenados.
R: (9,-4,0), (3,0,-2), (0,2,-3)
9. Hallar las ecuaciones vectoriales de las rectas donde intersecan los pares de planos dados
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a) r—2y+32—-4=0,3z+2y—52—4=0 R: (z,y,2) = (2,-1,0) + (1/2,7/4,1)t
) 5r4y+z=0,2+3y—2:=0 R: (2,9, 2) = (—5/13,12/13, 1)t
¢) x—2y+32+1=0,2z+y—42—-8=0 R: (z,y,2) =(3,2,0) + (1,2,1)t
d) 20+43y—2-4=03c—-5y+2:+1=0  R: (2,y,2) = (17/19,14/19,0) + (~1/19,7/19, 1)t
e) x4+2y—2—-6=0,2x—y+2z+1=0 R: (z,y,2) = (4/5,13/5,0) + (—1/5,3/5,1)t

2.3.5. Angulos entre rectas

El procedimiento para hallar el angulo entre dos rectas en el espacio es el mismo que

para rectas en el plano: se encuentra el producto punto o el producto cruz entre sus vectores
directores y se despeja el angulo. Si las rectas son paralelas el producto cruz da cero y si son
perpendiculares el producto punto da cero.

Ejemplo

Hallar los valores de A y B para los que el plano Ax + By + 32 — 5 = 0 es perpendicular a la
rectax =3+4+2t,y=5—-3t, 2 = -2 — 2.

Solucién

Para que la recta sea perpendicular al plano, también sera paralela a su vector normal, que es

ﬁ = (A7 B7 3)7
el vector director de la recta es
U= (2a 735 72)3
para que sean paralelos es necesario que 7 y U sean proporcionales. Sus componentes z estan a la
razén r = —3/2 de manera que se requiere que las otras estén a la misma razoén, con lo cual
A=2r=-3
B=-3r=9/2
Ejercicios
4 L x—3 _ y+2 _ =2 _ y—3 _ 245 .
1. Hallar el dngulo entre las rectas: £32 = &= = % Lle = o0 = \% ) R: 60°
2. Hallar el dngulo formado por las rectas: t =3t —2,y=0,2=—-t+3;2=2t—1,y=0,z=t— 3.
R: 45°
3. Hallar el valor de m para que la recta “‘1 = % = Z+3 sea paralela al plano z — 3y +6z+7=0. R: -3
4. Hallar el valor de C para que la recta 3z — 2y + 2z + 3 = 0, 4o — 3y + 42 + 1 = 0 sea paralela al plano
20 —y+Cz—2=0. R: -2
5. Hallar los valores de A y D para los que la recta © =3 + 4t, y = 1 — 4t, z = —3 4+ ¢, estd contenida en
el plano Az +2y —4z+ D = 0. R: -3, -23
6. Hallar los valores de n y C para los que la recta == = % = :

Cz+1=0. R: 6, 3/2
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7. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (1,2,-3) y es paralelo a las rectas:

r—1 y+1 2-7 x+5 y—2 2z+3
2 -3 3 3 =2 -1

R: 92+ 11y 4+52—-16=0

8. Hallar la ecuacién del plano que pasa por larecta x =3t+ 1, y =2t + 3, 2 = —t — 2 y es paralelo a la
recta22 —y+2—-3=0,z4+2y—2—5=0. R: 13z — 14y + 112 +51 =0

9. Hallar la ecuacién del plano que pasa por la recta ”T_l = yf—tf = 222 y es perpendicular al plano

2
3r+2y—2—-5=0.
R:ixz—8y—1324+9=0

10. Hallar las ecuaciones simétricas de la recta que pasa por el punto (3,-2,4), es paralela al plano 3z — 2y —

3z—7:0ysecortaconlarecta%‘2:%:%. R: 223 — y+2 _ z44

5 —6 9

11. Hallar el 4ngulo més pequeno entre los siguientes pares de rectas

a) x=3t—-2,y=0,z=—t+3;2=2t—1,y=0,2=t—-3 R: 45°
b) z=2t+5,y=—-t+2,z=t—-T;2=3t—7,y=-2t+4,2=3t+4 R: 16.8°
¢) z=2t-3,y=3t—2,z=—-4t+6;x=t+5y=—-4dt—1,z2=t—-4 R: 52.2°
d) z=t+1L,y=2t—9,2=—-t—-12,0=3—4t,y=5+3t, 2= -2+ 12¢ R: 71.7°
e) ©=5-2t,y=-342t,2=5—-t;x=2+2t,y=1—-2t,2=3+1 R: 0°

2.3.6. Interseccion de rectas

Cuando se tienen dos rectas que se intersecan en un punto, podemos encontrar las coorde-
nadas del punto de interseccion al despejar alguna de las variables en una de las ecuaciones
simétricas de una recta, y sustituyéndola en una ecuacién simétrica de la recta que involucre
a las mismas variables. Esto nos dara una coordenada, y el resto de ellas se encuentran con
ayuda de las otras ecuaciones simétricas de cualquiera de las dos rectas. Un error muy frecuente
entre los alumnos es suponer que se obtienen valores iguales de las coordenadas al sustituir
valores iguales del parametro variable ¢ en las ecuaciones paramétricas; esto se debe evitar a
toda costa.

Ejemplo

Demostrar que las rectas (z,y,2) = (4,2, -3)+(2,-3,-5/2)¢t, (z,y,2) = (—1,5,—4) + (—9,9,4)t
se intersecan y hallar el punto de interseccién.

Solucién

Las ecuaciones paramétricas de las rectas son

x=4+2t, y=2-3t, z=-3-5t/2

r=—1-9t y=5+4+9 z=—-4+4t
De donde se obtienen las ecuaciones simétricas

xr—4 y—2 z+3

2 -3  -5/2
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9 —9 4

de la primera recta tomamos las dos primeras expresiones, asi también para la segunda

z+1 y—5 =z2+4

3@ —4)=2(y—2)
9z +1)=-9(y —5)

y después resolvemos el sistema

3z 42y =16
r+y=4

lo que nos da las soluciones

$:87 y:74a

y el valor de z lo hallamos de alguna de las igualdades que la involucran, por ejemplo la tltima

y—>5 z+4

9 4
z=4y/9 — 56 = -8,

o sea que el punto de interseccién es (8,-4,-8). Obsérvese que si igualamos las ecuaciones paramétri-
cas para x, obtenemos que

r=4+2=-1-9t,

lo que al despejar nos da ¢t = -3/13. Pero cuando sustituimos esto en y para la primera recta
obtenemos

y=2-3(~3/13) = 35/13

mientras que para la segunda obtenemos

y=5+9(-3/13) = 38/13

lo que claramente muestra lo erréneo de igualar los valores de ¢ para hallar intersecciones de
rectas.

También es importante que, antes de calcular las coordenadas de una interseccion, se debe
verificar que efectivamente haya interseccion. Una pista sobre esto se tiene al verificar que las
rectas son coplanares. Las rectas ﬁl = (z1,y1, 21) +t(ur, vy, wy) y ﬁg = (w9, Y2, 22) +t(ug, Vo, w1)
son coplanares si

Uy Uz T — T2
v1 vy Y1 —Y2 | =0. (2.21)
wy Wz 21 — %2

Es importante establecer que si dos rectas no son coplanares, no se intersecan; aunque si dos

rectas son coplanares, no necesariamente se intersecan: pueden ser coplanares y no intersecarse,
en cuyo caso se trata de rectas paralelas.
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Ejercicios
Determinar el punto de interseccién de las siguientes rectas, en caso de que exista
1. (z,y,2)=(1,2,3) +(2,3,4) y (z,y,2) = (2,4,—-1) + s(1,—2,—4) R: no coplanares
2. (z,9,2) =(0,2,1)+t(1,-1,1) y (x,y,2) = (2,3,6) + s(2,1,5) R: (0,2,1)
3. (zy,2)=(-1,2,1)+t(1,1,-1) y (z,y,2) = (1,1,2) + s(—4,2,-2) R: (-1,2,1)
4. (z,y,2) =(0,3,-2)+t(1,-3,-1) y (z,y,2) = (1,4,-1) + s(1,1,1) R: (0,3,-2)
5 (z,9,2)=(-1,3,7)+t(2,-1,1) y (x,y,2) = (1,3,-2) + s(—6,3,-3) R: rectas paralelas

2.3.7. Distancia de un punto a una recta

Para hallar la distancia de un punto a una recta en el espacio, se utiliza el vector © que
define la direccién de la recta y el vector que resulta al restar las coordenadas del punto Py
al punto P,,;. Como el producto cruz nos da la proyeccién del vector (P, — Fy) sobre la
perpendicular a v, al calcular la magnitud de tal proyeccion tendremos la distancia buscada.
Esto se puede resumir como la férmula

d= ’( ext — Po) X 'lA}’ (222)

Ejemplo
Calcular la distancia de la recta x =4 4 2t, y = 2 — 3t, z = —3 — 5t/2 al punto (2,2,2).
Solucién

Para la recta se tiene Py = (4,2, —3) y después de dividir a ¥ entre su magnitud obtenemos ¢ =
(0.45,0.68,-0.57), con lo cual aplicamos la férmula

= |(Powt — Po) x 0] = d = |(=2,0,5) x (0.45,0.68, —0.57)| = | — 3.4i + 1.11] + 1.36k| = 3.82.

Distancia de un punto S a una recta que pasa por P y es paralela a v

=3 —
PELCEY (2.23)
(%
Ejercicios

1. Demostrar que lasrectas x +1 =4t, y —3 =%, z2—1 =02+ 13 =12t, y — 1 = 6t, 2 — 2 = 3t, se
intersecan. Hallar el punto de interseccién. R: (-17,-1,1)
2. Calcular la distancia del punto (1,-1,-2) a la recta 13 = y_;z = =5 R: 7

3. Calcular la distancia d del punto (2,3,-1) a las rectas siguientes
) FP=tp=4 R: 21
b) z=t—1,y=t+2,2z2=4t+13 R: 6
¢) 2x—2y+2+3=0,3x—2y+2z4+17=0 R: 15

4. Hallar la distancia més corta entre las dos rectas dadas en cada caso
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47 y+4 _ z+3 z—21 __ y+5 _ z—2 .
o) HE =Y =R R =R =5 R: 13
b) z=2t—4,y=—-t+4,2z2=-2t— ;2 =4t—-5,y=-3+5,2=-5t+5 R: 3
¢) HE=UP =il r=6t49,y= -2 2= —t+2 R: 7
; _ . 247 _ y=5 _ 2—9
5. Verificar que las rectas 2z +2y — 2 —10 =0,z —y — z — 22 = (; '3': = £ = Z= son paralelas y
calcular la distancia entre ellas. R: 25

6. Calcular las distancias de la recta x = 2t — 1, y = 3t + 4, z = 6t — 8 al origen de coordenadas y al punto
(1,1,1). R:72y6.7

2.3.8. Interseccion entre rectas y planos

Si se tienen un plano y una recta en el espacio, puede suceder que la recta sea paralela al
plano o esté contenida en él; pero lo mas probable es que esté fuera del plano y lo atraviese
en un punto. Para hallar la interseccién se despejan dos variables de las ecuaciones simétricas,
dejandolas como funcién de la tercera tnicamente, y se sustituye en la ecuacién del plano.
Esto nos da una coordenada, y las otras dos se obtienen al sustituir en los despejes hechos
anteriormente. Si acaso la recta es paralela al plano, no encontraremos solucién a las ecuaciones
planteadas. Para verificar que en efecto hay paralelismo se calcula el producto entre el vector
normal del plano y el vector director de la recta. Si la recta estd contenida en el plano, al
resolver obtendremos infinitas soluciones, que simplemente nos daran otra ecuacién para la
recta.

Ejemplo

Hallar el punto donde se intersecan la recta * —4 = 5t, y +2 = t, 2z —4 = —t y el plano
3r—y+72+8=0.

Solucién

Las ecuaciones simétricas de la recta son
x—4 y+2 z—-4
5 1 -1
de ellas despejamos a y en funcién de z y a x en funcién de z, y obtenemos

r=—-5z+24, y=-—z+42,

sustituyendo en la ecuacién del plano tenemos que

3(=52+24)— (—2+2)+72+8=0

=T8T, x=-222/T, y=—64T.

Ejemplo

Hallar la ecuacién del plano que pasa por larecta x =3t + 1,y =2t+3, 2 = —t — 2 y es paralelo
alarecta2x —y+2—3=0,z+2y—2—5=0.

Solucién

Para esto vamos a hallar el vector director de las rectas involucradas. La primera recta tiene como

vector director a ¥; = (3,2, —1). Para la segunda recta lo encontramos haciendo el producto cruz
de los vectores normales de los planos, ©1; = (2,—1,1) y 7ie = (1,2, —1)



2.3 Rectas en el espacio 41

ik S
’172—771><’fig— 2 -1 1 Z—i+3j+5]€:(—1,3,5).
1 2 -1

Con estos podemos encontrar el vector normal al plano buscado, haciendo el producto cruz

k
—1 | =13i—14j 4+ 11k = (13, —14,11).
5

ﬁ:_'lx_é:

L o
W N o

-1

Para el punto Py hacemos ¢ = 0, lo que nos da Py = (1,3, —2), con esto la ecuacién del plano es

13(z — 1) — 14(y — 3) + 11(2 + 2) = 13z — 14y + 112 + 51 = 0.

Ejercicios
1. Hallar el punto de interseccién de la recta y el plano dados
@) Tz 9p43y4 .10 R: (2,-3,6)
b) xT%:yT?:Zj517$—Qy+Z—15=0 R: es paralela
¢) x_—+22 = ygl = 253, T+2y—224+6=0 R: estd contenida en el plano

10.

Hallar el punto donde se intersecan la recta y el plano dados en cada caso

a) z=14+t,y=—-1-2t,2=62x+3y+2—-1=0 R: (2,3,-6)
b)) z=-34+3t,y=2—t,z=-1-5t;z—2y+2—-15=0 R: es paralela
¢) x=-2-2t,y=143t,2=3+2t; x+2y—22+6=0 R: (-2,1,3)

Hallar los puntos de interseccion de la recta 20 +y —2—3 = 0, x +y + 2z — 1 = 0 con los planos
coordenados.

R: (2,-1,0), (4/3,0,-1/3), (0,2,-1)
Encontrar los valores de D para los que la recta 2z + 3y — 2+ D =0, 3z — 2y + 2z — 6 = 0 corta

a) alejex R: 4
b) alejey R: 9
c) alejez R: 3

Hallar la ecuacién del plano que pasa por la recta x = 2t + 1, y = =3t + 2, z = 2t — 3 y por el punto
(2,-2,1). R:dz+6y+52—1=0

- =273 2 —2
R: 6z —20y —1124+1=0

Hallar la ecuacién del plano que pasa por las dos rectas paralelas: szz = yTH —z=3 w—l w2 243

Demostrar que la recta: © = 0, y = ¢, z = t, estd en el plano 6x + 4y — 4z = 0, es paralela a el plano
5z — 3y + 3z = 1 y esta debajo de él, es paralela al plano 6z 4+ 2y — 2z = 3 y estd arriba de él.

Demostrar que la recta x — 4 = 2t, y = —t, z 4+ 1 = —4t es paralela al plano 3z + 2y + 2z — 7= 0.

Por los puntos My = (—6,6,—5) y Ms = (12,—6, 1) pasa una recta. Hallar los puntos en que esta recta
interseca a los planos coordenados. R: (9,-4,0), (3,0,-2), (0,2,-3)

Demostrar que la recta ¢ = 3t — 2, y = —4t + 1, z = 4t — 5 es paralela al plano 4x — 3y — 6z — 5 = 0.
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11. Demostrar que la recta donde se intersecan los planos 5x—3y+2z—5= 0, 2e—y—2—1 = 0 estéd contenida
en el plano 4z — 3y + 72 — 7= 0.
12.  Hallar la ecuacion del plano que pasa por la recta de interseccién de los planos 2x —y + 3z — 5 = 0,
x—+2y—z+2=0y es paralelo al vector ¥ = (2,—1,—2). R:5x+52—8=0
13. Hallar la ecuacién del plano que pasa por la recta de interseccién de los planos bz — 2y — z — 3 = 0,
x4+2z—3=0,z+3y—22+5=0y es paralelo al vector ¥ = (7,9, 17).
R:s(br —2y—2—-3)+t(x+3y—22+5)=0
14. Hallar la ecuacién del plano que pasa por la recta de interseccién de los planos 3z — 2y + z — 3 = 0,
x — 2z =0y es perpendicular al plano x — 2y + z +5 = 0. R: 11z —2y —152—3=0
15. Hallar la ecuacién del plano que pasa por la recta bx —y — 22 —3 =0,3z —2y —5z2+2 =0y es
perpendicular al plano x + 19y — 7z — 11 = 0. R:s(br—y—22—-3)+t(Bx—2y—52+2)=0
16. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (2,-3,-5) y es perpendicular al plano 6z — 3y —
5242 =0. R;IT*?:?J__JF;:%
17. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (1,-1,-1) y es perpendicular a la recta I—JQF‘Q’ = y_—;é =
z+2 . —
=2 R: 2z —3y+42—-1=0
18. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (1,-2,1) y es perpendicular a la recta z —2y+2z—3 = 0,

r+y—2+2=0. Rixz+2y+22=0



Capitulo 3

Superficies de segundo orden

Las ecuaciones de segundo orden en dos variables definen superficies llamadas cuddricas,
que es importante estudiar para conocer sus propiedades geométricas basicas.

En las ecuaciones candnicas dadas se supondrd que los puntos notables (centro, vértice,
etc.) estan centrados en el origen de coordenadas. Para los casos en que dichos puntos no estén
ubicados en el origen, simplemente debemos realizar las traslaciones necesarias. Esto se hace
al restar cada coordenada a la variable correspondiente, es decir, hay que sustituir (z,y, z) por
(x — h,y — k,z— (), donde (h, k, ¢) son las coordenadas del punto notable trasladado.

3.1. Esferas

La ecuacién de una esfera centrada en el origen y cuyo radio es a, es la siguiente

22+ =dk (3.1)

Ejemplo
Hallar la ecuacién de la esfera centrada en el punto (1,-1,3) y de radio 3.
Solucién

En la ecuacién 3.1 hacemos a = 3, con lo cual obtendriamos la ecuacion

22y 4+ 22 =0,

Pero como el centro no esté en el origen, sino en el punto (1,-1,3), la ecuacién es

(=12 +(y+1)°+(2-3)%=09.

Ejemplo
Dibujar la esfera cuya ecuacién es 5x2 + 5y2 + 522 = 125.
Solucién

dividiendo entre 5 la ecuacién dada obtenemos la ecuacién en la forma 3.1

22 4 y% + 2% =25,

lo cual indica que a = 5. La esfera es la de la figura 3.1.
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-15

1515

Figura 3.1: Esfera 22 4+ y2? 4+ 22 = 25

Ejercicios
Trazar las esferas
224yt 4 22=4
224yl 4+ 22=4
2+ (y—-12+22=1
322+ 3y +3(2 +1)2 =27

2?2+ y? + 22 - 20 +2y =7 (Indicacién: completar cuadrados)

R B

3.2. Cilindros

La ecuacion de un cilindro circular cuyo eje coincide con en el eje z y cuyo radio es a, es la
siguiente

2 +y* = a’. (3.2)

Obsérvese que no aparece la variable z. Si el cilindro tuviera su eje sobre el eje y por ejemplo,
en la ecuacién no apareceria la variable y. Siempre que no aparece una variable en la ecuacion
de segundo orden, tendremos un cilindro. Esto nos permite tener cilindros no circulares.

Si la ecuacion es la que define una pardbola en el plano zy, la ecuacion en el espacio nos
definird un cilindro parabdlico; y asi por el estilo para cada conica.

La extension de la ecuacion dada en la variable que no aparece es de —oo hasta +oo, a
menos que se especifique lo contrario. Esto es, tendremos cilindros de longitud infinita, a menos
que especifiquemos el inicio y el fin de los mismos.
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Ejemplo

Hallar la ecuacion del cilindro eliptico con semiejes 3 y 5 en direcciones x y y, respectivamente,
y cuyo eje es el eje z.

Solucién

Como el eje del cilindro esta a lo largo del eje z, esta variable no debe aparecer en la ecuacién.
La ecuacién de la elipse de semiejes 3 y 5 es

2 2
A Y
9 25

que es la ecuacion buscada. En la figura 3.2 se muestra el cilindro en cuestién.

T

Y

Figura 3.2: Cilindro & + & — 1

Ejemplo

Dibujar el cilindro cuya ecuacién es

para el intervalo 0 < 2z < 5
Solucién

La ecuacién anterior se puede reescribir como

2?2
4

1

que es la ecuacion de una hipérbola sobre el plano xy. Por tanto, se trata de un cilindro hiperbdlico
con eje paralelo al eje de las z (puesto que tal variable no aparece en la ecuacién dada). La

:]_7
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Figura 3.3: Cilindro 2~ — £~ =1

desigualdad para z nos da los valores maximo y minimo que adquirird esta variable, por lo que la
extension del cilindro no sera infinita en esta direccién. El cilindro en cuestion es el de la figura

3.3.

Ejercicios

I = T =
= W = o

© ® N e WD

Trazar los cilindros
2?2+ y? =4
22 4+22=4
z=19>—1
r =y
22 +422 =16
42 + y* = 36
22 —y?=1
yz =1
g2 — 22 =4
1622 + 4y% =1
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15. z=1-2?
16. yz=1

3.3. Conos

La ecuacion de un cono paralelo al eje z, con vértice en el origen y cuyo radio en z =1 es

a, es la siguiente

v+ = a2

Podemos tener conos elipticos, en cuyo caso la ecuacion es

2 2
T Yy 9
—2+—2—Z,
a b

con a y b los semiejes en z = 1.

Ejemplo
Hallar la ecuacién del cono circular que pasa por el punto (-1,0,-1).
Solucién
Como en z = —1 el radio es r = /(—1)2 + (0)2 = 1, la ecuacién es

2?4y = 22

7 gy =
/iy
5

7

L]

Figura 3.4: Cono 2% 4 y2 = 22

La figura 3.4 muestra el cono.

(3.3)

(3.4)
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Ejemplo
Dibujar el cono definido por las relaciones ””4—2 + % =22,0<z2<1.
Solucién
El cono en cuestion es eliptico y tiene semiejes a = 2y b = 5 en z = 1. Vemos que se extiende
desde z = 0 hasta z = 1. La figura 3.5 muestra el cono.
Figura 3.5: Cono “;1—2 + 99—2 =22
Ejercicios
Trazar los conos

1. 2?2 +9?2 =22

2. y?+22=22

3. 42?4922 = 9y?

4. 922 4 4y? = 3622

5. 4a? 4 4y? = 22

6. 16y + 922 = 422

7. 4x? +92% =2

8. 9z2 4+ 16y% = 422

9. 224 y? =22

10. 22+ 22 =42
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3.4. Elipsoides

La ecuacion de un elipsoide con vértice en el origen y semiejes a, b y ¢, es la siguiente

2 2 22
¥+—+g=1. (3.5)

Si el valor de dos de los semiejes de un elipsoide coincide, se le llama esferoide. Cuando
el tercer semieje es menor a los dos valores iguales, es un esferoide oblato. En caso de que el
tercer semieje sea mayor que los dos iguales, es un esferoide prolato.

Ejemplo

Gralficar el elipsoide que tiene como ecuacién

56'2 2 2
a? v 2
9 16 4

Solucién

Figura 3.6: Elipsoide 2 4 % + 2=

9 4

El elipsoide tiene como semiejes 3, 4, y 2 en las direcciones x, y y z, respectivamente. La figura
3.6 muestra el elipsoide.

Ejemplo Dibujar el elipsoide cuya ecuacién es

N
[
[

&1 5
1\3|@
ot

Solucién
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20

Ne
AL,
’9§w&

2
+2 =1

v
25

Figura 3.7: Elipsoide 22

= b, por lo cual vemos que se trata de un esferoide

El elipsoide tiene a =b=5yc=3 < a

oblato. La figura 3.7 muestra el esferoide.

ercicios

]

E

Trazar los elipsoides

922 + 924+ 22=9

1.

4a? + 4% + 22 = 16

2.

42% + 9y* + 42% = 36

3.

922 + 4y* + 3622 = 36

4.

=4

4x? + 492 4 22

5.

36

3622 + 9y? + 422 = 36

922 + 4y? 4 22

6.

7.

da? + 4% + 22 =4

8.

36

3622 + 9y% 4 422 =

9.
10.

2522 +9y? + 422 =9

Paraboloides

3.5.

La ecuacién de un paraboloide circular con eje paralelo al eje z, con vértice en el origen y

cuyo radio en z = 1 es a, es la siguiente
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> +y* = a’z. (3.6)

Podemos tener paraboloides elipticos, en cuyo caso la ecuacion es

siendo a y b los semiejes en z = 1.
También se pueden tener paraboloides hiperbolicos. En este caso la ecuacion es de la forma

2 2
r_Y _Z (3.8)
a> b ¢
Ejemplo
Hallar la ecuacién del paraboloide circular con vértice en el origen y cuyo radio en z = —1 es 1.
Solucién
it
S
N
S
S
o,
(17777
LT T7 77
L
Figura 3.8: Paraboloide z = — (22 + y?)
Como tenemos que en z = —1 el radio vale 1, la ecuacién es z? + y? = —z, o bien

2z = —(2? +y?).

La figura 3.8 muestra el paraboloide.
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Ejemplo

Dibujar el paraboloide cuya ecuacién es

Solucién

™

4
U
R
gt
s
[]
A
LT mw/

S
QOB
\\\\\\\\‘\\\\‘\‘\‘\
MR
\W &

80 NI
\\

100

///////

60
40
20

Figura 3.9: Paraboloide z = (‘g—2 —+ %)

Se trata de un paraboloide eliptico con semiejes en z = —1, a = 3, b = 5. La figura 3.9 muestra
el paraboloide.

Ejercicios
Trazar los paraboloides

1. z=a?+ 49>
2. z=2249y?
3. z=8—2x2%2—9°
4. z=18—2%2— 92
5. x=4—4y% - 22
6. y=1-—2a%-2°
7. y=—(22+2?)
8. z=a241y2+1
9.

2+ 22=y
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10.
11.
12.
13.
14.

3.6.

La ecuacién de un hiperboloide eliptico de una hoja paralelo al eje z, con centro en el origen

z=—(2? + y?)
z=4x?+y> -4

22 4 y? =2
z=—(2"+y?)
y=—(*+y?)

Hiperboloides

y cuyos semiejes en z = 0 son a y b, es la siguiente

2 2 2
I (3.9)

a2 b 2

El hiperboloide puede tener dos hojas, en cuyo caso la ecuacion es

— 4+ = — — = —1. (3.10)

Si a = b, el hiperboloide es circular.

Ejemplo

Hallar la ecuacion del hiperboloide de una hoja con semiejes a = 5, b = 4 y que pasa por el punto
(0,5,3)

Solucién

Como pasa por el punto (0,5,3), debe cumplir que

0 25 9

%16 @
que despejando nos da ¢ = 4. Por lo tanto, la ecuacién es

La figura 3.10 muestra al hiperboloide.

Ejemplo

Dibujar el hiperboloide cuya ecuacién es

2

x n 2
9

2
vz
9

1
Solucién

El hiperboloide es circular, tiene dos hojas, y en z = ++/2 las circunferencias tienen radio a = 3.
La figura 3.11 muestra al hiperboloide.
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10
o T S
Nl /é/%." T
10 2L TS
15
15
Figura 3.10: Hiperboloide £ + & — 2 — 1
Ejercicios
Trazar los hiperboloides
1. 22492 —-22=1
2. PP+ -x2=1
3. L4 2
4. 2w 2o
5. 22 —a?2—y?=1
6. 7/4—2 — % —22=1
72—y -E =1
8. %2 —y? - % =1
9. y?*—a?=2
10. 22 —9y% =2
11, z=1+y> — 22
12, 22 — 42 — 42 =4
13. 2?2 +y*—22=4
4, 22—z 421
15, z=a22—9y2-1
16. 22 +y? 1622 =16
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AZAZT A~
Sy
3 X 2’"’2"2’"’52' 77 7
SN 0.‘.,0.,0'.,0.,',"' B 0 2
22
—— %
=
2 +
0 F+

17. y?—22—22=1
18. 4y? 422 — 422 =4
19. Z 49?2 —22=1
20. 422 —22—y2 =4
21, 22 +y?-22=4
22, 4y’ + 2% — 42?2 =4
23. yr-a?2-22=1

24, 22— 2?2 —y?

|
_



Capitulo 4

Funciones con valores vectoriales

Un vector 7(t) = ryt + ryj + r.k, cuyas componentes r; son funciones de una variable ¢,
define una funcién vectorial de variable escalar. Esto es, para definir una funciéon vectorial,

hacen falta tres funciones escalares 7,(t), r,(t) y 7.(%).

4.1. Grafica de una funcidon vectorial

La representacién geométrica de una funciéon vectorial consta de todos los puntos que toca
el extremo del vector 7(¢) conforme varia t. A veces a la gréfica de tal funcién se le llama

hodografo.

Ejemplo

Graficar la funcién

t\ ~ t
7(t) = e %2 cos (%) i+e %% sin (%) j+tk, 0<t<20.

Solucién

La funcién dada se puede graficar calculando un conjunto de valores para las componentes 4, j
y k, que nos dardn las coordenadas de cada uno de los puntos finales de los vectores. Podemos

formar una tabla como la siguiente

t 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 10
x | 1.0000 | -0.0016 | -0.6703 | 0.0033 | 0.4493 | -0.0037 | -0.3012 | 0.0035 | 0.2019 | -0.1353
y | 0.0000 | 0.8187 | -0.0027 | -0.5488 | 0.0036 | 0.3679 | -0.0036 | -0.2466 | 0.0032 | -0.0027
z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 10
t 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
z | 0.0024 | 0.0907 | -0.0019 | -0.0608 | 0.0015 | 0.0407 | -0.0011 | -0.0273 | 0.0009 | 0.0183
y | -0.1108 | 0.0022 | 0.0742 | -0.0017 | -0.0498 | 0.0013 | 0.0334 | -0.0010 | -0.0224 | 0.0007
z 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Ubicando esos puntos y uniendo obtenemos una grafica como la de la figura 4.1.

Las funciones con valores vectoriales se pueden expresar también en forma de ecuaciones
paramétricas, en forma andloga a como se hizo con las ecuaciones de una recta. Asi,

vectorial

F(t) = 1ot 4+ 1y) + 72k

la funcién
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Figura 4.1: Funcién vectorial en el espacio

se puede escribir en forma paramétrica como

(
Ty(t>7 (4.1)

z = r,(t).

Las funciones vectoriales (o paramétricas) son muy faciles de dibujar usando algin pro-
grama computacional.

Ejercicios

Graficar las siguientes funciones

1L 7)) =t -2 +k

2. 7(t) =ti+t2] + %k

3. F(t)=ti+ 25+ 3%k

4. Ft) = z+t23 — 2k

5. F(t) = s i+ gy

6. 7(t) =costi+sent]+tk

7. #(t) = cost i +sen?t j + cost k

8. 7(t) =tcos(wt) i + tsen(wt) j +Int k

9. 7(t) = e tcos(et) i+e tsen(el) j—e k
10. 7(t) = es™t cost i — tcos(t2) j + k
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4.2. Limites y continuidad

La funcién 7(t) tiene como limite cuando ¢ tiende a ty al vector (si y sélo si se cumple que

lim 7, (t) = {;, limr,(t) =4, lmr,(t)=241,. (4.2)

t—to t—to t—to
Esto es, el limite de una funcién vectorial consta de los limites de cada una de las funciones
escalares que la componen. También sucede que las reglas para los limites de funciones reales
sirven para funciones vectoriales cambiando escalares por vectores cuando esto es posible. En
particular se tienen las siguientes reglas para @(t), b(t) funciones vectoriales, y c(t) funcién
escalar

fm[e(t)a@(t)] = lim c(t) lim a(t), (4.3)
t—to t—to t—to
lim [@(t) - b(t)] = lm a@(t) - lim b(t), (4.4)
t—to t—to t—to
lim [@(t) x b(t)] = lm a@(t) x Lm b(¢). (4.5)
t—to t—to t—to
Ejemplo
Encontrar el limite siguiente
, sent o L n ~
tlgr(l) ; t+cost j+1 k.

Solucién

sent
t

Sabemos de calculo diferencial que lim;_.g = 1, también lim; ,gcost = 1 y lim;_,ot = O,

asi que
., sent - A A A
}gr(l) i+costj+tk=1+7.
Ejercicios
Calcular lim;_¢, 7(t), con los 7(t) y to indicados en cada caso.
1L 7t)=t2— 12+ k, tg=1 R:ii—j+k
2. Ft) =ti + 2] + 2k, tg = 2 R: 20 + 4] + 4k
3. F(t) =ti+ 3% + Lk, to =5 R: 5i+25/3 j +125/9 k
4. 7 (t) =20+ 2] — 2k, to = —1 R: 2i4j —k
5. 7(t) = ki + 2l to =0 R: i
6. 7(t)=costi+sent j+1tk, to=m/2 R:j+7/2k
7. #(t) =cost i +sen®t j +cost k, tg =7 R: —i—k
8. 7(t) =tcosti+tsent j+Int k, to = /2 R: 7/2 j + In(n/2) k
9. 7(t) = e tcos(el)i + e tsen(et)j — etk, tg = 0 R:cosli+senl j—Fk
10.  7(t) = es*™t costi — tcos(t2)] + k, to = 0 R:i+k
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60
4.3. Derivadas

La derivada de una funcién vectorial se define como

dr(t) F(t+ At) — 7(2)

— I
dt Ao At

en caso de que dicho limite exista.
Dada la funcién vectorial
(4.7)

() = 2(t)i +y(1)] + 2(D)k,

<

su derivada esta dada por
dr(t) dv. dy. dz:

o sea que para derivar una funciéon vectorial debemos derivar cada componente con las reglas

de derivacién conocidas para las funciones reales.
Algunas reglas importantes en la derivacién de funciones vectoriales son

%[cm)] — cj—f . c constante (4.9)
L pe(tyr(e) = et + % (410

2 at)- ) = ) 2+ 9 (.11

2ty i) = ae) x 2+ 92 5 (4.12)

Ejemplo
Derivar la funcién

7(t) = acost i+ bsent j +t k.

Solucién
Derivando cada componente tenemos que

dr N S
& —asenti + bcosty + k.

dt

Ejemplo

Derivar la funcién

St

()
N
~
=
Il
!
X
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donde
R A
Ft)=ti+t° 7+t k p(t) = — i+ — j+ — k.
M) =titt®j+0k pl)=5 it 5 i+
Solucién
Tenemos que
U Y YT I )
dt J R J )
entonces
i _ . dp LA
— =7 —_— —_— =
dt at a7
R R . R R R R R R t2 . t3 R t4 R
_ (ti+t2j+t3 k) x (ti+t2j+t3 k) n (z’+2tj+3t k) x <5i+§j+zk> -
2. .t
=gitgit gk
puesto que el primer producto cruz es cero, al ser iguales los factores.
Anélogamente a las funciones escalares, la diferencial de una funcién vectorial es
dr
dr' = —dt. 4.13
o (4.13)
Ejercicios
Hallar la derivada de cada funcién
1 7)) =t%—t2) +k R:2t71—2t]
2. 7(t) =ti + 2] + 1%k R:i+2tj+2tk
3. 7(t) =ti+ 1% + 33k R:i+2/3j+12/3k
4. 7(t) = 20+ t2) — 2%k R: 2t j—2t k
- 241 2 26 % . 2t—2 7 2-2¢ 3
5. (t) = ¢rort + e Ri 555 i+ iy J
6. 7(t) = costi+ sent] + tk R: —sent i+ 2sentcost j —sent k
7. #(t) = costi+ sen?t]j + cos th R: [cos(wt) — wt sen(wt)]i 4 [sen(wt) + wt cos(wt)]j + %
8. 7(t) = tcos(wt)i + tsen(wt)] + Inth R: [—et cos(et) — sen(et)]i + e~ t[cos(et) — sen(et)]] — etk
9. 7(t) = e tcos(e!)i + e tsen(et)] — etk R: %" t[cos? t — sent]i + [2t% sen(t?) — cos(t?)]]

10.  7(t) = e*"ti — In(cost)j + sen(e)k

R: coste*™ '} + tgt j + ef cos(e?)k
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4.4. Integrales
La integral indefinida F (t) de una funcién vectorial 7(t) es aquella que cumple

dR(t)
= 7(t).

Esto se escribe
/ F(t) dt = B(t) + C, (4.14)
donde C es un vector constante. Anélogamente a lo que sucede con la derivada, la integral de
una funcion vectorial consta de las integrales de cada una de las componentes, por lo que los
métodos de integracién para funciones reales son los que se usaran para cada componente de

las funciones vectoriales.
Las siguientes reglas son vélidas para funciones vectoriales

/cF(t) dt = C/F(t) dt, c constante (4.15)
/8- 7(t) dt =¢- /F(t) dt, ¢ constante (4.16)

/Ex 7(t) dt = & x /F(t) dt, ¢ constante (4.17)

Ejemplo

Calcular la integral

U= /(fcost—!—j’e*t + k) dt.

Solucién

Integrando cada componente, encontramos que el valor de la integral es

ﬁzisent—je‘t—i—fft—&—é'.

Ejercicios
Integrar las funciones siguientes
1L 7)) =t%— 2] +k R:13/30i—13/3 ]+t k
2. F(t) = ti + 2] + 2k R: t2/214+13/3 )+ 13/3 k
3. F(t) = te'i +sen?t) — #i@ R: ef(t — 1)i + [t/2 — sen2t/4]] — arctgt k
4. Tty =Yi+ Lo+ Lk R:Inti—In(5—5) j+In2tk
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5. 7(t) = 1+%%4—z€et2}'+costl§ R: In(1+2)/2 0+ e /2 ] + sentk
6. 7(t) = 2% —tsentj + 2'k R: t3/6 i 4 (tcost —sent)] +2t/In2 k
7. #(t) = costi+sent) + tk R: sent i — cost ) +12/2 k
8. F(t)= cost%—i—sen%j’—&—costff R: sent i + (% — Seth)j—i—sent k
9. 7(t)=tcosti+tsent j + Intk R: (cost + tsent)i + (sent — tcost)) + z(lnz — 1)k
10. 7(t) = e costi — tcos(t?)] + k R: e —sen(t?)/2 j+t k

4.5. Longitud de arco de una funciéon vectorial

La longitud de arco de una curva descrita por una funcién vectorial (o bien, por una funcién
paramétrica), se calcula por medio de la férmula

gt = /ab\/(‘;_j)Q n (%)2 + (%)2 dt. (4.18)

Calcular la longitud de la hélice circular descrita por

I =

Ejemplo

7(t) :2costi+2sentj’+3t 157 0<t<2r.

Solucién

La derivada de la funcién es

dr A N .
d—: = —2sent i+ 2cost j+ 3t k,
mientras que su magnitud es
dr
= = V4sin?t + 4cos2t + 9 = V/13.

De lo anterior, la longitud de la curva es

27

2T
L= VI3 dt =13t | =27V13.
0

0

Ejercicios
Calcular la longitud de cada curva 7(t) dada entre los valores de ¢ indicados
1. #(t)=2costi+2sent j+ bt k, 0<t<m R: 37
2. 7(t)=6sen2t i +6cos2t j+ 5t k, 0<t < R: 137
3. 7ty =ti+ 232k, 0<t <8 R: 52/3
4. 7(t)=4cost i+4sent j+3t k, 0<t<m/2 R: 57/2
5. Ft)=24t)i—(t+1)j+tk 0<t<3 R: 3v/3
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6. F(t)=costi+sendtk, 0<t<m/2 R: 3/2
7. 7(t) =613 — 203 — 33k, 1 <t <2 R: 21
8. 7(t)=tcost i+tsent] + (2v/2/3)t3 %k, 0 <t <m R:72/2+ 7
9. 7(t) = (tsent + cost)i + (tcost —sent)], V2 <t <2 R:vV3—1/4
10.  7(t) = et cost i+ etsent j+ ek, —In4 <t <0 R: 3v/3/4



Capitulo 5

Funciones de varias variables

Cuando una funcién depende de varias variables independientes, a cada conjunto de valores
de ellas corresponde un valor de la variable dependiente. Una funcién puede depender de
cualquier nimero de variables, pero para nuestros fines sera suficiente con estudiar las funciones
de dos variables, y a veces algunas de tres.

5.1. Funciones de dos variables

Una funcién de dos variables tiene como dominio un conjunto de pares de valores de las
variables independientes. Frecuentemente, tal dominio se puede representar como una region
del plano cartesiano. Para encontrar dominios de funciones de dos variables se deben tomar en
cuenta hechos similares a aquellos de las funciones de una variable: que no haya ceros en los
denominadores, que no haya nimeros negativos dentro de raices cuadradas, etc. El recorrido
(a veces llamado rango) de una funcién de varias variables es el conjunto de valores reales que
adquiere la funcion para cada punto del dominio.

Al relacionar cada punto del dominio con su correspondiente valor del recorrido tenemos
un punto en el espacio tridimensional. El conjunto de todos estos puntos en el espacio tridi-
mensional puede describir una superficie en el espacio. Esta superficie nos da la representacion
grafica de la funcién. Debe notarse que a cada punto del dominio sélo le corresponde uno del
recorrido (si no, no seria una funcién), por lo cual no puede haber superficies cerradas como
las que se estudiaron en el capitulo de superficies de segundo orden.

Una manera de darse una idea de la forma grafica de una funciéon de dos variables consiste
en fijar valores constantes para una de las variables y observar la forma de la ecuacion de las
curvas que quedan, llamadas isocontornos. Por ejemplo, si se fija como constante el valor de z,
las curvas que se obtienen (llamadas a veces curvas de nivel) nos dan contornos de la funcién
en diferentes alturas, que podemos proyectar sobre el plano xy o bien tratar de ubicar en el
espacio tridimensional y, con ellos, bosquejar las graficas tridimensionales.

Ejemplo

Encontrar el dominio y el recorrido de la siguiente funcién, encontrar sus curvas de nivel y
bosquejar la gréfica.

f(z,y) =In(2* +y°)

Solucion



66 5 Funciones de varias variables

El dominio de la funcién consta del conjunto de parejas (x,y) que satisfacen la desigualdad

2 +y* >0,
dado que s6lo para estos valores tiene sentido la expresion en el argumento del logaritmo. Como

se puede ver facilmente, esto se cumple para todos los valores en R?, exceptuando el origen. El
recorrido consta de todos los valores que toma el logaritmo natural, es decir, R.

Para las curvas de nivel podemos tomar z = cte, lo que nos indica curvas de la forma In(2?% +y?) =
cte, o bien z2 + y2 = k, es decir, circulos con centro en el origen y radio vk = vecte, que al
graficar en el espacio tridimensional tienen el aspecto mostrado en la figura 5.1.

Figura 5.1: Curvas de nivel de la funcién f(z,y) = In(2? + y?)

También se puede construir la gréfica de la funcién si se toma como constante el valor de x o
de y, en cuyo caso se tendran como isocontornos curvas logaritmicas. Al graficar tales curvas se
obtiene una grafica como la que se muestra en la figura 5.2.

Aunque los isocontornos nos ayudan a visualizar grosso modo la forma de una funcién, en
la practica es mucho més comun recurrir a programas de graficacion por computadora para
obtener la grafica de una funciéon. De hecho, frecuentemente es mas eficiente graficar y de
ahi obtener informacion sobre la funcion.

Ejercicios
Hallar los dominios, curvas de nivel y bosquejar las gréficas para las funciones siguientes
L fla,y) =22 R: R? — {(z,y)| y = «}
2. flz,y) = /Yy R: Los cuadrantes primero y tercero del plano xy

3. flay) =t R: R2 — {(0,0)}
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Figura 5.2: Isocontornos de la funcién f(z,y) = In(z? + y?)

4 flzy) = =22

5. f(z,y) = /422 + 9y — 36

6. flx,y)= \/ﬂl?

7. flz,y)
8. f(z,y) = 4z? + 9>
9. flz.y)= Va2 +y?
10.  f(z,y)=6—2x—2y
1. flz,y) = ||+ [y
12, f(z,9) = migp
13, f(z,y)
4. f(z,y)=z—vy
15.  f(z,y) = 2% + 2y?
16.  f(z,y) ==y
17, f(z,y) = %
18 flz,y) = 755
19. f(x,y) = ﬁyTy?
20, f(z,y) = 7o
21.  f(z,y) =sen(z +y)

R: R —{(z,y)ly = £z}

R: {(z,y)| 42 + 9y* > 36}
R: {(z,y)| ly| < |=[}

R: {(z,y)|lx +y| <1}

R: R2

R: R2

R: R2

R: R2

R: R? — {(0,0)}

R: {(z,y)| 2?/a® +y?/b* < 1}

R: R?

R: R?

R: R?

RR* — {(z,y)| y = 0}
R: R? — {(z,9)| y = —x}

R: R? — {(0,0)}
R: R? — {(0,0)}
R: R?
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23. f(x,y) =xze ¥ R: R?

5.2. Funciones de tres variables

Las funciones de tres variables no se pueden representar geométricamente. Sin embargo, es
posible tener una idea de su comportamiento por medio de las superficies de nivel, que son el
analogo tridimensional de las curvas de nivel. El dominio de estas funciones es un volumen en
el espacio tridimensional, mientras que su recorrido es un intervalo de nimeros reales. En el
caso de un mayor nimero de variables, se tendrian hipersuperficies de nivel.

Ejemplo

Encontrar el dominio y las superficies de nivel de la funcién

f(x,yaz):27x27y2

Solucién

400
300
200
100

-100
-200

-1

Figura 5.3: Superficies de nivel

Observemos que al fijar el valor de f(x,y, z) = k se obtiene la ecuacién

z=2>+y* +k,

que nos describe una familia de paraboloides de revolucién, donde la k sélo desplaza sobre el eje
z a cada uno de los paraboloides. Esto se muestra en la figura 5.3.
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Ejercicios

Hallar el dominio de la funcién dada y describir las superficies de nivel de la gréfica.

L. flr,y,2) =2+ 9%+ 22 R: R? esferas centradas en el origen
2. f(z,y,2)=z+2y+3z R: R? planos que pasan por el origen
3. flz,y,2) =2%+y? R: R3 cilindros de revolucién cuyo eje coincide con el eje z
4. f(z,y,2) =% +y R: R? R? — {2 = 0}, conos elipicos
5. f(z,y,2) = |z| + [y| + 2]

R: R? octaedros regulares cuyos vértices estan situados sobre los ejes de referencia

5.3. Limites

Los limites de funciones de varias variables son particularmente dificiles de calcular, salvo
casos muy simples. Para calcular un limite, la primera regla es sustituir los valores de = y y en
la funcién correspondiente. Si esto no nos da el limite buscado haremos algin truco algebraico,

como factorizar las expresiones involucradas, hacer un cambio de variable, etc.,

de manera

similar a lo que se hace al calcular limites de funciones de una variable. Un cambio de variable

que suele ser 1til es la transformacion a coordenadas polares.

Ejemplo
Calcular
y—
im =
(2.y)—(1,2) 12 + 32
Solucién

Susituyendo los valores correspondientes encontramos

Yy—x 2-1 1

If = =,
(w)lemu,z) 224y 12422 5

Ejemplo
Encontrar
1 rT—Y
im —_—
(@) —(1,1) 22 — 32
Solucién

Susituyendo los valores correspondientes encontramos una indeterminacién del tlpo
intentamos otro camino. Factorizando el denominador encontramos

, T —y , 1
hm —_— = 1 —.
@) @ —y) (@ +y) o-0nzty 2

, por lo cual
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Ejemplo
Hallar
. x® —xy
m —_—
(2,9)—(0,0) VT — /Y
Solucién

Susituyendo los valores correspondientes encontramos una indeterminacién del tipo %, asi que

vamos a racionalizar. Multiplicando el numerador y el denominador por el conjugado del denom-
inador encontramos

. (x2_$y)(\/5+ \/ﬂ) _ ‘m z(z—y) (Vo + \/ﬂ) s -
o0 (VT = VT VD) oo m-y V=0

Anélogamente a lo que sucede en una variable cuando calculamos los limites por la izquierda

y por la derecha y no coinciden, es posible mostrar que un limite de una funcién de dos variables
no existe si, al acercarnos por diferentes trayectorias, encontramos limites diferentes. Esto se
hace eligiendo las curvas de esas trayectorias y sustituyendo sus ecuaciones en la funcién
correspondiente.

Ejemplo
Calcular el siguiente limite, o explicar por qué no existe.

222y

’

1m _—
(2,y)—(0,0) T4 + 32

Solucién

2

Si nos acercamos a través de la trayectoria y = x* encontramos que el limite es

, 2z
Im —— =1,
(z.y)—(0,0) x4 + 2

mientras que si nos acercamos por la trayectoria y = x encontramos

2(22%) 4

’

im ———— =
(z,9)—(0,0) 2% + 42t 5
Como los limites hallados no coinciden, concluimos que el limite en cuestiéon no existe.

Ejemplo

Calcular el siguiente limite (o explicar por qué no existe)
) z?

lim ———

(.9)—(0,0) 22 4 12

Solucién

Usando la transformacién a coordenadas polares x = r cosf, y = rsen f obtenemos

73 cos® 6

lim ——— = lim rcos®> 0 = 0.
r—0 72 r—0
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Ejemplo
Calcular el siguiente limite, o explicar por qué no existe.
2
Ii —_—
(x,y)lin((),()) x? 4+ y?
Solucién
Usando la transformacién a coordenadas polares x = rcosf, y = rsen f obtenemos
2 2 /]
lim % = lfm cos® 0 = cos? 6.
r—0 r r—0
Como el valor de cos® @ es variable, concluimos que no existe el limite.
Ejercicios
Calcular los limites indicados, o explicar por qué no existen
1. Iim 22+ xy R: 2.
(z,y)—(2,-1)
2. ( %im(o o)ﬁ R: no existe
z,y)—(0,
3. (w’y%lin(0,0) 2 1y? R: 0
4. fm  MEVUFT R: 1/4
(@y)—(43) "V
5. i sen(z—y) R: 0
(5,9)=(0,0) (@ FY)
6. ( %Hn(o 0)% R: no existe
z,y)—(0,
7. lim —FL- R: 0
(@,9)—(0,0) "+
: 2172—my .
> (z,y%l—>m(1,2) 4ot —y? R:1/4
9.  lfm L, R: 0
(@,9)—(0,0%FY
10. lim % R: no existe
(@y)—(0,0)" FY
11. 11 _z%y® R: 0
(o) (0,0) T H
12. ( %ﬁn(o 0)% R: no existe
z,y)—(0,
y (wy+1)* .
R N e R0
14. lim  ¢/senz R: 1
(z,y)—(0,0) 7

15, lim  Zseny R: 0
(o) (1,0) 1

16. lim L R: no existe

(2,y)—(0,0) V2 +y?
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17.

18.

19.

20.

., 2r—y—2

lim & =2zuty’ R: 0
(@y)—(1,1) 7Y

lim  fy—y—2z+2 R: -1
(@y) (1,1 o1

lim 2’ —ay? R: 0

(2,9)—(0,0) **HY?

5.4. Continuidad

Una funcién es continua en un punto (zg,yo) donde se cumpla que
» f(x,y) estd definida en (zo, yo)

» 1M (5 ) (20,90) J (@, ) existe

= lim (z,y) — (w0, %0)f(2,y) = f(20,v0)

Si una funcién es continua en todo su dominio, solo se dice que es una funcién continua.

Para encontrar las regiones de continuidad de una funcién, frecuentemente es suficiente con
encontrar aquellas donde la funcion esta definida.

Ejemplo

Encontrar las regiones de continuidad de la funcién

f(z,y) =In(1 + zy)

Solucién

La funcién estd definida en

14+ azy >0,

o0 sea
xy > —1.

Esto significa que
1 .
y>—— si x>0,
T
1 .
y< —— si z<0.
T
Por dltimo, si z =0 o y = 0, la funcién si esta definida, pues alli se tiene
lim = f(0,0) =0.

(z,9)—(0,0)

La figura 5.4 muestra la regién donde la funcién es continua.
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p‘—

Figura 5.4: Regiones de continuidad de la funcién f(z,y) = In(1 + zy)

Ejercicios

Hallar las regiones de continuidad de las funciones

1. f(z,y) = sen(x +y) R: R?
2. f(z,y) = In(x? +9?) R: R?
3. flz,y) = 322 R: R? — {(z,9)| y = x}
4. f(x,y):sen(%y) R: R? — (z,y)| 2 =06y =0}
5. [(w,y) = ks R: R?
6. flz.y)=1= R: R?
T flay) = R:R? —{(z,y)| x =1, z=2}
8. Seala funcién dada por f(z,y) = %, (z,y) # (0,0) ;Cémo hay que definir f(0,0) para convertir

f en una funcién continua en todo el plano xy? R: f(0,0) =1.
9. Seala funcién dada por f(z,y) = mi:f, (x # y) {Cémo hay que definir f sobre la recta y = x contenida

en el plano z-y para convertirla en una funcién continua en todo el plano xy?
R: f(z,y) =2° +ay + 9%, (y=2)

Y

10. Dar el dominio de la funcién f(z,y) = ;=2 Redefinir el dominio de f para que sea continua a) en

Toy
(1,1), b) en todo el plano = — y. R: {z | 22 # 9%}, a) f(1,1) = %, b) f(z,y) = { IEQ :i i f sz

T4y



Capitulo 6

Derivadas parciales

En este capitulo se estudian las derivadas de las funciones de varias variables, mismas que
tienen propiedades mas generales que las de una sola variable, estudiadas en los cursos de
calculo diferencial, por lo que sus derivadas también tienen propiedades que no poseen las de
funciones de una variable.

6.1. Derivacién parcial

Una funcién de varias variables puede derivarse con respecto a cada una de tales variables,
considerando a las otras variables como constantes. A estas se les llama derivadas parciales.
La definicién de derivada parcial es un limite similar al que define a las derivadas de funciones
de una sola variable, por ejemplo, la derivada parcial de f(x,y) con respecto a z se escribe

or am h ’ (6.1)
mientras que la derivada parcial con respecto a y se escribe

Las reglas de derivacion que se estudiaron en el cédlculo diferencial de una variable nos
sirven igualmente para las funciones de varias variables, simplemente considerando que las

otras variables son constantes. Como se ve en las ecuaciones anteriores, la notacién para la

derivada de una funcién f(xi, xs, 3, ...) con respecto a una variable x; es %, aunque en algunos
2

libros se utiliza también la notacion f,,. En este libro se preferira la primera notacién para
evitar confusién con las componentes de un vector en la segunda notacion.

Ejemplo

of |, 9f

Sea f(x,y) = Iy—e; Encontrar las derivadas parciales 5= y T

Solucién

La funcién dada se compone de varias funciones. Tenemos un cociente de dos funciones, ze¥ y
y2. A su vez ze¥ es el producto de z y e¥. Siguiendo las reglas de derivacién para cada una de
las funciones que intervienen en esta composicién, tendremos las derivadas como se expone a
continuacion.
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Derivada con respecto a x:

Puesto que el denominador no involucra a x, simplemente tendremos que derivar el numerador,
esto es

O(xeY
g — (Ba; ) —
ox y2 y2 :

ey

Derivada con respecto a y:

Aqui si se tienen tanto al numerador como al denominador como funciones de y, por lo cual la
derivada se trata como un cociente, esto es

O(zeY A(y?
of _ %(92) - (ayy)(xey) _aye¥ —2xyeV  we¥(y? —2y)  we¥(y? —2)

oy (y?)? y* y y?

Las derivadas parciales de una funcion de varias variables seran también funciones de las
mismas variables que la funciéon original. Esto quiere decir que se pueden volver a derivar
con respecto a cualquiera de las variables involucradas. Por ejemplo, la derivada parcial con
respecto a x de f(x,y) se puede volver a derivar con respecto a x, lo que se indica como

o (0 0?
9 (91 _ 94 (6.3)
Ox \ Oz 0x?

o bien, se puede derivar ahora con respecto a y. La notacién para indicar esto es

o (of\ 0f
2 (%) - L (6.4)

Ejemplo
Sea f(z,y) = % Encontrar todas las segundas derivadas parciales.
Solucién

En el ejemplo anterior ya se calcularon las primeras derivadas, habiéndose obtenido

of _ ¢
or  y?
y
of _ ze¥(y—2)
oy v

e¥
2

Ahora derivaremos con respecto a x la derivada % =5 obteniendo

*f _
ox2

y con respecto a y obtenemos

O%f  y?e¥ — 2yeY o (y—?)

Oyox - yt y3

ze? (y—2)

3 y derivando con respecto a x tendremos

Tomando ahora la derivada g—g =
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P ey -2
oxoy y3

y con respecto a y

*f _ale'ly=2)+ely’ — ByPaerly—2) _ =Dy’ =3y—2)y* _ ,y*—4y+6

9y? Yo YO yt
Ejercicios
En los ejercicios 1 al 10, obtener todas las derivadas parciales de las funciones dadas.

L. flzy)=z—y+2 R: =19 -1

2. f(z,y) = 2y + 22 R:%zy—&—Qm,g—i:x

3. f(z,y,2) = 2Py*2® R: af = 322y, % = 4$3y325 af = 5adytzt

4 Sy )= yyfz R: af =0, gi (yi)z’ % - (yfz)Z

5. f(z,y) = arctg () R: g—fc:—xﬁ—j_yg, %:%ﬂ;?

6. f(z,y,2) =In(1+ e*¥?) R g =tpe O =g Of — gy

7. f(z,y) =sen(z/y), (5.4) R: &L = fycos(zy/y), &L 5 = MO;\(/‘%\/@

8. fwy) = = R: 5 =~y 0 =~ @Ha

9. f(z,y,2) =zWn2) (e,2,e) R: %:ylnzx(ylnz_l), g—izlnxlnzxylnz, %:yl%xyh”
10.  f(x,y) = arctg( izlzz) R: gi = 7\/;’427%, g—i = —7‘%\/;{1?

En los ejercicios 11 al 15, encontrar todas las segundas derivadas parciales de la funcién dada.

LSl =047 Re =20 40%), £ = dey, £ = day, G =20
12.  f(z,y) =22 +4? R: % =2, aiggz =0, 86;87; =0, %{: =2
13 f(z,y) = /32% +y? R: a_f (3gc2-3ﬂ,22)3/2’ afafa; = (3902_43;5})3/2 = aajafy’ giug = (33021%
14.  f(z,y) = ze¥ — ye* R: % = —ye”, 8‘?;{}/ =e¥ —¢€”, g?; = xeY

3 32
15.  f(x,y,2) =2%y32% R: Bzf = 6xy>23, ayf
Pf _ g,.3,2 22,
Oydz 9$

_ 3. 9*f _ 0.2.2.3 O°f _ 0..2,3.2
= 623y23, 522 = 623y32, axay—9$yz,6wz—9xyz,

6.2. Funciones homogéneas

Se dice que una funcién de dos variables es homogénea de grado k si se cumple que

fta, ty) =t f(z,y) (6.5)

para toda t > 0.
Las funciones homogéneas cumplen con el teorema de Euler, que establece que
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o0 T Yg, = @) (6.6)

El teorema de Euler se generaliza facilmente a una funcién de cualquier niimero de variables.
Si se tiene f(x1, o, ..., z,) homogénea de grado k, se cumple que

of of 9
T=— +To=—+ ...+, =— =kf(z,y). 6.7
1 (933’1 281'2 naxn f( >y) ( )
Ejemplo
Comprobar que f(z,y) = z5e¥/? sen (%) es una funciéon homogénea, y que cumple con el teorema
de Euler.
Solucién

Calculando f(tx,ty) encontramos que

t .
ftz, ty) = (tz)°e'¥/'% sen (t_y) = t92°e¥/% sen <£) =t°f(z,y),
x x

lo que muestra que se trata de una funcién homogénea de grado 5. Derivando encontramos que

0
8_ch = 5zte¥ " sen(y /) — aPye?/? sen(y/x) — x3ye?’/* cos(y /),
? = z*e¥/" sen(y/x) 4+ x*e¥/ cos(y/x),
Y
de manera que
0 0
xa—i + ya—i = 52%e¥/ sen(y/x) — xtye¥/T sen(y/x) — xtye?/ cos(y/x) + xtye¥/® sen(y/x)+

+atye?!T cos(y/x) = 52V sen(y/x) = 5f(z,y),

lo cual comprueba que se cumple el teorema para el caso k = 5.

Ejercicios
Comprobar que cada una de las siguientes funciones es homogénea, y cumple el teorema de Euler.

1. f(z,y) = 2% + 22y + 3>
2 fley) = 2k

3. flay) = ﬁ%w

4. f(z,y)=In (Z—z)

2 2
5. fle,y) = /5,75
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6.3. Derivacion de funciones compuestas

Si se tiene una funcién de varias variables, las cuales a su vez son funciones de otras
variables, es necesario usar la regla de la cadena para derivar. La aplicacién de la regla de la
cadena ya no es tan simple aqui como cuando se tienen funciones de una sola variable.

Sien z = f(x,y) se tiene que a su vez x y y son funciones de s y ¢, por ejemplo = = ¢(s,t)
y y = 1(s,t), la regla para encontrar g—z y % es

0: _oras ofov
ds Ords Oy 0s’

0= _0f 06 0f v
ot ox ot Oy ot

A veces, para hacer estos calculos se utilizan matrices en la forma

(§_>:<%%)(§%> (6.10)

ot ot ot
También es frecuente usar un diagrama de arborescencia como el de la figura 6.1. En tal
diagrama se ubican las ramificaciones que contienen a la variable con respecto a la cual hay
que derivar, y siguiendo las lineas desde z hasta s para derivar cada funcion que aparezca con
respecto a cada variable que le siga, obtendremos un término de la regla buscada. Sumando
todos los términos que aparezcan tendremos las reglas enunciadas anteriormente.

1S3y

N

—

Figura 6.1: Diagrama de arborescencia para calcular derivadas de funciones compuestas

Ejemplo
Sea z = In(u? +v), u = e’ v = 2% + y. Calcular % y g—;.

Solucién
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Tenemos que z = f(u,v), u = g(z,y) y v = h(z,y), por lo cual la regla para hallar las derivadas

es

0= _ofoy ofon o= _ 01y ofoh
9z Oudr  Owos dy  Oudy Ovdy

Al realizar los célculos indicados obtenemos

2z+2y>
0z _ 2u <e$+y2> n 1 (20) = 2e i V22
Ox u? 4+ v u? 4+ v €22y 4 22 4y

d 2 1 Aye?*+2v 4 ]
gz _ (2 (2yew+y2> + (1) = _oye T . +
Oy u? + v u? + v e2r+2y" g2 4y

Todo esto se puede generalizar a cualquier niimero de variables.

Ejemplo

Supéngase que tenemos z = f(u,v,w), u = ¢(r,s), v = P(s,t), w = &(r, s,t). Enunciar la regla
0z 9z 0Oz

de la cadena para encontrar 3=, 5%, 37.

Solucién

f
u \% w
¢ v €
r s S t r S t

Figura 6.2: Calculo de derivadas de funciones compuestas

Como se puede ver en la figura 6.2, hay dos ramas que contienen a r. Entonces siguiendo cada

rama encontramos la derivada como

0: _0f 00 0f ¢

or  Odudr Owdr

Para s hay tres ramas, por lo que siguiendo cada una de ellas obtenemos

0z _0f0¢  0f0¢y  0f 05
Os Ouds Owds Owids
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Finalmente, siguiendo las dos rama que contienen a t obtenemos que

0= _0fdw  0f o
ot v ot | Ow ot

Ejercicios

Escribir una férmula para la regla de la cadena de cada derivada solicitada.

1. ‘fl—fparaz:f(x,y),a::g(t),y:h(t) R: dzzgii?+§§§?
LR USRS ONEE B TR
3. Gy gparay=f(u),u=g(rs) R: 20— 48 Oy _ df 09
b Gy G peaw = glu) = B R e =g 9 = 20t
5. %y%paraz:f(x,y),x:g(t,s),y:h(t,s)R:%:%gft’Jrgi%?, gz %%Jrg];gz
6. %2y 9% paraw = h(z,y,2), = = f(u,0), y = g(u,v), z = k(u,v)

.Ow _ OhOf | Oh g | Oh Ok Ow _ OhOf | OhOg | Oh Ik
R: u 8x8u+ +8z8u’ ov 8x81)+8y80+0z81}

7‘ %y%parawzf(r,s,t),r:g( y) Szh(fﬂ y) t:k(fb,y)

) 8fdg , Of Oh , Of Ok Ow _ Of dg , Of oh , Of
R: S = 5ras + 9502 T 9t 02> 9y — ordy T asoy T ot
u Y 8_15 para w = g(l‘7y), = h(u,v), Y= k(u7v)

 Oow _ 9goh | 090k Ow _ 090h , dg ok
R: ~ Oz Ou +By8u’ v + Oy Ov

9. 8%y 3 paraw = g(u,v), u=h(z,y), v =k(z,y)

0w _ 99 9h |, 890k Ow _ Og dh , dg Ok
R G = 8uoc T Boowr 0y = dudy T v oy
10. 32y G2 paraw = f(z,y,2,0), z = g(p,q), y = h(p,0), 2= j(p,q), v = k(p,q)
5] _afag of Oh of 93 9f 0k Ow __ Of g f o of 93 of Ok
R: 8111)) %ap+8y8p+8z8p+8v8p7 Bz_ma_q—’_a_y@_q—*—azaq—’_avaq

Expresar dw/dt como funcién de t usando la regla de la cadena. Expresar w en términos de ¢ y
derivar. Comparar y evaluar la derivada en el valor de ¢ proporcionado.

1. w=2a%2+y? z=cost,y=sent,t=m R: 0
2. w=2a?4+y% x=cost+sent, y=cost—sent, T =0 R: 0
3. w:f—i—%,x:coth,yzseth,z:%,t:‘S R:1
4. w=In(z?+y?>+22), x =cost,y =sent, z =4\t t =3 R: %
5. w=2ye” —Inz, v =In(t> + 1),y = arctgt, z =ef, t =1 R:m+1
6. w=z—senzy,x =t y=Int,z=e"1, t=1 R: 3

Expresar las parciales con respecto a cada variable como funciones de tales variables, usando la
regla de la cadena y expresando la funcién directamente en términos de las variables antes de
derivar. Evaluar cada derivada en el punto dado.

1. z=4e*lny, z =In(ucosv), y = usenv, (u,v) = 2,7/4

R: z, = vV2(In2 +2), z, = —2v/2(In2 — 2)
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2. z=arctg (%), x =wucosv, y =usenv, (u,v) = (1.3,7/6) R:2z,=0,2,=-1

3. w=aytyz+tzz,x=u+v,y=u—uv, z=uv, (u,v) =(1/2,1) R:wy, =3, w, = —3/2
4. w=1In(2%+y?+2?), 2 = ue’senu, y = ue’ cosu, z = ue", (u,v) = (—2,0)
R:w, = -2, w, =2
5. u= %,pzx—&—y—&—z,q:x—y—i—z,r:x—l—y—z, (r,y,2) = (v/3,2,1)
Riug=0,uy =1, u, = -2
6. u=-e?arcsenp, p=senxz, ¢=z2Iny, r=1/z, (v,y,2) = (7/4,1/2,—1/2)
R: ug, :\/5, Uy = —%, Uy = —”T‘/iln2

6.4. Derivaciéon implicita

En muchas ocasiones no se tiene explicitamente a z como una funcién de x y y, sino que se
tiene una ecuacién que involucra a x, y y z, la cual define implicitamente a z como funcién de
las otras variables. Si en tal ecuacién no se puede despejar a z, necesitamos derivar en forma
implicita si queremos hallar % y g—;. Para estos casos, lo méas simple es llevar la ecuacién a la
forma

F(z,y,2) =C, (6.11)

con C' una constante, y usar las formulas

0z g—}; 0z %—5
i o ks (6.12)

Ejemplo

Dada la ecuacién
e = sen(3x +y — 2),

calcular —gz .
T
Solucién

La ecuacién se puede reescribir como
e _sen(3x +y —2) = 0= F(z,y,2).

Calculemos las derivadas

OF y

i ye** T — 3cos(3z +y — 2),

OF

5= 2e%*17Y 4 cos(3x +y — 2),
z

de donde
9z ye** ™ —3cos(3z +y — 2)

dr — 2e¥tey fcos(3r 4y —z)

También es frecuente que un sistema de ecuaciones defina varias funciones en funcién de
otras varias variables. En tales casos es necesario especificar cudles son las variables inde-
pendientes y cudles las dependientes. Esto se hace agregando subindices a las derivadas con
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la variable independiente que se estd considerando constante. Por ejemplo, si se tienen las
variables x, y, z y w, la notacién
ox y

significa que z y w son funciones de x y y, mientras que la notacién

0z
ox),’
indica que z y y son funciones de x y w. La derivada implicita en un sistema se calcula derivando

cada ecuacion con respecto a la variable necesaria y resolviendo el sistema resultante para la
derivada requerida.

Ejemplo

Dado el sistema

calcular (g—ﬁ)v y (2—5%.
Solucién

Derivando ambas ecuaciones con respecto a u, considerando a v como constante, obtenemos el

sistema
B ox Ox dy Jy
1= x(8u>v+<8u)vy+z(8u>u zy(au)v’

o (B oy (77 oy (2
0=20 (8u> 2y (au) 2y <8u>v'

Resolviendo este sistema por el método de determinantes obtenemos
dz\ x+y
ou), 222+ 2xy+ 3y
Para la otra derivada, ahora derivamos el sistema original considerando a y como constante, lo
que nos da
Ox ox
=2 (5), 0 (),
ou Y Ju Y

o\ (0
8uy_y8uy'

Despejando la derivada en la primera ecuacién encontramos

or\ 1
ou y_ 204y’
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Ejercicios

Para cada ecuacién encontrar en forma implicita las derivadas z, y z, y evaluarlas en los puntos

indicados.
1. 22 —ay+yz+y3—2=0,(1,1,1) Rizg=1,2=-3
2. 3+, +1-1=0,(236) Rizg = —1h1, 2y = — 357
3. sen(x +y)+sen(y + z) +sen(r + z) =0, (7,7, m) Rizy = -1, 2y =—1
4. ze¥ +ye* +2lnx —2—-3In2=0, (1,In 2,In 3) R: zm:—ﬁ,zy:—%
5. xy+wxz3 —2yz=0, (1,1,1) Rizg=—-2,2,=1

2

6. e“cosy+eYsenz+ayz =0, (1,—m, ) Rz, = —Z=, 2y = =
T mrs=1,(1,1,-1) Riz, =0,2,=1
8 zz+ylnr—a2+4=0(1-1,-3) R:iz; =6,2,=0
9. Expresar v, en términos de u y v, si las ecuaciones x = vlnu y y = ulnv definen a v y

v como funciones de las variables independientes x y y, y si v, existe. [Indicacién: Derivar

ambas ecuaciones con respecto a x y despejar v, eliminando u,.]| R:v, = lnullnﬁ

10. Determinar dx/0u y dy/Ou si las ecuaciones u = 22 — 4% y v = 22 — y definen a x y y como
funciones de las variables independientes u y v, y las derivadas parciales existen. Hacer

s = 22 +y? y determinar 0s/du. R:z, = m, Yu = yitn)

6.5. EIl operador nabla

En muchas ocasiones intervienen en el calculo combinaciones de derivadas parciales que se
pueden usar en forma abreviada usando el operador nabla, definido como

~0 50 0
V=i—+j—+k=— 6.13
or oy e (6.13)
Para fines operativos, este operador se trata como un vector, lo que implica que se pueden
hacer con él operaciones de suma, producto por un escalar, producto punto y producto cruz,

entre otras. La gran utilidad de este operador se vera adelante.

6.6. Gradiente

El gradiente de una funcién de varias variables es un vector que indica la direccién en que
la derivada tiene el maximo valor posible para un punto dado. Sus componentes son

grad f = of; . a—f} Lo (6.14)
01’ z

El gradiente es perpendicular a las curvas de nivel de una funcién de dos variables, asi como
a las superficies de nivel en el caso de tres variables. Se puede calcular aplicando el operador
nabla a la funcién

‘grad f= Vf.‘ (6.15)
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Ejemplo

Obtener el gradiente de la funcién f(z,y) = 2 + 4y? y evaluarlo en el punto (1,1). Encontrar la
curva de nivel que pasa por ese punto y graficar la curva y el vector.

Solucién

Figura 6.3: Gradiente de una funcién
Derivando la funcién obtenemos que

V[ = 2xi+ 8y7,

que evaluando en el punto indicado nos da

Vil =2i+85.

La curva de nivel que pasa por ese punto es x? + 4y? = 5, una elipse. La figura 6.3 muestra que
el vector gradiente es perpendicular a la curva de nivel.

Ejercicios

Determinar el gradiente de cada funcién en el punto especificado. Encontrar la curva de nivel que
pasa por el punto (en caso de que exista) y graficar.

1 f(ac,y)zy—a:, (231) R _£+.§
2. f(z,y) =In(z* +y?), (1,1) Rii+j
3. f(x7y) :y_mza ('170) R: 22—’_3
4 flay) =% -4, (V21 R: v2i—j
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5. flx,y) = bxy? — 423y, (1,2) R: —4i + 16
6. f(z,y) =ylnz, (ee) R:i+)
7. flzy) =y w2, (2,1) R: —i+)
8. flz,y) =y—a? (-1,0) R:2i+
9. flx,y,2) =22 +y?—222+zlnz, (1,1,1) R: 3i +2j — 4k
10.  f(z,y,2) = 2y?23, (3,-2,1) R: 47 — 12j + 36k
11. f(z,y,2) =y +yz2 + 223, (1,0,-1) R: —i+ 2] + 3k
12, f(w,y,2) =22+ 9% — 222+ zlnwz, (1,1,1) R: 33 + 2} — 4k
13.  f(x,y,2) =223 — 3(2® + y?)z + arctgxz, (1,1,1) R: —Li — 6 + Lk
14. f(z,y,2) = \/ﬁ + In(zyz), (-1,2,-2) R: —%i + %j — g—il%
15.  f(z,y,2) = e*tYcosz+ (y + 1) arcsenz, (0,0,7/6) R: 2+2—\/§£ + \/753 _ %]};

6.7. Derivada direccional

Anteriormente se dijo que la derivada parcial con respecto a una variable nos da la pendiente
de la recta tangente a la superficie en la direccién del eje correspondiente. Si queremos calcular
la derivada en otra direccién, por ejemplo la del vector v, primero tenemos que calcular el
gradiente, y después calcular el producto punto por el vector unitario en la direcciéon dada.
Esto es

|Dsf =V f-0. (6.16)

Lo anterior es valido para funciones tanto de dos como de tres variables.

Ejemplo

Encontrar la derivada de f(x,y) = xe¥ 4 cos(zy) en la direccién del vector ¥ = 3i—4j, y evaluarla
en el punto (2,0).

Solucién

Primero calculamos el gradiente de f, lo que nos da

V= (e —ysen(zy))i + (ve?¥ — zsen(zy))J.

Ahora obtenemos el vector unitario en la direccién de ¥

3i—4j
32 4+ (—4)2

>
Il

Haciendo el producto punto obtenemos

Dzf = 3(e¥ — ysen(zy)) — 4(ze? — zsen(xy)),

que al evaluar en el punto indicado nos da
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+2j + 2k

Ejercicios
Encontrar el valor de la derivada de cada funcién en el punto Py y en la direccién del vector
dado.
L. f(z,y)=1+22y, Po=(3,4), 7 =41 — 3]
2. flv,y)=a/y, Po=(6,-2),5=—i+3j
3. flz,y) =2xy —3y%, Py = (5,5), =41+ 3j
4. f(z,y) =222 492 Py=(-1,1), 5=3i—4j
5. f(z,y) =a2e¥, Py=(2,0),0=1+]
6. f(z,y) =e "seny, Py = (0,7/3), ¥ = 3i—2j
7. flay) =2 — L+ VBarcse (2uy), Po = (1,1), § = 12i + 5]
8. flz,y) =arctg¥ ++/3arcsen %, Py = (1,1), 7 = 3i — 2j
9. f(z,y,2) =23 — 22y, Py=(1,6,2), 7 =3i+4] + 12k
10.  f(z,y,2) =wy+yz+zz, Bh=(1,-1,2),7 = 3i+6) — 2k
11. f(w,y,2) = 2% +2y% - 322, Py = (1,1 1)v-z+]+l%
12, f(a,y,2) = 725, Po= (4,1,1), T =i+ 2j + 3k
13, flz,y,2) =22 + 42+ 22, Py = (1,2,-2), T = —6i + 65 — 3k
14.  f(z,y,2) = 3e cos(yz), Py = (0,0,0), 7 =2i + j — 2k
15.  f(x,y,2) = cos(xy) + e¥* + In(zx), Py = (1,0,1/2), ¥ =1
16. f(x,y,z):zarctg%,PO:(1,2,—2),17:2+j715

6.8. Planos tangentes y rectas normales

En una funcién de dos variables, més que la recta tangente, nos interesa el plano tangente.

Para el punto Py = (¢, 40), la ecuacién del plano tangente es

z—z = Vf|

(x0,y0) ( _x()?y_y())'

(6.17)

La recta normal a la superficie en el punto F, tiene como vector director al vector normal

al plano tangente, por lo que su ecuacion es

P=P +t 97
ox

Oy

(z0,%0) (%0,y0)

~

+ = j—k

(6.18)

En caso de que la funcién esté dada en forma implicita, en la forma F(z,y, z) = 0, tendremos

la ecuacién del plano en la forma

VF|p, - (z =20,y — Y, 2 = Z0)

=0.

mientras que la ecuacion de la recta sera

(6.19)
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i) (6.20)

Ejemplo

Dar las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a la superficie f(z,y) = 22 + 2y* en
el punto (1,1).

Solucién

El valor de z¢ se calcula sustituyendo en la funcién, lo que nos da zg = 3, mientras que el gradiente
de la funcién es

Vf =2xi+ 4y],
que al evaluar en el punto indicado nos da
Vi =2i+2j
Ahora hacemos el producto punto indicado
(20+4)) - (x—1,y—1)=2(x — 1)+ 4(y — 1) = 2z + 4y — 6,
por lo cual, la ecuacién del plano es
z—3=2x+4y —6,

o bien
20 4+4y—z—-3=0.

La figura 6.4 muestra el plano tangente a la superficie.

Para obtener la ecuacién de la recta normal, observamos que el vector normal al plano tangente
es 1 = (2,4, —1), por lo cual la ecuacién de la recta serd

(z,y,2) =(1,1,3) + t(2,4,-1),

lo que nos dara las ecuaciones paramétricas
r=14+2t, y=1+4t, z=3-t,

v las ecuaciones simétricas

Ejercicios

En los ejercicios siguientes, determinar las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a
la superficie representativa de la funcion dada en los puntos indicados.

1. f(z,y) =22 — 92 (2,1) R:4x—2yfzf3:0,wT_2:yT_;:z:l3

[\SIES
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6.9.

(@1

10.
11.
12.
13.
14.
15.

e »®» N>

Figura 6.4: Plano tangente a una superficie

F(z,y) = cos (5) (r,4) Riz=
f(z,y) =e™, (2,0)

[(ey) = =i, (12)

flay) =ye ", (0,1)

fla,y) = In(2? + %), (1,-2)

Fley) = 222, (02)

fla,y) = arctg (), (-1,1)

fla,y) = V1+2392, (2,1)

z—1In(z? +4%) =0, Py = (1,0,0)
I’2+y2+2’2:3, P0:(13171)
2z — 22 =0, Py = (2,0,2)

cosTr — 22y + e +yz =4, Py =

l’+y+Z:1,P0:(O,1,0)

Diferenciales

1 T—T T z—m  _ y—4 _ z=1/2
75(1_ =+ f5(y—4)), Z1/av2 T m/1ev2 . -1

R:2y—2+1=0,P=(2,0,1)+t0,2,—1)

X 4 xr— —2 z—1/5
Riz=2+3-g ot =l o0
Riz=2+3% -2 P=(1,-2In5)+ 2, 4,5

=

cx—2=0,P=(0,20)+1,0,—1

Riy—2=0,P=(0,1,1)+¢(0,1,-1)
Riz=-1 28 P=(-1,1,-7/4) +t1,1,2
)

0, P=(2,1,3) +#(2,8/3,—1

)
)
)
= (
=2, P=Fy+1(2,0,-1)
Riz+y+z2=3 P=PF+1222)
R: 2x—z—2:0,ﬁ:ﬁ0+t(—4,0,2)
)

)

—

R:22+2+2—-4=0,P=PF+12,21
Riz4+y+2z—1=0P=PF+t1,1,1

(0,1,2)

La diferencial de una funcién de dos variables se calcula como

df =

af

of

By Y,

(6.21)
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que para tres variables se convierte en

of of of
df = = d — dy+ — d=z. 22
! ox x+8y y+8z : (6:22)
Si definimos el vector dr’ como
dF =1 de+ j dy + k dz, (6.23)
la diferencial se puede escribir como
df =V f - di] (6.24)

Esto se puede generalizar a cualquier nimero de variables.

6.10. Puntos criticos y extremos

Para calcular maximos y minimos de las funciones de dos variables, necesitamos primero
localizar puntos criticos; esto se logra igualando a cero las derivadas parciales y resolviendo el
sistema resultante. Una vez que se tienen puntos criticos, calculamos el hessiano, que se define
por medio del determinante

2f o2 f
o (z0,%0) Oyoz (z0,y0)
H = (6.25)
02f 2%
Ozdy (z0,y0) oy (z0,%0)

y se usan los criterios dados en la tabla siguiente para clasificarlos como mdzrimos, minimos y
puntos silla. Un punto silla es un punto critico que en unas direcciones es maximo mientras
que en otras es un minimo.

Criterio para maximos, minimos y puntos silla

Sea A = %
(z0,y0)
Signo de H | Signo de A | Tipo de punto critico
+ + minimo
+ — maximo
— cualquiera punto silla

Obsérvese que si H =00 A =0 (aunque H # 0), no funcionan los criterios y hay que usar
otros métodos para decidir la naturaleza de los puntos criticos.
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Ejemplo
Encontrar los puntos criticos de la funcién f(x,y) = et/ 2(2%+y?), y clasificarlos usando el criterio
del hessiano.

Solucién
Al derivar por primera vez encontramos

0 1 0
a—i = §e$/2(x2 +42) + 2ze®/?, a—JyC = 2ye™/2.

Igualando a cero estas derivadas y resolviendo, encontramos los puntos criticos (0,0) y (-4,0). Las
segundas derivadas son

82f z/2 62f _ z/2 an 26x/2.

o2F 1
_ /20,2 2 ) z/2 92 z/2 _ — YJ
e (x* + y7) + 2ze®/ = 4 2e%/7, y0r ye®’?, 920y ye®/?, 952

0x?2 4
Al evaluar las derivadas en el punto critico (0,0) encontramos que

2 0

H=1y 4

‘:4>O
y puesto que A > 0, el criterio del hessiano nos dice que hay un minimo local.

Evaluando en (-4,0) encontramos que

0 26_2 - —46_4 < 07

lo que permite establecer que el punto critico es un punto silla. La figura 6.5 muestra la grafica
de la funcién.

77
2 )
T 1 T
iy
S L )
s G T
Z A 777

e o B a7 2 Y Y

15

10

Figura 6.5: Funcién con un minimo local y un punto silla
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Ejemplo
Encontrar los puntos criticos de la funcién f(z,y) = 2* + y* — 4zy, y clasificarlos
Solucién

Al derivar por primera vez encontramos

of _ . s of _ . 3
B 4x° — 4y, By 4y° — 4.

Igualando a cero estas derivadas y resolviendo, encontramos los puntos criticos (-1,-1), (1,1) y
(0,0). Las segundas derivadas son

% f % f 9% f
—= = 1222, = —4, 952~

A 2
Oyox " Oxdy 12y".

Al evaluar el hessiano en el punto critico (-1,-1) encontramos que

12 -4

4 12 =144-16=128 >0

H:’

y como A > 0, el criterio del hessiano nos dice que hay un minimo local.

Ahora evaluamos el hessiano en el punto critico (1,1), encontrando que

12 -4

Ty 1o |m144-16=128>0

-

y nuevamente A > 0, asi que el criterio del hessiano nos dice que hay otro minimo local.

Al evaluar el hessiano en el punto critico (0,0) encontramos que

0 —4

H‘—4 0

‘16>0

pero como A = 0, el criterio del hessiano no nos sirve. Para decidir sobre la naturaleza del
punto critico (0,0), analicemos el comportamiento en las vecindades de ese punto. Notando que
£(0,0) = 0, veamos que pasa en los alrededores.

£(0.1,0) = 0.0001 > £(0,0),
£(0,0.1) = 0.0001 > £(0,0),
£(—0.1,0) = 0.0001 > £(0,0),

£(0,-0.1) = 0.0001 > £(0,0).

De la evaluacién anterior, podria parecer que hay un minimo local en (0,0). Sin embargo, ra-
zonando cuidadosamente, debemos notar que siendo la funcién continua, no puede haber tres
minimos locales tan cerca sin la presencia de algiin maximo o punto silla. Y efectivamente, si
calculamos ahora en otro punto cercano

£(0.1,0.1) = 0.0002 — 0.04 = —0.3998 < f(0,0),
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e

Figura 6.6: Funcién con dos minimos locales y un punto silla

vemos un comportamiento diferente, que se repite en el punto (—0.1,—0.1). Esto indica que el
punto (0,0) es en realidad un punto silla. Esta conclusién (y las anteriores, referentes a los dos
minimos locales), se pudo adelantar al visualizar la grafica de la funcién, que se observa en la
figura 6.6.

Lo anterior nos permite ver la graficaciéon de funciones como un método burdo, pero tutil, para
decidir la naturaleza de los puntos criticos de una funcion.

Ejercicios

Hallar los puntos criticos de cada funcién y clasificarlos por medio del criterio del hessiano, donde
sea posible.

1. flr,y) =22 +ay+y>+3r—3y+4 R: (-3,3), minimo
2. f(z,y) = 2wy —52% — 29> + 4z + 4y — 4 R: (%,%),méximo
3. f(r,y)=2>+ay+3r+2y+5 R: (-2,1), punto silla
4. f(z,y) =5xy—T2> +32+2y+5 R: (g,%), punto silla
5. f(x,y) =22 —day + 9y +6y+2 R: (2,1), punto silla
6. flz,y)=22—y?—20+4y+1 R: (1,2), punto silla
7. flx,y) =22+ 2zy R: (0,0), punto silla
8 flz,y) =222y —y>+6 R: (0,0), punto silla; (—%, %)
9. f(z,y) = 22 + 4y* + 32y — Sz + 2y R: (2,-1), minimo
10.  f(z,y) = 622 — 223 + 3y% + 6y R: (0,0), minimo; (1,-1), punto silla
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11.
12.

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.

22.

23.

24.
25.

26.

27.

6.11.

Si el dominio de una funcién de dos variables no es R?, sino una regién acotada, el andlisis
para encontrar maximos y minimos es diferente. En este caso no es necesario calcular el hes-
siano, sino sélo localizar los puntos criticos en la region dada, y después examinar la frontera
del dominio para encontrar puntos criticos de las funciones de una variable involucradas. Una
vez que se tienen todos los puntos criticos, simplemente se evaltia la funciéon original en cada

flz,y) =923 + % —dxy R: (0,0), punto silla; (%, %), maximo

R: (0,0) y (-2,2), puntos silla; (0,2), minimo; (-2,0), maximo

f(z,y) = day — 2t — y* R: (0,0), punto silla; (-1,-1) y (1,1), méximos
f(z,y) tzﬂl,z_l R: (0,0), méximo
flz,y) =ysenx R: (nm,0), puntos silla
flo,y) =2 + 29> —da + 4y R: (2,-1), minimo
fl,y)=zy—z+y R: (—1,1), punto silla
f(z,y) =2* 4y — 3ay R: (0,0) punto singular; (1,1), minimo
fley) =17+ Sy R: (—4,2), méximo
f(z,y) = xseny R: (0,n7) (con n entero), puntos singulares
fla,y) = 2Py~ (0D

R:(0,a), (a cualquier real), puntos singulares; (iL \/Li)’ mAaximo; (il, —%), minimo
flz,y) = we = v’ R: (371/3,0), punto singular

R: (-1,-1), (1,-1), (-1,1), puntos singulares; (-3,-3), maximo

[z, y,2) = xy + 22z — 2% —y — 22 R: (17 1, %), punto singular
Mostrar que la funcién definida por f(z,y, z) = 4xyz —2* —y* — 2% tiene un minimo relativo
en el punto (1,1,1).

Identificar y clasificar los puntos estacionarios de la funcién z = g(z,y) que cumple la
ecuacion 277" — 3¢2+v" =2 R: (VIn3,—vIn3), miimo; (—v/In3, vIn3), miximo

Hallar los valores extremos de f(z,y) = :Eye’zz’f.

R: (0,0), punto silla; (%, \/Li)’ (—%, —%)7 mAximos; (%’ _\/Li)’ (_%7

) , minimos

Sl

Extremos de una funcion definida sobre un dominio

restringido

uno de ellos y se comparan los valores obtenidos.

Ejemplo

Hallar los valores maximo y minimo de la funcién f(x,y) = 22y(4—x —1y) en el tridngulo limitado
por lasrectas =0, y=0y o +y = 6.

Solucién

Primero encontraremos los puntos criticos, calculando las primeras derivadas
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of _ 2 of _ 2
%—2xy(4—x—y)—|—xy (—1), 6—y—l‘ 4—z—y)—zy.

Igualando a cero y resolviendo, encontramos puntos criticos en (0,0) y (2,1).

Ahora analizaremos las rectas que forman la frontera del dominio examinado. En la recta z = 0
tenemos que f(0,y) = 0, o sea que no hay valores maximos o minimos locales. Esto mismo pasa
en la recta y = 0. Por dlimo, en la recta z + y = 6, la funcién se vuelve f(z,z) = 2%(6 — z)(4 —
x — (6 — ) = —122% + 223. Derivando esta tlima funcién encontramos f’(z) = —24x + 223, que
al igualar a cero y resolver nos da el punto critico (4,2).

Los valores de la funcién en estos puntos son

£(0,0) =0,
F21) = (2P -2-1) =4,
F(4,2) = (4224 - 4-2) = —64.

De los valores anteriores concluimos que el punto (2,1) es el méximo absoluto, mientras que el
punto (4,2) es el minimo absoluto.

Ejercicios

Encontrar los extremos absolutos de las funciones dadas en los dominios indicados.

10.
11.

12.

~

&

(

y) = 222 — 42 +y? — 4y + 1 en la regién triangular encerrada por las rectas x = 0,
2y y = 2z en el primer cuadrante R: M (0,0), m (1,2)

( y) 2?2 — 2y +y? + 1 en la regién encerrada por las rectas =0, y =4y y =«

f(z,y) = 2% 4+ 3 en la regién encerrada por x = 0, y = 0y y + 22 = 2 en el primer
cuadrante R: M (0,2), m (0,0)

flr,y) =a?+azy+y?> —6renlaregion 0 <z <5, -3<y<3
R: M (5,3), m (9/2,-3) y (5,-5/2)
flzy) =2 +zy+y* —6r+2enlaregion 0 <z <5, -3<y<1 R:M (0,-3), m (4,-2)
f(x,y) =487y — 322° — 24y? en laregién 1 <2 <3, —7/4 <y <7 /4
R: M (1,7/4), m (3,-7/4)
flz,y) = 4z — 8xy + 2y + 1 en la regién del primer cuadrante encerrada por z =0, y =0

"\h

yr+y=1 R: M (2,0), m (1,&+7/4) y (3,£7/4)
f(z,y) =z — 2% + y? sobre el rectangulo [1,2] x [0, 1]. R: M (1,1), m (2,0)
f(z,y) = x + 2y sobre el disco 2 + y* < 1. R: M (/1/5,/4/5), m (—/1/5, —/4/5)
f(z,y) = vy — 2®y? sobre el cuadrado [0,1] x [0, 1]. R: M (1/V/3, 1), m (0,0) y (1,1)
flz,y) = 2y(l — x — y) sobre el tridngulo de vértices en (0,0), (1,0) ¥ (0,1).

R: M (1/3,1/3), m(1,1)

f(z,y) = senx cosy sobre la regién triangular encerrada por los ejes coordenados y la recta
x4y =2m. R: M (37/2,7), (7/2,0) y (7/2,27), m (7/2,7), (37/2,0) y (37/2,27)
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6.12. Multiplicadores de Lagrange

Muchos problemas de determinacién de valores maximos y minimos se presentan en situa-
ciones donde las variables no son independientes, sino que estan relacionadas entre si mediante
restricciones adicionales. En tales casos los maximos y minimos se determinan haciendo

029

donde f es la funciéon a maximizar y ¢ es la ecuaciéon que relaciona las variables para la
restricciéon dada. Entonces procedemos a resolver el sistema determinado por las ecuaciones
6.26 v la restriccion, para hallar puntos criticos. Tales puntos se evaliian y comparan para
establecer su caracter de maximos o minimos.

Ejemplo
Encontrar los méximos y minimos de la funcién f(x,y) = 22y, sujetos a la restricciéon 2 +2y? = 6.

Solucién

Los gradientes de las funciones son

Vf =2xyi+2%), Vg=2xi+4yj,
que al multiplicar por A e igualar nos da el par de ecuaciones
20y = A(2z), 2% = \(4y).

Para resolver este sistema despejamos A en las dos ecuaciones e igualamos, obteniendo

cantidad que sustituimos en la restriccion
4y* + 2y° = 6y* = 6,

con lo que obtenemos los valores solucién x = £2, y = +2, lo que nos senala cuatro puntos en los
cuales evaluar la funcién. Al hacerlo obtenemos

F(=2,-1) = (-2)*(-1) = 4,
F(=2,1) = (-2)*(1) = 4,
F2,-1) = (2*(-1) = -4,
£(2,1)=(2(1) = 4.

Lo anterior nos muestra que tenemos maximos en los puntos (-2,1) y (2,1); y minimos en (-2,-1)
y (27'1)

El método anterior se puede generalizar a un nimero de restricciones mayor simplemente
haciendo

V=MV + XV + AV + ... (6.27)

y procediendo en forma analoga.
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Ejemplo

Encontrar los mximos y minimos de la funcién f(x,y, z) = 3z —y — 3z, sujetos a las restricciones
r+y—z=0y2?4+22=1.

Solucién

Los gradientes de las funciones son

Vf=3i—j—3k Vg =i+j—k, Vgo=2xi+4z].

Para resolver, introducimos A\; y Az, e igualamos en la forma

Vf = )\191 + )\292,

que al igualar componente a componente nos da las igualdades

3=A+2x s, —1=XA1+0Xy, —3=—-X\ +4z),

de donde obtenemos, al eliminar Ay y As,

Sustituyendo esto en la segunda restriccién obtenemos

9 —x
2 — ) =1
x+<2> s

que al sustituir en la primera restricién nos da los siguientes puntos criticos

2 1 1 2 1 1
= (ﬁ’%"%)’ = (‘@‘%%)

Ahora evaluamos la funciéon para localizar los méximos y minimos

Asi pues, el punto P; es un méximo, y P, es un minimo.

Ejercicios
1. Encontrar los puntos sobre la elipse 22 + 2y? = 1, donde f(x,y) = zy alcanza sus valores
) 1
extremos. R: (:I:%, 5)
Hallar el valor maximo de f(z,y) = 49 — 22 — 32 sobre la recta x + 3y = 10. R: 39
Hallar los puntos sobre la curva zy? = 54 més cercanos al origen. R: (3,43v/2)

Calcular las dimensiones de la lata cilindrica circular recta y cerrada con menor superficie

cuyo volumen sea de 16 m cm?. Rir=2cm, h=4cm

Determinar las dimensiones del rectdngulo de mayor area que puede inscribirse en la elipse
2
% + % = 1 con lados paralelos a los ejes coordenados. R: 1= 4\/5, h=3v2
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6. Encontrar los valores maximos y minimos de f(z,y) = 22 + y?, sujeta a la restriccién
2% — 2z + 42 — 4y = 0. R:m £(0,0) = 0, M f(2,4) = 20

7. La temperatura en un punto (z,y) de una placa de metal es T'(z,y) = 42? — 4y +y>. Una
hormiga camina sobre la placa alrededor de una circunferencia de radio 5 con centro en el
origen. ;Cudles son las temperaturas maxima y minima

encontradas por la hormiga?
R: min 0°, Max 125°
8. Calcular la distancia entre el origen y el plano de ecuacion x + 2y + 2z = 3 R:1

9. Encontrar la distancia entre el punto (2,1,-2) y los puntos mds cercanos y los més lejanos
de la esfera 22 + y2 + 22 = 1. R: méximo: 4, minimo: 2

10. Determinar los valores de a, b y c¢ tales que el elipsoide

pase por el punto (1,2,1) y que su volumen, V = 472 sea minimo.

3
Ria=+v3b=+2V3,c=+V3

11. Hallar los valores méximos y minimos de f(x,y, z) = x sobre la curva de interseccién entre
el plano z = x + y y el elipsoide 22 4 2y? + 222 = 8. R: maximo: 2, minimo: -2

12.  Hallar los valores mdximo y minimo de f(z,y,2) = 4 — z sobre la elipse que resulta de la
interseccién del cilindro 22 + y? =8 y el plano x +y + 2 = 1.  R: méximo: 7, minimo: -1

6.13. Teorema de Taylor

Asi como en céalculo de una variable se pueden aproximar funciones alrededor de un punto a
través de polinomios, en dos variables se puede generalizar esto aproximando usando polinomios
de dos variables por medio de la férmula

Polinomio de Taylor de grado n alrededor del punto (z, o)

P(z,y) = i g fffayj (2 — 20) 7 (y — o). (6.28)
i=0 j=0 (i —5)j! Ox Y 1 (@o,0)

Ejemplo
Encontrar una aproximacién de tercer orden de f(z,y) = v/22 + y3 alrededor del punto (1,2).
Solucién

Calculemos las derivadas hasta de tercer orden y evaluemos la funcién y sus derivadas

fly)=va?+y3, f(1,2)=3

of = o _1
O a2y Or|ny 3
of s af

33/ B 2 :1:2+y3, a_y (1,2)
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N R T
9% (22 + ¢332’ a2 (1.2) o7

Oyox  0xdy  2(2*+y?)3/27  Oydr| ., 9
or_tyist 2 2
y? A2 +yP)32 9y |y, 3

Y N T ']

9% (22 +y3)5/2’  92® (1.2) 81
Pf P35 Pf | 12
0220y ~ 22 + P2 0220y, S
Bf  1sayt—120%y 93 _ 58
Oudy? — A(x? +yP)P2 7 dx0y? |, 81

2f _w oty et oy _
oy3 8(z2+y3)5/2 T 0yPlh, 81

De lo anterior encontramos la aproximacion

flog) =3+ 3= D)+ 2y = 2) + oo — 1P = S - Dy —2)+ 5y — 2
(=1 - Sl =12y = 2) + oo~ Dy~ 22— 2y~ 2"

_8
81

La figura 6.7 muestra la funcién y su aproximacién de orden 1. Notese que ya a este orden la
aproximacién es de gran precisién para puntos cercanos al (1,2).

nNoow A

=

, O o
RPOOCOIFRPONOIWORAO

ol

Figura 6.7: f(z,y) = Va2 +y3y P(z,y) = $ 4+ 2y —
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Ejercicios

Aproximar cada funcién con un polinomio de grado 3 alrededor del origen.

10.

A

© ® N>

f(z,y) = cos(a® +y?)
f(z,y) = ysenz
f(z,y) = sen(z® + y?)
f(z,y) = senz cosy
flz,y) = we?

fz,y) = e* cosy
f@y) = ==

Flz,y) = e In(1 +y)
(@) = =27y
f(z,y) =2z +y+1)

R:1

R: zy

R: 22 + 32

3 2
Roo— % -2
) 1.2
R:z +xy + 5oy

3

22 2 . oy

R1+$+7—% ?—%
Ril+(@+y)+(z+y)°+(z+y)°

Ry + 3(2zy — y?) + £ (32%y — 3ay® + 2¢°%)
R:l+x+y+a®+y° +2° + +2’y + ay® +

R: 2m+y—2x2—2xy—y2—2+%+4m2y+2xy2+%



Capitulo 7

Integrales multiples

En este capitulo se estudian las integrales de funciones de dos y tres variables.

7.1. Integrales dobles

Asi como en calculo de una variable se puede llegar al concepto de integral al calcular el
area bajo una curva, en dos variables la integral doble se encuentra al calcular el volumen bajo
una superficie.

n o0

/ /A fley)dA= — lim % fri,y;) Ady. (7.1)

i=1 j=1

El célculo de una integral doble representando un volumen se puede realizar en forma
inmediata si se conoce la formula para el volumen en cuestion. Por otro lado, si se tienen
funciones que se sabe son simétricas con respecto a algun eje de simetria, en las que la funcion
es impar en el dominio dado, la integral nos da cero de inmediato. Para esto tenemos que saber
clasificar correctamente las funciones a integrar. Si no sucede alguna de las opciones anteriores
(que es lo més seguro), tendremos que evaluar la integral paso a paso.

La forma de calcular las integrales dobles es por medio de una integral iterada. Esto consiste,
de forma andloga a lo que se hace con las derivadas parciales, en suponer constante una de las
variables e integrar con respecto a la otra. Después de la integracion nos queda una funcién de
solo una variable, la que integramos con respecto a esa variable.

Para poder evaluar una integral iterada, es necesario saber calcular los limites adecuada-
mente. Esto es muy facil en el caso de un dominio rectangular, pero en otros casos puede no ser
tan sencillo. Para determinar correctamente los limites de integracién se recomienda graficar
la regién antes de proceder, pues una buena eleccion del orden de integracion puede simplificar
mucho las cosas.

Una forma de determinar los limites de integracién partiendo de la gréfica es recorrer con
flechas paralelas al eje de la variable con respecto al cual se esta integrando. La curva donde
inicia la flecha y aquella donde termina son los limites de integracion. Después observamos
desde qué valor y hasta qué valor hubo flechas que recorrieran la regién de integracion, lo
que nos dara los otros limites. Notese que en una integral iterada los limites de integracién
de la primera integral pueden ser funciones de la otra variable, pero en la segunda integral
necesariamente deben ser constantes numéricas.
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Ejemplo

Evaluar la integral

I://xydA,
A

donde A es la regién triangular cuyos vértices son (0,0), (1,0) y (1,1).
Solucién

La region a integrar se muestra en la figura 7.1. Si elegimos integrar primero con respecto a y,
los limites entre los cuales hay que integrar son 0 y z, pues vemos que la carrera de y es desde el
eje x, hasta la recta y = x. Después de esto, notamos que las flechas que muestran la carrera de
y van desde x = 0 hasta z = 1, por lo que ésos tendran que ser los limites de integracion.

Figura 7.1: Dominio de integracién

La integral doble original es equivalente a la integral iterada

1 x
I:/ (/ zydy) dx,
0 0

después de realizar la primera integracion obtenemos

1 2 y=x 1.3 4
I:/ <ﬂ) dx:/x—dx:x—
, \ 2 . ) 8

y:
Si hubiésemos tomado el otro orden al realizar la integral, los l{mites habrian sido = = y (puesto
que en esa curva comienzan las flechas que dan la carrera de z) y = 1, mientras que para y los
limites habrian sido 0 y 1, dado que entre esos limites estdn las flechas que recorren la regiéon de
integracién. Entonces tendriamos la integral iterada

([ ) o

1

1
0
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que después de integrar la primera vez nos da

1 2 =1 1 2 2 4
1-— 1
1:/ (M) dy:/ A=y 4 (y_y_> _!
o \2 /], o 2 1 %8)|, 8
Ejercicios
Evaluar la integral doble indicada sin utilizar el método iterativo
dA, donde R es el rectdangulo [—1, 3] x [—4, 3]. R: 20
Jr
z +1y) dA, donde T es el paralelogramo de vértices en (2,2), (1,-1), (-2,-2 -1,1). R: 0
Nz +y) p g y
Mo py2cq (42°y® —x +5) dA R: 57
7!'0.3
Wiapsyi<ala = Va2 +y?) dA R: T&-
JJ7(1 —x —y) dA, donde T es el tridngulo de vértices en (0,0), (1,0) y (0,1). R: &
Evaluar por iteracién las integrales dobles indicadas.
[[(2* +4?) dA, donde R es el rectéangulo [0,a] x [0,b]. R: M
[fs(senz 4 cosy) dA, donde S es el cuadrado [0,7/2] x [0,7/2]. R:im

L

[[ zy* dA, donde R es la regién del primer cuadrante limitada por las curvas y = 2% y 2 = y>. R: &

J[p, nz dA, donde D es la regién del primer cuadrante limitada por la recta 2z + 2y = 5 y la hipérbola
zy = 1. R:?’8—31n27%

I %ey dA, donde T es la regién definida por 0 < 2 < 1, 22 <y < z. R: 652

Integrar f(x,y) sobre la regién dada.

flzy) = % sobre la regién del primer cuadrante acotada por las rectas y =z, y =2z, x =1, x =2

R: % In 2
f(z,y) = 22 + y? sobre la regién triangular con vértices (0,0), (1,0) y (0,1) R: 2
f(z,y) =y — /x sobre la regién triangular cortada desde el primer cuadrante del plano zy por la recta
r+y=1 : —%
f(z,y) =y — 2% sobre la regién acotada por el cuadrado |z| + |y| = 1 R: —2
f(z,y) = xy sobre la regién acotada por lasrectas y =z, y =2x y x+y =2 R: %

Trazar la regién de integracién y evaluar cada integral.

I3 24— ?) dyde R: 16
ff’l fil(x+y+1) dx dy R:1
Jo J5 zseny dy dax R: 24+%
fllngfolnye“'y dz dy R: 8In8
fol ny2 3y3e® dx dy R:e—2
f:/jg J35°Y 3cosy da dy R: 27
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7. f01/16 fll//i cos(167x®) dx dy R: o=
8. fOQ\/F fy\f;fg 2® dx dy R: 2
9. foﬂ f: % dydx R: 2
10. fol fyl z2e® dx dy R: &2
En los siguientes ejercicios, trazar la region de integracion, invertir el orden de integracién y evaluar.
1. fo 172y da R: 1
2. 72 dedy R: 2In2 - 1
3. 2207 16p dy do R: 81
4 [y dady R: 4
5. fol fj/?Q 3y dx dy R: 2
6. fo f mﬁx dydx R: 32
7. fo f 2y? sen xy dy dx R: 4 —sen4
8. fo d-a . - s dydx R: 1(e8 —1)
9. fof m/3€y dy dzx R:ie—1
0. f5 [o 7 dyda R: Lln17

7.2. Integrales dobles en coordenadas polares

Si la region de integracién tiene simetria circular, conviene cambiar a coordenadas polares
para simplificar la integracion. La transformacion necesaria, ademéas de involucrar un cambio
de coordenadas, también conlleva un cambio en el elemento diferencial involucrado, como en
las integrales de funciones de una variable. En este caso el elemento diferencial se convierte de
dx dy a r dr df, con lo que la integral se transforma en

/ flx,y) do dy = / f(r,0) rdr de, (7.2)
R R
donde se ha usado x =r cosf, y =r sen6.

Ejemplo

Evaluar la integral

/—dA

donde A es la porcién del anillo definido por a? < 22 + 32 < b?, situada en el primer cuadrante,
abajo de la recta y = x.

Solucién

Usando la férmula para el cambio de variables citada anteriormente, la integral se transforma en
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r2sen? @
[ 285 [ o

Figura 7.2: Regién de integracién

Para determinar los limites de integracién, hacemos un pequeno bosquejo de la regién de inte-
gracién que, como vemos en la figura 7.2, es una seccién circular que barre 6 desde 0 hasta /4,
y en la que r va de a hasta b. Entonces la integral se transforma en

w/4 b
/ / tg? 0 r dr db.
0 a

Al evaluar la primera integral se obtiene

/4 T2
[ 5

que al integrar la segunda vez nos da

b /4
tg 0 df = 5( - a2)/ (sec’> 6 — 1) db,
0

// P ga- Lop—aywo—o| | = L2 — )1 —n
0
Ejercicios
Cambiar cada integral por una equivalente en coordenadas polares y evaluar.
1. f fm dy dx R: %
2. f f \/W dy dx R«
3. [ f Vi (2% +y?) dady R: Z
4. f_ f\/— (22 +y?) dy dx R: I
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VaZ—z2
5. [ f ey dydx R: ma?
Va—y? x
6. f02 fO Y (2% 4+ 9?) de dy R: §
7. Y Y dedy R: 36
2 1
8. [y Jyydydx R: 3
0 0 2
9. |5 f_mm dy dx R: (1-1n2)
44/ x2+y? .
10. f f m Tia24y? da;dy R: 47 — 7'(2
11. f01112 0\/ (In2)2—y2 e /2 4y2 de dy R: (2 no — 1)%
12. fol I =% o=@ +) dy da R: Z(1—1/e)
B sy dyde R: Z+1
14. fOZ I e xy? dx dy R: %
15. fil Y 1;y22 In(z? +y? +1) dedy R: 7(In4 — 1)
—/1-42
IQ
6. [ f_h T Wi R: 7
17. Evaluar [[,(z s ) dA, donde S es la regién situada en el primer cuadrante, en el interior del disco
definido por z? + y? < a? y bajo la recta y = /3. R: 1.366a
18.  Calcular [[;x dA, donde S designa el sector circular definido por 2 +y* < 2, z > 1. R: 2/3
19. Calcular [[.(2*+y?) dA, donde T es la region delimitada por el tridngulo de vértices (0,0), (1,0) y (1,1).
R:1/3
20. Calcular ff 2 y2<1 In(z? +52) dA R: diverge

7.3.

Para algunos dominios de integracién el cambio a coordenadas polares no funciona, pero

Transformaciones generales en la integral doble

puede haber otros cambios de variables que simplifiquen la integracion. En tales casos, ademas
de cambiar a las nuevas variables, también se tiene que cambiar el elemento diferencial.

El nuevo elemento sera J du dv, siendo u y v las nuevas variables y J el jacobiano de la

transformacion, definido como

dz Oz
ou  Ov
J= (7.3)
9y %y
ou  Ov

con lo que la integral queda como

/Af(x,y) dr dy = /A/f(u,v) J du dv. (7.4)
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Ejemplo

Evaluar

usando la transformacion v =

Solucién

El dominio de integracién es el rectdngulo mostrado en la figura 7.3 a).

y \Y%
4
2
3— -
2 |
14 i
0 T I T I T I X 0 T T u
0 1 2 3 0 1

Figura 7.3: Transformacién para una integral doble

Resolviendo x y y del sistema de ecuaciones dado por el cambio de variables, obtenemos x = u+v
y y = 2v, de donde el jacobiano es

-1 &=

ou ov

J = —92
oy _ Oy _
au*O 81)72

Ahora aplicamos el cambio de variable a los limites de integracién como sigue:

= W =

Para la recta x = y/2, el cambio de variables nos da u + v = v, es decir, u =0
Para la recta x = y/2 4+ 1 obtenemos u+v=v+ 1, 0 sea, u = 1
Para la recta y = 0 obtenemos 2v = 0, esto es, v =0

Para la recta y = 4 obtenemos 2v = 4, o sea, v = 2
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Como resultado de esta transformacién obtenemos un rectangulo en el plano uwv, segin se muestra
en la figura 7.3 b). Con lo anterior, la integral se convierte en

2 .l 2
/ / u 2 du dv = / u?
o Jo 0

1

2
dv:/ 1 dv=2.
0 0

Ejemplo

Encontrar la integral

1 -z
/ / vz —yly — 2x)% dy dz.
0o Jo

Solucién

El dominio de integracién es la regién triangular que se muestra en la figura 7.4 a). a).

Figura 7.4: Transformacidn para otra integral doble

Para esta integral, el integrando sugiere la transformacién v = z — y, v = y — 2x. Obsérvese que
no se tomaron potencias o raices, para que sélo haya funciones de primer grado al momento de
manipular los limites de integracién y al calcular el jacobiano. Resolviendo para x y y obtenemos
rT=5—35,y= %“ + 3, con lo cual el jacobiano nos da

1
3

W=

1
I

IO

Sustituyendo en los limites de integracién encontramos que
y = 0 se transforma en v = —2u,

y=1—x se transforma en u = 1,
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x = 0 se transforma en u = v.

Lo anterior nos da como dominio de integracion en el plano wv la regién triangular mostrada en
la figura 7.4 b). Con esto, la integral se transforma en

1 u 1 3|
/ / ul/2y? 1 dv du :/ ul/? v
0 J—2u 3 0 9

1
du :/ w2y du =
—2u 0

1

2

1
/ W% du = gu9/2 .
0 9 0 9

Ejercicios

10.

Utilizar las sustituciones sugeridas para calcular cada integral

ffR(2x2 — a2y — y?) dz dy, con R la regién del primer cuadrante encerrada por las rectas y = —2z + 4,
y=-2z+7,y=xz—-2yy=z+1

Transformacién sugerida: u =z —y, v =2x +y R: 33/4

I/ R(SJ:2 + 14xy + 8y?) dx dy, con R la regién del primer cuadrante encerrada por las rectas y =
—(3/2)z+1,y=-(3/2)z+3,y=-(1/)zyy=—(1/4)z+1

Transformacion sugerida: © = 3z + 2y, v = x + 4y R: 64/5

ffR 2(z — y) dx dy, con R la regién cuyas fronterasson t = -3, 2 =0, y=zyy=xz+1

Transformacion sugerida: u = 22 — 3y, v = —x + vy R: -3

[ [r(z+y)? dx dy, con R el paralelogramo con vértices (1,0), (3,1), (2,2), (0,1).
Transformacién sugerida: u =x +y, v =z — 2y R: —255/4

[ [z —y)?sen?(x + y) dx dy, con R el paralelogramo con vértices (m,0), (2, ), (7, 27), (0,7).

Transformacion sugerida: u =z —y, v =2 +y R: /3
1 pl4x

fo 1—x \/E(y - x)Q dy dx

Transformacién sugerida: x = u, y = u + v R: 452/945

[ Jz(y —x) dz dy, con R el paralelogramo cuyos lados son las rectas y =z + 1, y =2 — 3,y = —to + £
yy=—32+5.

Transformacién sugerida: u =y —x, v =y + %x R: -8
J [r(x = 3y) dx dy, con R el tridngulo cuyos vértices son (0,0), (2,1) y (1,2).

Transformacién sugerida: x = 2u+ v, y = u + 2v R: -3
J [r(4x + 8y) dx dy, con R el paralelogramo de vértices en (-1,3), (1,-3), (3,-1) y (1,5).
Transformacién sugerida: x = 1(u+v), y = 3 (v — 3u) R: 24

[ [r2* dz dy, con R la elipse 92 + 4y* = 36.

Transformacion sugerida: © = 2u, y = 3v R: 67
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Integrales triples

7.4.

La integral triple de una funcién de tres variables se construye en forma analoga a la integral

trica como en la integral doble, aunque

se le pueden dar diversas interpretaciones fisicas que ayudan a comprender este concepto. En

on geomé

’

doble. En este caso no hay ya una interpretaci

nuestro caso la trataremos tinicamente como una generalizacién. Se define la integral triple por

medio del limite

(7.5)

Vijk-

n

Zf(xiaijzk) A

%

1m
—00

1/

fz,y,2) dV =

|4

/!

dio de una integral

7

én por me

se puede hacer tambi

La evaluacién de una integral triple

der determinar

on para po

.z

iterada. Nuevamente se recomienda realizar un bosquejo de la regi

tamente.

s

o1n correc

los limites de integraci

Ejemplo

0,0), (0,1,0) y (0,0,1), evaluar la

)

Para el volumen V' del tetraedro cuyos vértices son (0,0,0), (1

integral

y dV.

/i

Solucién

Figura 7.5: El plano x 4+ y + z = 1 limita superiormente al tetraedro

La figura 7.5 muestra el plano bajo el que se encuentra el volumen de integracién. Si decidimos
integrar primero con respecto a z, el limite inferior es cero, mientras que el limite superior es el
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plano superior del tetraedro. La ecuacién de dicho plano es £+ %43 = 1, por lo que la integracién
va desde z =0 hasta z =1 —x — y.

Después de integrar con respecto a z integramos con respecto a y, lo que nos lleva a integrar
dentro del tridngulo limitado por los ejes x v y y la recta y = —x + 1, por lo que los limites de
integracién serdn y =0y y=1—=z.

Finalmente, para integrar con respecto a x ya s6lo nos queda un intervalo sobre ese eje, que va
de 0 a 1, asi que los limites sonz =0y z = 1.

/01 </0H ( /Ol_x_yy =) dy) s

Realizando los céalculos necesarios obtenemos

/01 (/Ol—w(l—l‘—y)ydy) dx:/olé(l_x)?, dm:—%(l—x)‘*

La integral iterada es

Ejercicios

Evaluar la integral triple dada. En algunos casos el dlgebra y una eleccién adecuada del orden de integracion

pueden facilitar mucho los célculos.

1.

N v e W

J[z(1 + 22 — 3y) dV, donde R es el paralelepipedo rectangular definido por —a <z <a, —b <y <b,
—c<z<ec R: 8abe

J[[z = dV, donde R es el tetracdro encerrado entre los planos de referencia y el plano £ + ¥ 4- 2 =1

R: iach
fffR(x2 +y?) dV, donde R es el cubo definido por 0 <2 <1,0<y<1,0< 2 < 1. R: %
M52 +y* + 2%) dV, donde R es el cubo [0,1] x [0,1] x [0,1] R: 1
[ yz*e~*¥= dV, donde R es el cubo [0,1] x [0,1] x [0,1]. Rie—2
[[zy dV, donde R es el cubo [0,1] x [0,1] x [0,1] R: 1
i m dV, donde R es la regién limitada por los seis planos 2 =1, 2 =2,y =0,y =2, =0y
r=y+z. R: % In2
J[[ coszcosycosz dV, donde R es el tetraedro definido por z,y,z >0, z +y+ 2z < 7. R: %

Evaluar las integrales siguientes

fol fol fol(x2 +y* +2%) dzdydz R: 1
foﬁ 03y fj?lx;y;f dz dx dy R: —6
f1e f1e f1e$ dx dy dz R: 1
fol 03—3£ f03—3?£—y dz dy dx R: %
fol Jo Jo ysenz dxdydz R: %3(1 —cos1)
f—11f_11f_11($+y+2) dydxdz R: 0

f03 Jo o= 0 = g dy dx R: 18
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8. fF f_\j\/;—_”_y JEHY 4z da dy
9. [y [ITT Y dedyda
0. fL T g dedyda
1L [ Jo fo cos(z +y +z) dedydz

12. [0 [ [fInzlnylnz dzdedy

13. foﬂ/4 folnsecyf_z; e* drdz dy

— 2
4. [ 2 VY 2 dedydz

&
w5

DI~

o "=

R: 1

R:8In2

7.5. Integrales triples en coordenadas cilindricas

Para dominios donde hay simetria cilindrica, las integrales triples se calculan por medio de

///Vf(ray%) dV = // | f(0,8,2) v dr db dz (7.6)

donde z = rcosf, y =rsenf, 2 =z y dV = r dr rf dz. La figura 7.6 muestra el significado

de cada variable.

P(x,y,2)

Figura 7.6: Las coordenadas cilindricas

Ejemplo

Calcular

[
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donde V est4 limitado por el cilindro 22432 = 9, sobre el plano z = 0 y bajo el cono 22 = 422 +4y?
Solucién

En coordenadas polares, el cilindro 22 + 4% = 9 tiene la ecuacién r = 3. El cono 22 = 4x2 + 492
es equivalente a 22 = 472 o bien, z = 2r (es positivo porque est4 sobre el plano z = 0). Entonces
la integral es equivalente a

3 2 2r
///T2COSQQTde9dZ:/ / / r3cos? 0 dz df dr =
v o Jo 0
3 pom 2r 3 pom
:/ / r3cos? 0 2z d9dr:/ / 21t cos2 0 df dr =
o Jo 0 o Jo

3

3 2 3 5
:/ r [9+sen29} dr:27r/ wdr =or :48—6.
0 2 0 0 5 0 5
Ejercicios
Evaluar cada integral
L2 YR s dr do R: drlv2-l)
2. JI SIS r dzdrd R: — 17 (4y/7 — 25)
21 (0/2m (3+24r2 . 17w
ER o r dzdrdf R: 4%
4. Iy a/ﬂfgx/i%zrdzdrtﬁ R: 372
5. 2T [MYYET 3 dzdr db R: 7(6v/2 — 8)
6. fzﬂ fo f162 (r?sen? 0 + 22)r dz drdf R: %
7 fzﬂf fz/3r3 dr dz df R: 3
: o Jo © 10
8. Jh S e 4 dr df dz R: 127
9. fo fo (r? cos? 0 + 2%)r df dr dz R: %
10. fo fr 9 (r senf + 1)r df dzdr R: 8w

7.6. Integrales triples en coordenadas esféricas

En dominios donde existe simetria esférica, las integrales triples se calculan usando

// Sy, 2) dV = // icL ¢)p*sen ¢ dp df dg (7.7)

donde z = pcosfsen ¢, y = psenfsen ¢, z = pcos ¢y dV = p? sen ¢. La figura 7.7 muestra
el significado de cada variable.
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z
P(x’y>z)
9 L
y
o
X
Figura 7.7: Las coordenadas esféricas
Ejemplo
Calcular
Jff o
v
donde V estd entre las esferas p =2y p =4, y sobre el cono ¢ = 7/3.
Solucién
La integral en cuestién es
2m /3 4
/ / / (pcos B cos ¢)(psenfsen ¢)(pcos) p* dp df dp =
o Jo 2
2r  pmw/3 pd 2r  pmw/3 P6 4
:/ / / p5c0sﬁsenﬁsen3qﬁcosgbdpdgbd@:/ / Z_| cosfsen@sen® ¢cospdp df =
o Jo 2 o Jo 61,
2n pm/3 ) 27 sen? (ZS /3
672 / / cos B sen fsen® ¢ cos ¢ dp df = 672 / sen 6 cos 6 1 df =
o Jo 0 0
189 2" 189 o
= — cosfsenf df = —sen’f| =0.
2 Jo 4 0
Ejercicios

1.

Evaluar cada integral

T T r2sen
fo fo o © d)pQSenqb dpdeo db R: 72
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2. 27 [T [2(pcos g)p?sen ¢ dpde df R: 27
3. [T [ (SO 2 sen g dp dep b R: T
4. I 5pdsen® ¢ dpd do R: 5%
5. fo% Oﬂ/g ficd) 3p°sen¢ dpde df R: 57
6. fo% Oﬂ/4 ()Sec¢(p cos ¢)p? sen ¢ dp de d R: §
7. f02 fi)ﬂ f:/f p3sen2¢ do df dp R: 27
8. [Tl [R50 [T p?sen g df dp oy R: 252
9. [T [Tt 12psen3 ¢ dedf dp R: 2(8 — 5v/2)

0. [72 75, 2. 50" sen® ¢ dpdo dop R: 11v37

w/6 J—m/2



Capitulo 8

Campos vectoriales

Un campo vectorial es una funcién que asigna un vector a cada punto de su dominio, esto
es, se trata de una funcion vectorial de variable vectorial. El dominio de un campo vectorial
puede ser una linea, una superficie, una regién del espacio con cierto volumen, etc. Esta clase
de funciones se utiliza extensamente en la fisica y la ingenieria, por lo que serd importante su
estudio.

8.1. Representacion grafica

Como se expresé anteriormente, en un _campo vectorial F(:p y,z) a cada punto (z,y,z)
del dominio corresponde un vector F=Fi+F vJ + . k: asi que para representar un campo
vectorial, debemos ubicar los puntos de su dominio, y ahi colocaremos el punto inicial del
vector que le corresponde. Esto se ve claramente en los ejemplos. Por _supuesto que podemos
tener campos vectoriales s6lo en un plano, lo que se representa como F (x,y) = Fyi+ F,j siel
campo estd en el plano zy (o alguno paralelo). Resultan evidentes las modificaciones que hay
que hacer para otros planos.

Ejemplo

Bosquejar el campo vectorial

Solucién

Para bosquejar el campo, elegimos una serie de puntos en el espacio, y evaluamos la funcién
para obtener las componentes del vector. La siguiente tabla muestra los resultados de evaluar la
funcién para valores de = y y enteros entre —2 y 2.
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|y Fy Fy
-2 | -2 | -0.7071 | -0.7071
-2 | -1 | -0.8944 | -0.4472
210 -1 0
-2 | 1-0.8944 | 0.4472
-2| 21-0.7071 | 0.7071
-1 -2 |-0.4472 | -0.8944
-1 |-11-0.7071 | -0.7071
-11 0 -1 0
-1 | 11]-0.7071 | 0.7071
-1 2|-0.4472 | 0.8944
01-2 0 -1
01-1 0 -1
0] 0
0] 1 0 1
0] 2 0 1
1 (-2 | 04472 | -0.8944
11{-1| 0.7071 | -0.7071
110 1 0
1] 1] 07071 | 0.7071
1| 2| 04472 | 0.8944
2 -2 0.7071 | -0.7071
2 ]1-11 0.8944 | -0.4472
210 1 0
2] 1| 0.8944 | 0.4472
2| 2| 0.7071 | 0.7071

Con la tabla anterior podemos dibujar el campo vectorial, ubicando primero los puntos de co-
ordenadas (z,y) en el plano y, después, colocando ahi los vectores cuyas componentes (Fy, Fy)
calculamos en la misma tabla. El resultado de esto se muestra en la figura 8.1.

w

o

NN
NN

L

/S
S

///A

N

NN

I / /
-3 -2 -1

\ |
U

4

Figura 8.1: Campo vectorial en el plano



8.1 Representacion grafica 119

Ejemplo

Bosquejar el campo vectorial
~ _ —yitzy+ 2k

F(m,y,z)— /7$2+y2+2’2.

Solucién

En este caso no damos la tabla necesaria, pero el resultado se muestra en la figura 8.2. Nétese
que para obtener esta grafica es necesaria una tabla con unos 500 renglones de 6 columnas cada
uno.

AONPOoORNMWA
1T 1T 1T 17 17 17 171

S NN

Figura 8.2: Campo vectorial en el espacio

En el caso de los campos vectoriales se ve més claro que en cualquier otro caso la imperiosa
necesidad de utilizar algin programa de graficacion para representarlos visualmente.

En contraste con los campos vectoriales, si a cada punto de un dominio se le asigna un
escalar, se habla de un campo escalar. Las funciones de varias variables estudiadas en el capitulo
5 son campos escalares. Es posible obtener un campo vectorial a partir de un campo escalar
aplicandole el operador nabla al mismo; esto es, el gradiente de una funcion de varias variables
es un campo vectorial.

Ejercicios
Bosquejar los siguientes campos vectoriales. Preferentemente utilizar un programa de graficacién.
1. ﬁ:yz%—kxzj—!—xyl%
2. F
3. ﬁ:y%—l—(x—i—z)j’—y/%

Yy sen 21 + xsen zj + xy cos 2k
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4. ﬁ:—y%—ka:j

5. F=(y+2)i+z)+ (@+y)k

6 ﬁ:ezcosy%fexsenyj+zfc

7. ﬁ:2x%+3y5+4zl;‘

8. F=(y+z)i+(x+2)i+(+yk

9. F=evt2(i + 1 + 2zk)

10. F =Inzi+sen(z +1y)j + ﬁ/%

1. F=(y+2)i+@+2)]j+@+yk

12. ﬁ:(x2+y2+z2)g—|—yizj—&—(x—l—y—i—z)l;:

8.2. Divergencia de un campo vectorial

Cuando tratamos con las derivadas de un campo vectorial, nos encontramos con una amplia
gama de posibilidades para las mismas. En los campos vectoriales, las que se tomaran como
derivadas estaran relacionadas especificamente con el vector nabla. Existen dos posibilidades
para aplicar a un campo vectorial el operador nabla: producto punto y producto cruz.

Si tomamos el producto V - F , obtenemos un campo escalar al que llamamos divergencia
del campo vectorial. Esto es, si se tiene ﬁ(w, Y, z) = F,i+ ij' + F.k, la divergencia de F viene
dada por

- - JF, O0F, OF.
divF =V - F=—"+4+—24+ =

ox dy 0z
Este campo escalar tiene como motivacion para su definiciéon algunos campos vectoriales
usuales en fisica, como lo son: las velocidades de un fluido, las fuerzas gravitacionales y elec-

trostaticas, etc. Este campo mide la rapidez con que disminuye la densidad en un punto.

(8.1)

Ejemplo

Encontrar la divergencia de el campo

. o A ]Ac
Flo,y, ) = —Yiteitzk
/x2+y2+z2
Solucién

La divergencia es

Vﬁzg _4 +2 # +2 ; =
ox /1:2+y2+22 y /a:2—|—y2—|—22 0z /x2+y2—|—22

Ty Ty (22 + y? + 22) — 22 22 4 ¢

(:172+y2+22)3/2 o (IE2 +y2+z2)3/2 (1:2+y2+22)3/2 - (x2+y2+z2)3/2'
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Ejercicios
Hallar la divergencia de los siguientes campos vectoriales.
1. ﬁzyzi—f—xzj’—i—xy/% R: 0
2. ﬁ:emcosy%fexsenijrzlAc R: 1
3. F=yi+ (z+2)]—yk R: 0
4. F=2xi+ 3yj + 4zk R: 9
5. F=(y+z)i+(x+2))+(@+yk R: 0
6. F =ysenzi+ wsenz) + xycos zk R: —xysenz
7. F= —yi + ) R: 0
8. F=evt2(i + aj + 2zk) R: 5xevt??
9. F=(y+2)i+zj+ (x+y)k R: 0
10. :(x +2) z+ysenzy+e3zk R: 2z + senx + 3e3*
11. F=Inzi+sen(z +y)j + 2+22E R: cos(x—ky)—@ﬁ%
12. ﬁ:(x2+y2+22)5+y+zj+( +y+2)k R: 1+ 2z — il

8.3. Rotacional de un campo vectorial

Si se aplica el vector nabla a un campo vectorial usando el producto cruz, se obtiene
un nuevo campo vectorial denominado rotacional, esto es, si tenemos el campo F(z,y,z) =
Fyi+ Fyj + F.k, su rotacional es

3 . . (OF. OF)\ . (0F OF)\ . (0F, OF,

Ejemplo

Calcular el rotacional del campo

—yi+ ] + 2k
Fle,y,2) = 222
VaZ +y? 422
Solucién
i J k
= 1é) o) 1é)
VX F= 9z £ 9z =

— Y z
\/z2+y2+z2 \/z2+y2+z2 \/12+y2+zz

0

Y
8zﬂ/$2+y2+22>+

i(2 z 2 - Y (A —
Oy /a2 +y2 + 22 0z /a2 442 + 22 g Ox \/22 + y2 + 22
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(0 x 0 y
+h | + o =
Or \/u? +y? + 22 Oy /a2 +y? + 22

_ (z +y)z s ( +y)z b 227
- (m2+y2+z2)3/2 J ($2+y2+22)3/2 (332+y2+z2)3/2 )

Ejercicios
Encontrar el rotacional de los siguientes campos vectoriales y realizar un bosquejo gréfico.

1. ﬁzyz%—f—xzj—l—xyl% R: 0
2. F=(y+2)i+zj+ x+yk R: —k
3. F =ysenzi+ zsenzj + zycos zk R: 0
4. F=vyi+ (x+2))—yk R: —2i
5. ﬁ:ezcosyife””senyj+zfc R: 0
6. F= —yi+ zj R: 2k
7. F=evt2%(i +aj + 22k) R: 0
8. F=(22+2)i+ysenzj+ ek R: j 4 zcoszk
9. F =2zxi+3yj+4zk R: 0
10. F= In zi + sen(z + y)J + 2+22§: R: — o +22)21+ < - ﬁ)j’—&-cos(x%—y)l}
1. F=(y+2)i+@+2)]j+@+yk R: 0
12. F=(@®+y*+22)i+ 25+ (@+y+2)k R: (1+ﬁ)%+(2z—1)}+(yiz—2y)k

8.4. Campos conservativos

Se llama conservativo a un campo vectorial que cumple lo siguiente

OF., O0F, O0F, OF., oF, _ OF, 8.3)
dy 0z 0z Oz Y or Oy’ '

lo cual se verifica si

Vx E=0 (8.4)

Si para un campo_ F existe un campo escalar f tal que F =V f, se dice que f es una
funcién potencial de F o, simplemente, que f es potencial de F.SiFes conservativo, siempre
existe un potencial.

Ejemplo

Sea F = (e cosy + yz)i + (xz — e®seny)j + (zy + z)l% Mostrar que es conservativo y encontrar
un potencial para el mismo.

Solucion

Primero calculemos el rotacional de este campo vectorial
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VxF = 2 8% Z = i(z—2)—j(y—y)+k(z—e® sen y+e” seny—z) = 0.

etcosy+yz xTz—e"seny wxy+ 2

Ahora, para determinar la funcién potencial, buscaremos una funcién que cumpla

0 0
—f =e”cosy +yz, —f =1xz—e"seny,

%—x + z
ox Ay s

0z

lo cual se consigue integrando cada funcién con respecto a la variable de integraciéon adecuada

fi= /(emcoseryz) dr = e cosy + xyz + C1,

fa= /(xz—e‘”seny) dy = xyz + €” cosy + Cy,

2

f3:/([I}y+Z) dz=xyz—|—%+C’3.

Unificando (no sumando) estas tres funciones, encontramos que

2
f($7y7z):€ICOSy+xyz+%+C_

Ejercicios
Encontrar los campos que sean conservativos y hallar sus potenciales.
1. F= —y% + acj R: no conservativo
2. F= yzi+ x2] + xy/% R: zyz
3. F=vyi+(z+42))—yk R: no conservativo
4. F=(@+2)i+ @+2)]+ (@+y)k R:zy +yz+ a2
5. F=(y+2)i+zj+ (@+y)k R: no conservativo
6. ﬁ:emcosy%fexsenyﬁJrzl% R: egﬂcosy+22—2
7. F= (22 + 2) i+ ysen 2] + %k R: no conservativo
8. F =2wi+3yj+4zk R: 22 + 2¢2 + 222
9. =1Inzi+sen(z +y)j + 2+Z212; R: no conservativo
10. F =evt(i + xj + 22k) R: ze¥™2*
11. F=22+y>+22)i+ y+z] +(z+y+2)k R: no conservativo
12. ﬁ:ysenz%qusenszrzycoszl% R: zysen z



Capitulo 9

Integrales curvilineas y de superficie

En este capitulo estudiaremos integrales curvilineas y de superficie sobre campos escalares
y vectoriales, y las relaciones que guardan con las integrales multiples. Tales relaciones nos
permitiran pasar las integrales de una a otra forma, para calcularlas en aquella que sea la mas
directa posible.

9.1. Integrales curvilineas en campos escalares

Cuando se tiene una funcién vectorial de una variable escalar, como ya vimos, se tiene
una curva en el plano (o en el espacio). Es posible definir una integral sobre una curva en el
plano para una funcién de varias variables llamada integral curvilinea, a veces también llamada

integral de linea.
b du\ 2
/f(:v,y) df:/ flz, g1+ (—y> dz, (9.1)
C a dl’

donde se usé df = /1 + (dy/dz)?. La definicién anterior tiene como caso especial (cuando
f(z,y) = 1) ala longitud de arco.

Cuando la curva C' se puede parametrizar en la forma 7(t) = x(t)i + y(t)j, la integral
curvilinea se calcula con

[ reaa= [ f<x<t>,y<t>>\/ (& (@) (02)

en donde habrd que escribir f(z,y) como funcién de ¢, y calcular una integral en una sola
variable. Frecuentemente el punto de inicio y el punto final en la curva coinciden, es decir, la
curva de integracion es cerrada. En tales casos se utiliza para la integral la notacion

I 63
C

Ejemplo

Sea C'la trayectoria 7(t) = (cost,sent), con 0 < ¢t < m; y sea f(x,y) = 22 +42. Evaluar la integral
de linea [, f(x,y) dl.
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Solucién

La trayectoria de integracion es una semicircunferencia, misma que se puede expresar en la forma

y = V1 —122. La derivada de la misma es y' = 7\/1i7' Con lo anterior y la férmula 9.1, la

integral es

2

1
/Cf(x,y) dfz/l(x2+(1—x2)) e,

que al simplificar y evaluar nos da

dr = arcsenx + ==

-1

T
2

|
/_1 V1— 22
Esta integral se puede evaluar también con ayuda de la formula 9.2 de la siguiente forma:

La derivada con respecto al tiempo de la trayectoria es

dr(t)
dt

= (—sent,cost),

lo que implica que su magnitud es

dr(t
I Ti)H = \/sen2t + cos2t =1 = 1.

d

Por otro lado, la funcién f(z,y), en términos de t es

f(t) =cos’t +sen®t = 1.

Sustituyendo esto en la férmula 9.2 tenemos que

/Cf(x,y)déz/oﬂldt:t

En el caso de que la funcién en cuestion esté dada en coordenadas polares, es decir, en la
forma f(r, ), la integral de linea se escribe en la forma

= T.

T
0

02

Fr 04| r2 + (%)2 df (9.4)

01

Ejemplo

Expresado en coordenadas polares, el ejercicio del ejemplo anterior tiene la trayectoria C: r(0) = 1,
con 0 <0 <my f(r,0) = (rcos’)?> + (rsen)? = r?. Evaluar la integral de linea [, f(z,y) dC.

Solucién

Para usar la férmula 9.2 necesitamos la derivada con respecto a 6 de la trayectoria, que es
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dr
@—0.

Sustituyendo esto y los datos anteriores en la formula 9.3 tenemos que

™
= T.
0

/f(x,y) dZ:/ 124/12 4 02 de/ do =0
C 0 0

Si se tiene una curva en el espacio y una funcién de tres variables, la generalizaciéon de lo
anterior es muy simple en el caso de que se pueda parametrizar la curva de integracion, pues
solo se agrega la parametrizacion de la componente z, quedando la integral en la forma

/Cf(:c,y,z) dl — /jf(x(t),y(t),z(t)) (Z—f)Z (%)2+ (%)2 dt|  (9.5)

por lo que es conveniente tratar de expresar las trayectorias en forma vectorial siempre que
sea posible.

Ejemplo

Encontrar la integral curvilinea de la funcién f(z,y,z) = 22 + y? + 2z sobre la curva 7(t) =
costi —|—Sentj' +tk, 0 <t <2m.

Solucién
La derivada de la trayectoria es

dr(t)
dt

= —senti+ costj' + 12:,

cuya magnitud sera

V(= sent)? + (cost)2 + 12 = V2.

La funcién en términos de ¢ es

f(z,y,2) = cos®t +sen®t + 2t = 1 + 2t.
Sustituyendo en la férmula, la integral curvilinea es
2

/ flz,y,2) dl = /%(1 +t)V2 dt = V2[t + 12| = V2(2r + 4x?).
C 0

0

Ejercicios

Calcular la integral curvilinea correspondiente a cada funcién y curva dadas.

Lo foBdt, Ciy=5,0<0<2 R: 3(6v5-1)
xr 2 Zl)z
2. Jp 2, iy =% de (1,1/2) a (0,0) R: —55

3. Jo(x+y)dl, C:a® +y* =4, de (2,0) a (0,2) R: 8
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4. [o(@* —y) dl, C: 2® +y* =4, de (0,2) a (V2,v2) R:2vV2 -7
5. [ (z+y)dl, donde Cesx =t y=1—t, z=0,desde (0,1,0) hasta (1,0,0) R: V2
6. fc(x—y—i—z—Q) dl, donde Cesxz =t y=1—1t,z=1, desde (0,1,1) hasta (1,0,1) R: —V/3
7. fc(xy—i—y—i—z)dﬁ,dondeCesszt,y:t,z:2—2t,0§t§1 R: 8
8. [oV/x?+y?dl, donde C es x =4cost, y =4sent, z=3t, —2r <t < 27 R: 161137
9. [ (z+y+z)dl, donde C es el segmento de recta que va de (1,2,3) hasta (0,-1,1) R: 3V14

10. fcm%dé,dondeC’esxzt,yzt,zzt,1§t§oo R: 1
1. [o(x+,/y—2*) dl, donde C es la trayectoria que va por z = t, y = t?, z = 0, desde (0,0,0) hasta (1,1,0)

yporz=1,y=1, z=t, desde (1,1,0) hasta (1,1,1) R: 5‘[%
12.

9.2.

En el caso en que se tiene una trayectoria, pero el integrando es un campo vectorial, la

fc(x—i— VI — 2%) dl, donde C es la trayectoria que va por x = 0, y = 0, z = t, desde (0,0,0) hasta (0,
por x =0,y =t, z = 1, desde (0,0,1) hasta (0,1,1) y por x =¢, y =1, z = 1 desde (0,1,1) hasta (1

Integrales curvilineas de campos vectoriales

integral de linea correspondiente se calcula con

(w2,y2)

/ﬁ(w,y)- dZ:/ F, dx + F, dy.
C

(z1,91)

Otra forma de calcular la integral curvilinea de una funcién vectorial es

- - [P 4 dri(t)
/CF(m,y)-dé—/a F(z(t),y(t)) - o dt.

Cuando C' es una curva cerrada, se escribe

C

0,1),
1,1

)
R: f%

(9.6)

(9.7)

(9.8)

y aunque no se dan los puntos de inicio o final, si es importante establecer el sentido en que se
recorre la curva de integracion. Se toma como positivo el sentido opuesto al de avance de las
manecillas del reloj.

Ejemplo

. 217 i _ 2 2,25 _
Calcular la integral curvilinea del campo F'(z,y) = xyi+x°y*j sobre la curva C, dada por y = %,

0<z <2,

Solucién

2

La integral se puede calcular con la férmula 9.6, haciendo y = 22/2 en el primer término de la

integral, y 2 = 2y en el segundo término, obteniendo
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(2.2) (22) /.2
/ xy dx + 2%y* dy = / x (—) drx +y(2y°) dy =
(0,0) (0,0) 2

2133 2 3 IE4
= =4 2P dy = —
| G [ 2ra-

La integral inicial se puede dividir en dos integrales porque en cada término tenemos sélo una
variable.

2
=2+8=10.
0

2 4
Yy
* 2

0

Otra forma de calcular la integral, usando la férmula 9.7, utiliza la parametrizacién siguiente para
la curva C: r(t) = (t,t2/2), cuya derivada es di*/dt = (1,t), de donde el campo vectorial se vuelve
F(t) = (t3/2,t%/4). Haciendo el producto punto correspondiente e integrando obtenemos

/2 t3+t7 dt_t4
o \2 4 -8

Al igual que en las integrales curvilineas sobre campos escalares, la generalizacién de esta
integral para tres variables es simple si usamos una parametrizacién, quedando como

2 2

=248 =10.
0

tS
D

0

, - dr(t)
/C Fla,y,2) - di = / Fa(t), o), 2()) - 52 it (9.9)

Ejemplo

Sea 7(t) = (cost,sent,t), con 0 <t < 27; y sea F"(as, y,z) =zt +yj + zk. Calcular la integral de
linea [y F(x,y,2) - dL.

Solucién

La derivada es

dr(t)
dt

= (—sent,cost, 1),

y la funcién es ahora
F(t) = senti + costj + tk,

que al hacer el producto con la derivada anterior nos da

LR . L
F(t) - % = (senti + costj + tk) - (—sent,cost,1) = sentcost — costsent + ¢ =t.

Finalmente, al sustituir en la férmula 9.9, la integral es

. . 27 t2
/ F(m7y,z)~d€:/ tdt=—
7(t) 0 2

2
= 272,

0
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Ejercicios
Calcular la integral curvilinea del campo vectorial dado, a lo largo de la curva indicada.
1. F(x,y) =ayi — 2%j; y = 22, de (0,0) a (1,1). R: —3
2. ﬁ(x,y) = coszi — yJ; y = senz, de (0,0) a (r,0). R: 0
3. ﬁ(w, Y, z2) =yi+zj — zk; el segmento de recta que une a los puntos (0,0,0) ¥ (1,1,1). R: %
4. ﬁ(x,y,z) = 21 — yj + 2zk; la curva de ecuaciones z = t, y = t2, z = t3, de (0,0,0) a (1,1,1). R: %
5. F(z,y,2) = (x — 2)i+ (y — 2)j — (z + y)k; la linea poligonal que va sucesivamente de (0,0,0) a (1,0,0),
a (L1,0)ya (1,1,1). R: 1
6. Evaluar [, zy dz + (z +y) dy alo largo de la curva y = 22 desde (-1,1) hasta (2,4) R: 1%
7. Evaluar fc(:n —y) dz + (z 4+ y) dy en el sentido contrario al de las manecillas del reloj, a lo largo del
tridngulo con vértices en (0,0), (1,0) y (0,1) R: 1
8. Evaluar fc F.dl para el campo vectorial F = yi — a?j en el sentido contrario al de las manecillas del
reloj, a lo largo de la circunferencia unitaria 2? + y? = 1 desde (1,0) hasta (0,1) R: -3
9. Evaluar fc 22y? dr+23y dy, donde C designa al cuadrado de vértices (0,0), (1,0), (1,1) y (0,1), orientado
en sentido antihorario. R: %
10. Evaluar

9.3.

1 r dy—ydr
2 C 2 + y2
donde C designa
2

a) el circulo 2 + y? = a?, orientado en sentido antihorario R: 1
b) el cuadrado de vértices (-1,-1), (-1,1), (1,1) y (1,-1), orientado en sentido horario R: 0
¢) la frontera orientada en sentido antihorario de la regién definida por 1 < 2% +y? <2,y >0 R: %

Integrales curvilineas en campos conservativos

Para un campo conservativo, es decir, uno para el que que F' = V f, se cumple que

/ﬁdi: /BVf- dl = f(B) — f(A). (9.10)
C A

Esto quiere decir que para campos conservativos no importa cudl sea la trayectoria de

integracién, sino sélo los puntos inicial y final. Este hecho tiene gran utilidad en muchas
aplicaciones. En particular, cuando se tiene la integral curvilinea de un campo conservativo
sobre una curva cerrada, el valor es siempre cero.

Ejemplo

Calcular la integral del campo ﬁ(x, Yy, 2) = yzi + xz2) + zyk sobre la recta que une a los puntos
A=(~1,3,9)y B =(1,6,—4).

Solucién

Para poder aplicar la férmula 9.10 necesitamos primero ver si el campo dado es conservativo.
Para esto obtenemos el rotacional de F', lo que nos da
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~ —

VxF=|4& & & |=ila—2)-jly-y +kiz-2)=
Yz Tz Y

Por lo tanto, el campo es conservativo, asi que existe una funcién f tal que F' = Vf. Para
determinar la funcién f procedemos como se explicé en el capitulo 8, obteniendo

/yz dx = yzx, /xz dy = xzy, /xy dz = xyz,

de donde concluimos que f(z,y, z) = zyz es un potencial para F. Entonces, segin la férmula 9.10
tenemos que

/C Fodi'= £(1,6,-4) — £(~1,3,9) = (1)(6)(—4) — (~1)(3)(9) = 3.

El céalculo de la integral de linea se puede llevar a cabo también por medio de la férmula 9.9,
viendo que la ecuacién de la recta que une los puntos dados es

F(t) = (=1,3,9) + £(2,3,—13) = (2t — 1)i + (3t + 3)j + (—13t + 9)k,

y su derivada es simplemente

dar A N -
— =21+ 35 — 13k.
7 1+ 37

Con lo anterior, tenemos que el campo se escribe como funcién de ¢ en la forma

F(t) = (=39t — 12t + 27)i + (—26t% + 31t — 9)j + (6t> + 3t — 3)k,
con lo que al hacer el producto punto indicado por la férmula nos da
Lo 234 '
/ F.dl = / (—2341% + 30t + 66) dt = |———1> + 15> + 66t| = 3.
C 0 3 0
Ejercicios
Demostrar que los campos dados son conservativos y calcular las integrales

2,3,-6
L. f((o,o,o) )2z du + 2y dy + 2z dz

3,5,0
2. f((l,l,Z)) yz dx + xz dy + 2y dz

3. f((ol”oz,’o?’)) 22y dr + (22 — 22) dy — 2yz dz

3,3,7/4
4. f((o,o,o)/ )y2 dx + 2xy dy — 1—5-% dz

5. f((loblbl)) senycosx dr + cosysenz dy + dz

R: 49

R: -2

R: —16

R: 25
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Evaluar
a) fcx dy b) fcy dz
para la curva cerrada C' dada, en el sentido antihorario.
1. El circulo 22 + 3% = a? R: 0
2. La elipse ﬁ—j + z—j =1 R: 0
3. La frontera del semidisco 22 + y2 < a2, y > 0 R: 0
4. El cuadrado de vértices (0,0), (1,0), (1,1) y (0,1) R: 0
5. El tridngulo de vértices (0,0), (a,0) y (0,b) R: 0
6. Con base en los resultados hallados en los ejercicios precedentes, ;qué valor se esperaria encontrar para
a) fcx dy b) §Cy dx
donde C designa una curva cerrada simple cualquiera del plano xy? R: 0

9.4. Superficies parametrizadas

Anteriormente vimos que una funcién de dos variables puede representar una superficie en
el espacio. También vimos que las superficies cuadricas se pueden representar por medio de
ecuaciones de segundo grado en tres variables. Una manera alterna de representar superficies
es por medio de una parametrizacion; esto es analogo a la representacién de curvas por medio
de ecuaciones paramétricas; solo que, en el caso de las superficies, se tendran dos parametros
en lugar de uno. Una forma de describir la superficie es a través de la funcién vectorial

P, v) = 1o (u, v)i + 7y (u,v)] + 72 (u, v)E. (9.11)

Por supuesto que esta ecuacién vectorial se puede reescribir como el sistema de ecuaciones
paramétricas

(9.12)

siendo u y v los parametros. Para graficar esta superficie, necesitamos dar valores a u y v, y
calcular el vector correspondiente. En cada punto final del vector encontrado colocaremos un
punto de la superficie.

Ejemplo
Graficar la superficie
(u,v) = 2 CoS U CoS Vi + 3cosusenv}' + senul%7 0<u<n/2 0<v<T7/2

Solucién

En la siguiente tabla se dan los valores que adquiere la funcién
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u v x Yy z

0 0 2 0 0

0| =n/8 1.8477 | 1.1480 0

0| w/4 1.4142 | 2.1213 0

0| 3n/8 0.7653 | 2.7716 0

0 #/2 0 3 0
/8 0 1.8477 0| 0.3826
/8| 7/8 1.7071 | 1.0606 | 0.3826
/8| w/4 1.3065 | 1.9598 | 0.3826
w/8 | 37/8 | 0.70710677 | 2.5606 | 0.3826
781 72 0 [ 2.7716 | 0.3326
/4 0 1.4142 0] 0.7071
w/4| 7/8 1.3065 | 0.8117 | 0.7071
7Ji| w/d 1 1.5 | 0.7071
7/ | 37/8 05411 | 1.9598 | 0.7071
7| 72 0| 2.1213 | 0.7071
37/8 0 0.7653 0 | 0.9238
3r/8 | m/8 0.7071 | 0.4393 | 0.9238
3n/8 | /4 05411 | 0.8117 | 0.9238
3m/8 | 3m/8 0.2928 | 1.0606 | 0.9238
3n/8 | w/2 0 | 1.1480 | 0.9238
/2 0 0 0 1
/2| 7w/8 0 0 1
w/2 | 7w/4 0 0 1
w/2 | 37/8 0 0 1
/2| w/2 0 0 1

Y la figura 9.1 muestra la grafica de tales puntos, unidos por una malla que permite visualizar
la forma de la superficie. En la préctica, por supuesto, es mas féacil utilizar algin programa de
graficacién para representar las superficies parametrizadas.

Para la superficies parametrizadas, se define suavidad con ayuda de las derivadas parciales

siguientes

Se dice pues que la superficie 7(u,v) es suave si las derivadas

ademas el producto cruz

or

u

or

be

arx/; aT’yq
t+ =]

ou ou

aT‘x A ary ~

Ovl—i_ ov

or . or
ou Ov

or, -

+8u

or,
ov

k,

~

k.

(9.13)
(9.14)
g—z y g—j son continuas y si
(9.15)

no se anula en el dominio de los parametros v y v. El que una superficie sea suave quiere decir
que en su grafica no hay dobleces, puntas,esquinas, etc.
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Figura 9.1: Superficie parametrizada

Ejemplo
. Es suave la superficie siguiente?
M(u,v) = wcosvi + usenv) +uk, 0<u<1, 0<v<2nm.

Solucién

Las derivadas parciales nos dan

or 2 A » i 2 A >
— =wucosvi+ usenvj +uk, — = —usenvi—+ ucosvj+ Ok,
Ju v
mientras que el producto cruz nos da
L i ;k
or  or J . R .
— X == Ccosv senv 1 | = —tucosv — jusenv + uk.
ou  Ov
—usenv ucosv 0

Como vemos, el producto cruz se anula cuando u = 0, por lo que concluimos que la superficie
no es suave. De hecho, la superficie en cuestién es un cono, que como sabemos, tiene una punta.
Sin embargo, si se modificara el dominio de wu, por ejemplo a 1 < u < 2, se tendria una superficie
suave, pero el cono quedaria truncado.

Ejercicios
Graficar las siguientes superficies. jSon suaves?

1. #(u,v) = ui + 2vj + 3k R: suave
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2. (u,v) = 2’0] + uk R: suave
3. (u,v) = — 3vj + uvk R: suave
4. Flu,v) =u cosvi—l—usenvj—&—ul% 0<u<1,0<v <2 R: no suave
D. Fu,v):senucosm—i—senusenv]—i—cosuk‘ 0<u<m0<v<2nr R: no suave
6. 7(u,v) = 3sen2ui+ 6senuj 4+ vk, 0<u<m, 0<v<5 R: no suave
7. #(u,v) = cosucoshwi + sen u coshvy +senhvk, 0 <u<m 0<v<2r R: suave
8. 7(u,v) = ucosvi+ usenvj + vk R: suave
9. #(u,v) = (2+ cosu)cosvi + (24 cosu)senvj + senuk, 0 < u < 27, 0 < v < 27 R: suave

10.  #(u,v) = senhu cosvi + coshusenvj + cos uk R: suave

9.5.

Si se tiene una funcién escalar f(x,y, z) en el espacio y una superficie S dada por la ecuacién

g(x,y, z) = cte, cuya sombra sobre el plano xy es la region R, la integral de superficie de f

Integrales de superficie en campos escalares

sobre S es

J[[ sz a0 =[] st ||gg‘f|c|| “

nadas, en lugar de k se tomara el vector unitario perpendicular a dicho plano.

cte en forma paramétrica, con lo cual la integral se calcula por medio de

//Sf(w,yaZ) dU://Df[w(u,v),y(u,v),z(u,v)]‘

or or
_X_

5 > 0 du dv.

du dv.

En particular, el area de una superficie se calcula usando f(u,v) =1, esto es

Si adicionalmente se tiene que z = h(x, y), la mtegral se calcula por medio de

f(z,y,2)dS = flz,y, h(x, )]y /1 + Oh + oh dedy
I/l /I Jie (2 (3)

Ejemplo

(9.16)

Si para alguna superficie su sombra se proyecta mejor sobre algin otro plano de coorde-

Otra forma de calcular la integral de superficie consiste en expresar la superficie g(z, y, z) =

(9.17)

(9.18)

(9.19)

Calcular la integral de superficie de la funcién f(z,y,z) = xzyz sobre la seccién de la esfera de

radio unitario que queda en el primer octante.
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Solucién

Podemos utilizar la férmula 9.16, usando la regién 22 +y? < 1, > 0, y > 0, que es la sombra de
la superficie sobre el plano zy, para lo cual necesitamos los siguientes calculos

Vg =2wi4 2y + 22k, |Vg| = /422 + 42 + 422 = 2/22 + 2 4 22 = 2,

Vg k=22 |Vg-k|l=[2z] =2z,

puesto que 22 + 4% + 22 =1y 2z > 0, con lo que la integral es

1
//f(omy,z)da://xyz-—dwdy://ﬁdxdy:
S R 2z S 2
1 1 \/17y2 1 2m 1
—/ / ry dx dy:—/ / r2cosfsenf r dr df =
2) 0 i 2Jo Jo

1 271',’,4 /2
25/0 4

También podemos utilizar la férmula 9.17 si expresamos la semiesfera en forma paramétrica como

1
sen? 6

1
8§ 2

27
cosfsenf df = 1/ cosfsenf df = l
8 Jo 0 8

0

7(u,v) = (cosucosv,cosusenv,senu), 0<u<w/2, 0<wv<7/2,

con lo cual obtenemos

or or

v (—senw cosv, — senu sen v, cos u), 90— (= cosusenv, cosucosv,0),
entonces

or  or 9 9 or  or

— X — = (—cos” ucosv, — cos” usenv, — senu cosu), ||=— X —|| = cosu.

Ou Ov Oou  Ov

De lo anterior, la integral se transforma en

w/2 27 w/2 27
/ / (cosucosv)(cosusenv)(sen u) cosu du dv = / / cos® usenwu cosvsenv du dv =
0 0 0 0

™ costu
O 4

Por ultimo, calculemos la integral usando la férmula 9.19, habida cuenta de que la superficie
usada se puede expresar como z = h(z,y) = y/1 — 22 — y2. Para ello calculamos

w/2 1 2

Cos~ v
cosvsenv dv = —— -
0 4 2

/2 1

0

oh x oh y

oz V1—a2 =2 dy  1—a—y?

v luego

L (O (Y D e L
Ox ady) l—a?—y2  1—a?—y2  \J1—a22 42
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Con lo anterior, la integral se transforma en
1 V1-y? /2 pl
/ / xydxdy:/ / r? cosfsenf r dr df =
—1J—4/1-y2 0 0
/2 4 1 sen20|™* 1
:/ T cosfsenf df = — S =—.
o 4, 472 |, 8
Ejercicios
Integrar la funcién dada sobre la superficie correspondiente
1. f(z,y,2) = x sobre el cilindro parabdlicoy =22, 0 <2 <2,0<2<3 4(17/17 - 1)
2. f(x,y,2) = z sobre el cilindro y?> + 22 =4, 2> 0,1 <z <4 R: 24
3. f(z,y,2) = 2% sobre la esfera 22 + 3% + 22 =1 R: 2
4. f(x,y,z) = 22 sobre el hemisferio 72 + y% + 22 = a2, 2 >0 R:
5. f(x,y,z) = z sobre la porcién del plano x + y + z = 4 encima del cuadrado 0 <z < 1,0<y < 1,enel
plano xy R: 33
6. f(x,y,z) =2z—axsobreel cono z=+/224+4y2,0<2<1 R:m

7. f(x,y,z) =x+y+ z sobre el cubo del primer octante cortado por los planos z = a, y = a, z = a R: 49

8. f(z,y,2) = y+z sobre la cufia del primer octante acotada por los planos coordenados y los planos x = 2

yy+z=1
9. f(z,y,z) = xzyz sobre el paralelepipedo [0, a] x [0, b] x [0, ¢]
10. f
1. f
12. f
z

9.6. Integrales de superficie en campos vectoriales

x,Yy,z) = xyz sobre el paralelepipedo acotado por los planos x = +a, y = +by 2z = £c¢

)
,2) = & + y + z sobre la porcién del plano 2z + 2y + z = 2 en el primer octante
)

R:v2+ 3
R: —16
R: 0

R:1

,2) = x+/y? + 4 sobre el cilindro parabdlico y? + 4z = 16 cortada por los planos =0, z = 1 y

.13
R: 12

Cuando se tiene una funcién vectorial F (x,y, z) en el espacio y una superficie S dada por la
ecuacion g(z,y, z) = cte, cuya sombra sobre el plano zy es la regién R, la integral de superficie

de F sobre S es

//ﬁ(m,y,z)~d6’=//ﬁ(m,y,z)~ﬁd0://ﬁ(w,y,z)-ﬁM dA
S s R Vg - k|

El vector unitario normal se puede calcular con

+Vyg
IVl

n =

(9.20)

(9.21)
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donde el signo se toma dependiendo de la orientacién que se haya elegido para la superficie.
Con esto, la integral de superficie queda como

//ﬁ(m,y,z)-d&’:i// ﬁ(x,y,z)‘vigAdA. (9.22)
s R Vg - k|

Al igual que en las integrales de superficie sobre campos escalares, si para alguna superficie
la sombra se proyecta mejor sobre algin otro plano de coordenadas, en lugar de k se tomara el
vector unitario perpendicular a dicho plano.

Ejemplo

Encontrar la integral de superficie del campo F(z,y,z) = x% + y2] + 22k sobre la superficie S
dada por el cubo unitario en el primer octante.

Solucién

En este caso S consta de 6 superficies (planos) diferentes. Identificamos a cada uno de ellos en la
forma siguiente: S;1 esx =0, Sy esx=1,S53esy=0,Sesy=1,S5es2=0y Sges z=1.

Para S; y So la sombra de las superficies se proyecta mejor sobre el plano yz, con lo que el vector
normal es 7y = —i para S y es ng = 7 para Ss. Anslogamente, se tiene para las otras superficies
que Ny = —J, fi = J, Ny = —k y Ng = k. Asimismo, los gradientes son los vectores unitarios
perpendiculares a cada uno de los planos de coordenadas. Usando la férmula 9.22 escribimos la
integral como

//ﬁ(x,y,z)-ﬁdaz// ﬁ(:c,y,z)-ﬁl do+// ﬁ(m,y,z)~ﬁ2 da—i—/ ﬁ(x,y,z)~ﬁ3 do+
S S Sa S3
—|—// ﬁ(m,y,z)-ﬁ;;da—i—// ﬁ(m,y,z)-%da—l—// ﬁ(w,y,z)-ﬁg do.
Sa Ss Se

Calculando cada una de ellas tenemos

// (x,y,2 nlda—// (221 + 2] + 22k) - (1) —2 [Vl dA =
S1 S1 ‘v.g Z|
—//x2dydz:0.
o Jo
l - _ 27 27 250y IVl _
F(x,y,2) g do = (x“e+2°7 + 2°k) - (1) — dA =
Ss S Vg -1
11
——//xzdydzszZI.
o Jo
al X _ 27 25 27 ~ 1Vl _
F(x,y,2) N3 do = (%t + a5 4+ 2°k) - (—7) — dA =
Ss S Vg -l
1 pl 131
—//Idedz:—/ T
o Jo o 3

dz = ——.
l o _ 27 27 27 ~ 1Vl _
Fla,y,2) i do = [[ (2% +a%) +22k) - () e dA =
Sa S1 ‘vyj|

o 3
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11 1.3
:/ / z? dwdz:/ T
o Jo o 3
7 - _ 27 27 27 - Vgl _
F(xz,y,z) ns do = (i 4+ a%) + 2°k) - (k) — dA =
Ss S1 ‘ng|
1,1
:—/ / 2% dx dy = 0.
o Jo

J[ P nodo= [[ vty )17 aa -
SG Sl

Vg - k|
1ol
=//a:2dydz:zzzl.
o Jo

Finalmente, s6lo sumamos los valores de cada una de las integrales anteriores, para obtener que

//ﬁ(x,y,z)~ﬁd0:2.
S

1

1
dz = —.
0 3

Ejercicios
Encontrar el flujo de F hacia afuera y a través de la frontera de la region D

1. ﬁ:x%—kzﬁ'

D: el tetraedro limitado por los planos de referencia y el plano x + 2y + 3z = 6. R: 22
2. F=uzi+yj+ 2k

D: la esfera z2 + 3% + 22 = a2. R: 2ma3
3. F= yi + 2k

D: la superficie cénica definida por 0 < z <1 — \/m R: %71‘

4. F=(y—a)i+(z—y)j+ (y—2)k

D : el cubo acotado por los planos ¢ = +1, y =+1y z = +1 R:-16
5. ﬁ:y%—l—xyj’—zfc

D : la regién dentro del cilindro x? + y? < 4 entre el plano z = 0 y el paraboloide z = 22 + 4% R: -8~
6. ﬁzx%—l—xzj—i—i%zl%

D : la esfera 2% + y? + 22 < 4 R: 1672
7. F=2%— 2xyj + 3azk

D : la regién del primer octante cortada por la esfera 2% 4+ y? + 22 =4 R: 37
8. F = (622+2xy)i+ (2y + 2%2)] + 4223k

D : la regién del primer octante cortada por el cilindro 22 + y? =4 y el plano z = 3 R: 247

—

9. F=2xzi—ayj — 22k
D : la cuna del primer octante cortada por el plano y+ z = 4 y el cilindro eliptico 422 +y? = 16 R: —%3—0
10. F=a%+y*) + 23k
D : la esfera 22 + y2 + 2% < a? R: 245

11. F=2%+ y2j + 22k
a) D : el cubo del primer octante cortado por los planos x =1,y =1y z=1 R: 3
b) D : el cubo acotado por los planos x = +1, y = +1y z = +1 R: 0
¢) D : la regién del cilindro 22 + y? < 4 cortada por los planos 2 =0y z = 1 R: 4m
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9.7. Relaciones entre las integrales

Las integrales curvilineas y de superficie en campos vectoriales estan relacionadas entre si,
asi como con las integrales multiples, en los casos en que las curvas, superficies o volimenes
de integracién son cerradas. Tales relaciones se enuncian con el nombre del matematico que
demostré cada una de ellas.

9.7.1. Teorema de Green

En una region del plano xy, digamos R, que esté encerrada por una curva cerrada, digamos

C, se cumple que
fﬁd[://(Vxﬁ)./&dA. (9.23)
c R

El enunciado matematico anterior se llama forma tangencial del teorema de Green. A la
integral de linea que ahi aparece, a veces se le llama circulacion del campo vectorial.
Lo anterior se puede escribir también como

B OF, OF,

que muestra en forma explicita los cdlculos que se deben realizar para hallar cada miembro de
la igualdad.
Una forma alterna de enunciar el teorema de Green (forma normal) es

%ﬁ-ﬁdﬁz//V-ﬁdA. (9.25)
C R

A la integral de linea que aparece aqui, a veces se le llama flujo del campo vectorial.
La ecuacion anterior también se puede escribir como

B oF, OF,
7{CFx dy — F, d:B—//R(a$ +8—y) dx dy, (9.26)

que indica en forma explicita los calculos que hay que realizar.

) dz dy, (9.24)

Ejemplo

Comprobar el teorema de Green para el campo zy%i + 2°j, siendo C el rectdngulo con vértices
(0,0), (2,0), (2,3) ¥ (0,3).

Solucién

Para evaluar el primer miembro de la ecuacién 9.24, dividimos el rectangulo C' en cuatro curvas
Ci:y=0,Cy:z=2,Cs5:y=3y Cy: x =0. Con esto se tiene que

(zy? dat-a® dy)+/ (zy? de+a dy).

]{ F,dz+F, dy = / (xy? da4-a® dy)+/ (xy? da+-a® dy+/
C Cl CQ C C'4

3
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Para evaluar cada integral tomamos las curvas correspondientes para expresar la funciéon en

términos de la variable de integracién correspondiente, obteniendo

/Cl(ny dz + 2 dy) = /235(0)2 dm+/x3 d(0) = 0.

0

3
202 de + 23 _ 2 3 _ _ o4
/C2< V2 de + o dy) /<2>y d<2>+/0<2> dy=0+8(3)=24

2

= —18.
0

0
/ (:vy2 dx + z° dy) :/ x(3)2 dx + /x3 d(3) = ng
C3 2 2

0
fL'2 ui Ig = 2 3 = U.
/ny‘” dy) /<o>y d<0>+/3<o> dy =0

Sumando obtenemos

/C(:cy2 dz + 2% dy) = 6.

Para evaluar el segundo miembro de la ecuacién 9.24, calculamos las derivadas parciales corre-

spondientes

OF,
Jy

OF, 9
9y _ 5
Oz o

= 2zy,

con lo que la integral se vuelve

3 2 3
//(3372—2562/) dx dy:/(a:?’—mQy)
o Jo 0
3

3
=24—-18=6.
0

2

dy =
0

/(8—4y) dy = 8y — 2y°
0

También podemos verificar el teorema en su forma normal, mediante la ecuacién 9.26. Usando

las mismas curvas C; que antes, tenemos para el primer miembro
2 3
?{ Fy dy— F, do = /1;(0)2 d(0) —/ 2 da +/ (@) dy — /(2)3 d(2)+
c 0 0

+/9:(3)2 d(3) — /20 2® dx + /30(0)112 dy — /(0)3 d(0) =

2 2

3 4

4 T

T 2 4

4 0 3 0 4 0

mientras que para el segundo miembro, tenemos que

+ —=) dxr dy = —0) dx dy = T
//R ( Ox Jy Y 0o Jo < ) Y 0 Y

2

3 2
dy=2/ Y’ dy = Zy
0 0 3

Obsérvese que los valores de las integrales obtenidas en ambas formas del teorema de Green son
diferentes. Sin embargo, la igualdad entre los miembros de cada ecuacién si se comprueba en
ambos casos. Esto es de gran utilidad para evaluar en forma mas sencilla integrales que sean més

o menos dificiles de calcular en una u otra forma.
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Ejercicios
. Calcular la circulacién en sentido contrario a las manecillas del reloj y el flujo hacia afuera para cada campo
F'y curva C dados
1. F=y2%+ (z + )%, C el contorno del trigngulo de vértices A(a,0), B(a,a), C(0,a). R: %a?’, %a?’
2. F= x(y — 1)% + 224, C el contorno de la figura limitada por las curvas y = z2, y = 9. R: 0, %
3. F= (2z — 3y)i + (z — y)J, C la circunferencia unitaria 22 + 2 = 1, en sentido positivo. R:4m, 7w
4. F=—yi+aj,C: 7(t)=acosti+asent), 0 <t<2r R: 2ma?, 0
5. ﬁ:y%,C: F(t) = acosti +asent), 0 <t < 27 R:m, 0
6. ﬁz?xi—?)yj’, C: 7(t)=acosti+asentj, 0 <t <2r R: 0, —ma?
7. ﬁ:x2yi+xy2§',0: F(t):acost%—l—asent}',0§t§27r R: 0,0
8. F=(z—y)i+(y—x)j, C el cuadrado acotadopor t =0,z =1,y =0, y =1 R: 0,2
9. F=(22+4y)i+ (z +y?)j, C el cuadrado acotado por t =0, z =1,y =0, y = 1 R: —3,2
10. F = (42— a2)i+ (2% +y?)j, C el tridngulo acotado por =3,y =0, y = = R: 9, -9
11. F = (z+e"seny)i+ (z + e*cosy)j, C el lazo derecho de la lemniscata r2 = cos 26 R: 1, 1
12. F= zyi + y27, C la regién acotada por y = 2 y y = « en el primer cuadrante R: %, —11—2
9.7.2. Teorema de Stokes
En una superficie S en el espacio limitada por una curva cerrada C, se cumple que
]{ﬁ.dﬁz//(vXﬁyda (9.27)
C S

Esto establece una equivalencia entre una integral curvilinea en el espacio y una de super-

ficie.

Ejemplo

Verificar el teorema de Stokes para el campo F(z,y, z) = (2 — y)i + 42] + 22k sobre la seccién
del cono z = /22 + y2 cortada por el plano z = 2.

Solucién

Para calcular la integral curvilinea, parametrizamos la curva donde se cruzan ambas superficies
de la siguiente forma

7(t) = 2costi 4 2sent; + 2k,

con lo que
dr

i —2senti + 2cost§' + Ok.

El campo en funcién de t se escribe como

F(t) = (4cos® t — 2sent)i + 8] + 4 cos® tk,
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con lo que el producto punto nos da

ar

o = —8cos?tsent + 4dsen’t + 16 cost.

F
Con todo lo anterior, la integral es

2m
j{ﬁ-dﬁz/ (—8cos?tsent 4 4sen’t 4 16 cost) dt =
c 0

sen 2t
= <§cos3t—|—2 <t— ser; ) + 16sent—>

27
= 4.

0

Para evaluar la integral de superficie, calculamos
Vg = —2zi—2yj +2zk, Vg k=2z=4,
V x F=4i—2zj+k.
Con lo anterior tendremos que la integral es

2 Va—z2 z y 2 Va—x2
/ / (4,—23:,1)-(——,——,1) dy dx:/ / (—2z+2zy+1) dy de =
—2J—/4—x2 2 2 —2J—V4—2z2

2
do =
0

27 2 21 9 7‘4 ’1“2
:/ / (—2r cos 0+12 cos O sen §+1) r dr df :/ —Zr3cosf + — cosfsenf + —
0 0 0 3 4 2

2w

2 1 !
:/ <_§C059+4008958n9+2) do = (—?sen@—l—?Sen?Q—l—QH) = 4.
0

0

Ejercicios

Calcular la circulacion de cada campo F' alrededor de la curva C en sentido antihorario, viendo desde arriba
la curva

1. F=z%+ 2xj + 22/%, C es la elipse 422 + y2 = 4 en el plano zy R: 47

2. F= Qy% + 31;3 — 2:2]%, C es la circunferencia 22 4+ y? = 9 en el plano zy R: 97
3. F= yi+xz) + acQIgz, C' la frontera del tridngulo cortado del plano = + y + z = 1 por el primer octante

R: -2

6

4. F =24 22)i+ (22 + 22)] + (2% + y)k, C es la frontera del tridngulo cortado del plano = +y + z = 1
por el primer octante R: 0

5. F = (2 +22)i+ (22 +142)] + (22 + y2)k C es el cuadrado acotado por las rectas z = +1y y = +1 en
el plano xy R: —16

6. ﬁ = I2 3’2 + ] + Z];I, C es la interseccién del cilindro IQ + 2 = 4 y el hemisferio IQ + y2 + 2’2 = 16, z>0
R: —8n

Calcular la integral de superficie del rotacional de cada campo dado, sobre la superficie indicada
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F =221+ 3x] + 5yk, S : #(r,0) = (rcos)i+ (rsenf)j + (4 —r2)k,0<r<2,0<6<2r R:—127
F=(@—2)i+(z—a)j+ @+2)k S:7r0) = (rcosf)i+ (rsend)j+(9—12)k, 0<r<3,0<0<2r
R: —187

F = 2%yi + 2y32) + 32k, S : 7#(r, 0) = (rcosB)i+ (rsen®)j +rk, 0<r<1,0<6<2r R: —%
F=(x—y)i+y—2)]+(z—2)k S:7r0) = (rcos)i+ (rsend)j+(5—r)k, 0<r<50<6<2r
R: 257

F = 3yi+(5—2x)j+(22=2)k, S : 7(¢, 0) = (vV/3sen ¢ cos 0)i+(v/3 sen ¢sen 0)j+(v/3cos o)k, 0 < ¢ < /2,
0<0<2m R: —127

F=y2i+ 22 +ak, S:7(¢,0) = (2senpcos )i + (2senpsen )] + (2cos )k, 0 < ¢ < 7/2,0< 0 < 2r

9.7.3. Teorema de Gauss

En un volumen V encerrado por una superficie S se cumple que

ﬂﬁd&:///v(v-ﬁ)dv. (9.28)

S

En Rusia y regiones aledanas es conocido como teorema de Ostrogradski, quien lo de-

mostro en forma independiente.

Ejemplo

Calcular la integral de superficie del campo F = 3y223i + 9z2yz2] — 4zy*k sobre la superficie
dada por el cubo suyas caras tienen las ecuaciones (+1,£1,+1).

Solucién

Por la ecuacién 9.28 sabemos que la integral de superficie de F es equivalente a la integral de

volumen
. Loplopl 1ol
///(V~F)dV:/ / / 9x222dzdydx:/ / 32223
\% —1J-1J-1 -1J-1
1

1 gl 1
= / / 622 dy dx = / 622y
—1J-1 -1 _

Para que se aprecie la cantidad de trabajo ahorrado, calculemos la integral de superficie.

dy dx =

1
—1

1
dz :/ 1222 dx = 8.
1

-1

En primer lugar, es necesario dividir el cubo en 6 superficies, S1: x =1, So: x = —1, S3: y = 1,
S4: Yy = —1, S52 zZ = ].7 S6: z=-—1.

Para cada una de ellas, el vector normal es, N1 =1, no = —i, Ny = J, Ny = —J, s = k, ng = —k.
Asimismo, en cada caso el elemento de superficie do es igual al elemento de drea dA, dado que
la proyeccion de los planos es igual a los planos mismos. En caso de que no ocurriera asi, seria
necesario calcular cada vez el elemento de superficie.

Con esto, la integral de superficie es
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1,1 11 1,1
#ﬁ -dd = / / 3y?23 dy dz —/ / 3y?23 dy dz —|—/ / 92%(1)2? dx dz—
—1J-1 -1/ -1/
s
/ / 92%(—1)2? dx dz + / —dzy) dy dxf/ (—dzy) dy dx =
1,1 13 1
= 18/ / 222% do dz =18 / 22—
—1J-1 1 3

=38.

-1

1 23
dz:12/ zdz—12—
1 -1 3

Ejercicios

Usar el teorema de la divergencia para encontrar el flujo de F hacia afuera v a través de la frontera de la

regién D

1.

10.

11.

12.

F=(@y—a)i+(z—y)j+y—ak
D:

el cubo acotado por los planos x = +1, y =41y 2z = £1 R: —16

F =22+ y%) + 22k
a) D : el cubo del primer octante cortado por los planosz =1,y =1y z=1 R: 3
b) D : el cubo acotado por los planos ¢ = +1, y = +1y z = £1 R: 0
¢) D : la regién del cilindro 22 + y? < 4 cortada por los planos z =0y z = 1 R: 4nm

F= yz + xy] — 2k

D : la regién dentro del cilindro z2 + 32 < 4 entre el plano z = 0 y el paraboloide z = 22 + y2 R: —87
F =%+ rz] + 32k

D : la esfera 22 + 3% + 22 < 4 R: 1672
F =22 — Q:Eyj' + 3azk

D : la regién del primer octante cortada por la esfera 22 4+ y? + 22 = 4 R: 3w
F = (622 4 2zy)i + (2y + 222)] + 422°k

D : la regién del primer octante cortada por el cilindro 22 + y? = 4 y el plano z = 3 R: 24n
F =2zzi— xyj — 2%k

D : la cuna del primer octante cortada por el plano 3 + z = 4 y el cilindro eliptico 422 + 3% = 16 R: —

F =3 2+y]+z3k
D:

la esfera 22 4 y2 + 22 < a? R: %a57r
F=\22+y2+2(zi+yj+ zk)
D :laregion 1 < a2+ y? 4+ 22 <2 R: 127
Fe zityj+zk
D:laregién1§x2+y2+22§4 R: 457

F = (523 + 122y%)i + (13 + eV sen 2)] + (523 + ¥ cos 2)k
D : la regién entre las esferas 2% + y?> + 22 =1y 2 + y*> + 22 =2 R: 127(4v2 — 1)

F:ln(x2+y2)%—( arctg £ )j+z«/x2+y k

D : el cilindro hueco 1 < 22 +92 <2, -1 <2< 2 R: (14 — 61n2
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El calculo vectorial es una rama de las matematicas que analiza
funciones multivariables y que, al contar con caracteristicas
particulares, requiere de un curso especial para su estudio. De
acuerdo a esta necesidad, Métodos operativos de calculo vectorial
describe los conceptos basicos de este analisis con énfasis en
los procedimientos, subrayando asi su uso como herramienta
matematica indispensable para la solucion de problemas en
ingenieria.

El contenido abarca los siguientes temas: vectores, rectas y planos
en el espacio tridimensional, supercies cuadraticas, funciones
vectoriales, funciones de varias variables, derivadas parciales,
integrales multiples, campos vectoriales e integrales curvilineas
y de supericie.

En todos los apartados se han insertado gralicos que apoyan
al texto ante el nivel de abstraccion propio de esta disciplina.
De igual forma, se incluyen ejemplos y ejercicios a On de que
el aprendizaje pueda ser vinculado signidcativamente al terreno
profesional del ingeniero en formacion.
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