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Introduccion

Este texto tiene como objetivo servir como auxiliar en el proceso de ensenanza-aprendizaje
correspondiente al Programa de Integracion de las carreras del Colegio de ciencia y tecno-
logia de la Universidad Auténoma de la Ciudad de México, aunque su enfoque general me
permite esperar que sea Util también en otros cursos preparatorios de otras instituciones, o
como una introduccién a temas basicos del Célculo diferencial.

El contenido del libro, mas que tratar de cubrir las deficiencias que pueda tener el estudiante
para enfrentar un curso completo de Calculo diferencial, trata de familiarizar al lector con
el concepto central de la materia: la funcién real de variable real. Para lograr esto, se le da
prioridad a los ejemplos concretos, desarrollando algunos conceptos adicionales a partir de
éstos.

Del lector se espera alguna familiaridad con las ideas del dlgebra y la geometria analitica,
aunque ciertamente no un dominio completo, puesto que uno de los objetivos secundarios del
libro es precisamente robustecer dicho dominio. Espero que las ideas aqui presentadas sean
una motivacion mas para subsanar las carencias que puedan aparecer en el camino.

Como en (casi) cualquier libro de matematicas, los ejercicios son parte fundamental del tex-
to: si bien resolverlos todos no garantiza un dominio absoluto de la materia, el no intentarlos
asegura que mds adelante habrd problemas de comprension. Las listas de problemas al final
de cada seccion consisten de ejercicios fuertemente relacionados con los contenidos de la
misma, mientras que los correspondientes al final de cada capitulo son mds generales e inte-
gradores de los distintos conceptos estudiados a lo largo de éste, por lo que es posible que no
se tengan todos los elementos para resolverlos hasta terminar de leerlo todo (jtambién puede
suceder que ni aun asi se pueda prescindir de una pequefia investigacion exterior!).

Evidentemente, no espero que el lector se sirva inicamente de este texto. Al contrario, se le
invita a que busque entre otros libros sobre la materia varios que le permitan tener distintos
enfoques. Aunque esta tarea puede ser ardua, las recompensas serdn gratas. El tener algunos
compafieros de lectura con los cuales compartir avances, dudas y demds, hara la lectura mds

VII
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amable y la comprension de los conceptos mucho mas rica. Los estudiantes de la UACM no
deben dudar en dirigirse a su profesor para aclarar cualquier duda, directa o indirectamente
relacionada con los temas aqui tratados.

Agradezco a los estudiantes de los cursos del Taller de Matemdticas del Programa de Inte-
gracion de la UACM, por haberme dado la idea original para escribir este libro. Agradezco
también a Juan Carlos Aguilar, profesor de la UACM, por su valiosa lectura y minuciosa de-
teccidn de errores en una primera version de esta obra. También agradezco enormemente al
Dr. Francisco Marmolejo por su invaluable ayuda en la elaboracion de los dibujos que acom-
paiian el texto, asi como por sus atinados comentarios y sugerencias. Finalmente, agradezco
al Instituto de Matematicas de la UNAM por las facilidades prestadas durante mi estancia
(agosto 2014-julio 2015), y a la UACM por el afio sabatico que permitio la elaboracion de
este material.

Cualquier sugerencia o comentario sobre este trabajo serd enormemente agradecido, y puede
ser enviado al correo electrénico sael.cruz@uacm.edu.mx.



Capitulo 1

Conjuntos

Casi todas las matematicas que se estudian estdn basadas en la nocion de conjunto y sus
propiedades mds elementales. El estudio de las funciones, que constituye la columna vertebral
de este libro, no es la excepcidn. Por eso es que este primer capitulo estd dedicado a definir
este término y establecer el lenguaje que nos guiard (en gran parte) a lo largo del curso.

1.1. Definicion de conjuntos

En esta seccion daremos una definicion un tanto informal de conjunto. Inmediatamente des-
pués, ilustramos este concepto con varios ejemplos y las maneras mas comunes de construir
conjuntos.

Definicion 1. Un conjunto es una coleccion de objetos (llamados elementos) vista como un
todo.

Nuestra definicion oculta una trampa: simplemente estamos evitando definir “conjunto” usan-
do la palabra “coleccion”. Aqui lo importante no es la palabra que usemos, sino lo que que-
remos decir: un conjunto estd formado por distintos objetos, que llamaremos elementos.

1.1.1. Conjunto como una lista

Hay varias maneras de representar conjuntos. La que es tal vez la més sencilla es encerrando
entre llaves “{}” a los elementos del conjunto. Por ejemplo, al escribir A = {1, 2, 3} estamos



2 Capitulo 1. Conjuntos

diciendo que el conjunto A consiste de tres elementos: los nimeros 1, 2 y 3. Si se tiene que
B = {1}, se entiende que el unico elemento del conjunto B es el nimero 1.

El conjunto que no tiene elementos se llama conjunto vacio, y se representa por el simbolo 0.
Muchas veces sorprende que “la lista sin elementos” constituya un conjunto, pero no hay nin-
guna contradiccion en considerarlo asi, y si muchas ventajas que se apreciaran mas adelante,
cuando estudiemos las operaciones de conjuntos.

Por el momento sélo hagamos hincapié en la diferencia entre () y {(}. El primer conjunto es el
conjunto vacio, y por lo tanto no tiene elementos. El segundo conjunto tiene un elemento: el
conjunto vacio. El hecho de que los elementos de cierto conjunto sean a su vez conjuntos por
si mismos puede resultar enredado, pero viéndolo bien no hay nada de raro en ello: pensemos,
para concretar ideas, en una caja de tubos de galletas: sus elementos son los tubos de galletas,
que a su vez tienen por elementos a las galletas mismas. Observa que las galletas no son
elementos de la caja, s6lo los tubos lo son.

Si un elemento forma parte de un conjunto diremos que “pertenece” a €l; en caso contrario,
diremos que “no pertenece” al conjunto. Estas ideas las representaremos por los simbolos €
y ¢, respectivamente. De acuerdo a esto, en los ejemplos anteriores tenemos que 1 € A (que
se lee 1 pertenece a A o 1 es elementode A o 1 estien A), 2 € A pero 2 ¢ B (que se lee 2 no
pertenece a B o 2 no es elemento de B o 2 no estd en B), 4 ¢ A. Ningin elemento pertenece a
(0, dado que es un conjunto sin elementos.

Ahora bien, si un conjunto tiene muchos elementos puede ser incomodo (o imposible) des-
cribirlo escribiéndolos todos. Pensemos por ejemplo en el conjunto C que consiste de todos
los nimeros enteros del uno al cien. Una manera practica de describir a C es la siguiente:

C=1{1,2,3,...,99,100}.

Asi, usaremos los puntos suspensivos para indicar que una lista de elementos continda hasta
donde se indique. Es importante incluir suficientes elementos al principio de dicha lista para
que no haya duda sobre los elementos siguientes. Por ejemplo, si D = {2,4,...,64}, puede
haber la duda de si la lista avanza de 2 en 2 o si cada elemento es el doble del anterior. En el
primer caso, D = {2,4,6,8,...,62,64}, mientras que en el segundo D = {2,4,8, 16,32, 64}.
Esta ambigiiedad se evita si escribimos al menos un elemento més en la lista original.

1.1.2. Numeros naturales y niimeros enteros

En algunas ocasiones los puntos suspensivos indican que falta por enlistar una infinidad de
elementos del conjunto. Nuestro primer ejemplo de este uso serd muy importante a lo largo
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del curso, se trata del conjunto de nimeros naturales, {0, 1,2,3,4,...}, que representaremos
por el simbolo N . Observa que, a diferencia de los ejemplos anteriores, aqui no aparecen
elementos después de los puntos suspensivos, lo que indica que la lista no termina y continda
de manera infinita.

Otro ejemplo, no menos importante, es el conjunto de nimeros enteros (denotados por Z),
que consiste de los nimeros naturales y sus correspondientes inversos aditivos; es decir, los
nimeros que al sumarlos con algin natural dan como resultado cero. Tenemos entonces que
Z=1{..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}. Los primeros puntos suspensivos indican que antes del
—3 estd el —4 y antes el -5, etcétera. Los segundos puntos suspensivos indican, al igual que
en el caso de N, que después del 3 aparece el 4, luego el 5, etcétera.

Comprender estos dos ejemplos junto con los numeros racionales y los nimeros reales que
aparecerdn mas adelante, sera fundamental para entender el resto del curso. Por su importan-
cia, escribimos a continuacion la definicion de estos dos ejemplos basicos:

Definicion 2. Los nimeros naturales son los elementos del conjunto
N=1{0,1,2,3,4,...}.
Los numeros enteros son los elementos del conjunto

Z=A{..—-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}.

1.1.3. Conjuntos como elementos con una propiedad

Una forma muy Ttil de definir conjuntos a partir de otros mas grandes es por medio de una
propiedad que deben cumplir sus elementos. Pensemos por ejemplo en todos los mexicanos
que nacieron antes del 31 de diciembre de 2000, incluyendo este dia. Estamos partiendo de
un conjunto grande (el de todos los mexicanos) para definir uno més pequeio (el de todas las
personas que ademads de ser mexicanas, nacieron en el siglo XX).

Para ilustrarla, consideremos el conjunto A cuyos elementos son todos los nimeros naturales
(ver seccion anterior) tales que al dividirlos entre 2 dan residuo cero (es decir, los nimeros
que al dividirlos entre 2 dan una division “exacta”). Aunque se puede elaborar una lista con
los elementos de A, en principio el conjunto no estd descrito asi, sino como los nimeros
naturales que cumplen una cierta propiedad (en este caso, que su residuo al dividirlos entre
2 sea cero). Para determinar si un nimero natural es o no elemento de A, hay que hacer la
division entre 2 y observar el residuo: si es cero, el nimero serd un elemento de A; si no es
cero, el nimero en cuestidén no sera elemento de A.
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Por ejemplo, 10 € A porque al hacer la division 10/2 se obtiene 5 de cociente y 0 de residuo.
23 ¢ A porque al hacer la division 23/2 se obtiene 11 de cociente y 1 de residuo. Un caso
que a veces confunde es 0. ;0 € A 0 0 ¢ A? En otras palabras, ;cudl es el residuo al dividir 0
entre 2? Dado que el residuo es cero (pues “no sobra” nada al hacer la divisién), se tiene que
0eA.

Ahora bien, dado que esta manera de definir conjuntos sera muy usada, serd conveniente
tener una manera de escribirla brevemente. En general, la forma de describir un conjunto B
definido por medio de una regla P es la siguiente:

B = {x € U|x cumple P},

donde el simbolo “|” se lee “tal que”. Asi, la expresion de arriba se lee: B es el conjunto de
los x en U (o de los elementos de U) tales que x cumple la propiedad P. En el caso particular
del conjunto A descrito arriba, podemos escribir

A = {x € N|x da residuo cero al dividir entre 2}.

En este caso, la propiedad P es “dejar residuo cero al dividir entre 2”. Veamos otros ejemplos
que nos permitan familiarizarnos més con esta forma de describir conjuntos.

Residuo 3 al dividir entre 4

Sea B = {x € N|x da residuo 3 al dividir entre 4}, donde el residuo es, como antes, lo que “so-
bra” de la division al dividir entre 4. Para entender mejor quién es el conjunto B, haremos una
lista con los elementos de este conjunto. Observemos que 1 y 2 dan residuo 1y 2, respectiva-
mente, al dividir entre 4, de manera que 1,2 ¢ B. Al dividir 3 entre 4 el residuo es 3, de modo
que 3 € B. Al dividir 4 entre 4 el residuo es cero y por lo tanto 4 ¢ B. De la misma manera,
podemos observar que 5,6,8 ¢ B pero 7 € B. Continuando de esta manera observamos que
el conjunto B, escrito como una lista de elementos es: B = {3,7,11,15,19,23,...}.

Para poder hablar mds generalmente de los residuos, serd ttil el concepto de divisor de un
ndmero, que a su vez nos permitird dar mas ejemplos sobre conjuntos definidos por medio de
una propiedad.

Definicion 3. Decimos que un nimero natural a es divisor de un nimero natural b si al dividir
b entre a el residuo es cero. Dicho de otra manera, a es divisor de b si existe un tercer nimero
natural c tal que ac = b.

Por ejemplo, 3 es divisor de 12 porque la division de 12/3 da residuo cero, o equivalentemen-
te, porque 3(4) = 12. Por otro lado, 3 no es divisor de 11 porque la division 11/3 da residuo
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distinto de cero (de hecho el residuo es 2), o equivalentemente, porque no existe un nimero
natural n con la propiedad de que 3n = 11.

Observa que 1 es divisor de cualquier nimero n (ya que 1(n) = n), y que un nimero n
siempre es divisor de si mismo (porque n(1) = n). Asi, cualquier nimero natural distinto
de 1 tiene al menos dos divisores (en el caso particular de 1 los dos divisores mencionados
arriba son en realidad el mismo). Sin embargo, hay niimeros naturales con mds de dos divi-
sores, por ejemplo 4, que tiene por divisores a 1,2,4. El numero 36 tiene varios divisores:
1,2,3,4,6,9, 12, 18, 36. El nimero 11 tiene sélo dos divisores: 1, 11.

Numeros primos Nuestro siguiente ejemplo de conjunto definido por medio de una propie-
dad involucra el concepto de nimero primo, que se define como sigue:

Definicion 4. Un nimero natural mayor a 1 es primo si s6lo tiene dos divisores: 1 y él mismo.

De acuerdo a esta definicion, se tiene que 2, 11 son nlimeros primos (porque estos nimeros
tienen exactamente dos divisores) mientras que 1,4, 36 no lo son (puesto que estos nimeros
no son mayores a 1 (en el caso de 1) o tienen mas de dos divisores (en el caso de 4 y 36).

Con ayuda del concepto de numero primo, podemos definir el conjunto

P = {n € N|n es primo }.

De acuerdo a los ejemplos ya vistos, se tiene que 2,11 € P pero 1,4,36 ¢ P

La importancia de este ejemplo radica en que no es posible definir al conjunto P por medio
de una lista. Los primeros elementos de P son: 2,3,5,7,11,13,17,... Observa que en este
caso los puntos suspensivos no indican la manera de escoger el siguiente elemento de la lista,
por eso decimos que no es posible definir a P como el conjunto de elementos de una lista.

En cualquier caso, siempre es necesario que sea posible determinar si un elemento pertenece
0 no a un conjunto. En términos pricticos esto puede resultar complicado, pero siempre debe
ser posible. Un ejemplo en el que esto no es asi es el siguiente:

Sea A el conjunto de los diez mejores modelos de automdvil en el mundo. Redactada asi, es
dificil saber si un modelo particular cumple o no con esa condicion, y por lo tanto no es claro
si ese modelo particular pertenece o no al conjunto A. El problema estriba en el uso de la
palabra “mejores”. {Qué quiere decir? Cada quien entiende este adjetivo de manera distinta.
Habra quien lo considere como sinénimo de veloz, pero habra quien prefiera entenderlo como
lyjoso, y no faltard el que lo vea como econdémico. Con esta confusion es imposible trabajar.

Comparemos con el siguiente caso: el conjunto B consiste de los modelos de automovil que
pueden correr a mas de 150km/h. Esta claro qué hay que hacer para saber si un modelo



6 Capitulo 1. Conjuntos

particular pertenece o no a B. Puede ser que esa informacion no esté a nuestro alcance, y hacer
el experimento para saber si un modelo pertenece o no a B requerird recursos que sin duda
pueden ser mejor empleados. Sin embargo, la diferencia de fondo con el caso del conjunto
A definido arriba es dramatica. All4 no estaba clara la manera de averiguar si un modelo de
automovil pertenecia o no al conjunto A. En el caso de B siempre es posible determinar si un
modelo pertenece o no al conjunto.

Para evitar este tipo de problemas, usaremos siempre reglas de pertenencia que determinen
siempre, para un elemento particular, si pertenece o no al conjunto que se esté definiendo.
Observa sin embargo que hay reglas imposibles de cumplir, como por ejemplo x*> < 0 (dado
que un numero elevado al cuadrado siempre es positivo). Este tipo de reglas imposibles de
cumplir dan lugar al conjunto vacio: el conjunto A = {x € N|x? < 0} es vacio, pues no existe
ningin nimero natural que elevado al cuadrado sea negativo; es decir, A = (.

1.1.4. Numeros racionales y nimeros reales

Con ayuda de lo visto en la seccion anterior, es posible definir el conjunto de los nimeros
racionales, conocidos informalmente como “fracciones”. Después, definimos el conjunto de
nimeros reales, que serd la base en la que se trabajaran casi todas las funciones que se estu-
dien posteriormente.

Definicion 5. El conjunto de los nimeros racionales, denotado por el simbolo Q, consiste de
todos los nimeros de la forma p/q, donde p,q € Z y ademdas g # 0. En la notacion de la
seccion anterior, se tiene:

Q=1{plglp.qeZyq+0}.

Usaremos indistintamente las notaciones a/b y #, de modo que ambas significan exactamente
lo mismo de ahora en adelante.

Los siguientes son ejemplos de nimeros racionales: 1, -3 4 11~ 20L

: ' Zs =35 3> 17> To07- UNA obsgrvacpn fun-
damental es que es posible ver a cualquier nimero entero como un nimero racional, simple-

mente dividiéndolo entre 1. Por ejemplo: 2 =2/1,-4 = -4/1,0 = 0/1, etc.

Nota que si quisiéramos ordenar a los nimeros racionales de acuerdo a su tamaiio, ocurre algo
sorprendente: hay una infinidad de elementos entre cualesquiera dos de ellos. Por ejemplo,
entre Oy 1 estael 1/2,entre 0y 1/2 esta 1/4, entre 1/4 y O estd 1/8, etc. Esta propiedad hace
que sea complicado describir a Q por medio de una lista. Asi, Q es otro ejemplo de conjunto
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que es muy conveniente describir por medio de una propiedad mds que como una lista de
elementos.

Otra caracteristica que sera util de los nimeros racionales es la siguiente:

Observacion 1. A cada nimero racional p/q le corresponde una expansion decimal, que
se obtiene haciendo la division de enteros p/q, dicha expansion puede ser finita o infinita
periddica.

Con expansion decimal finita, se quiere decir que la division termina en alguin punto, como en
el caso de 1/4, que tiene expansion decimal 0.25. Con expansion decimal infinita periddica,
se quiere decir que es posible que la divisién no termine nunca, pero se repiten siempre los
mismos nimeros, como en el caso de 1/3, que es igual a 0.33333...; 0 el de 43/198, que da
0.2171717171717 .. ..

Existe un conjunto de nimeros que contiene a los naturales, a los enteros y a los racionales,
y es el conjunto de los niimeros reales. Definirlos con todo cuidado es tarea dificil que rebasa
el alcance de este libro, sin embargo, damos la siguiente definicion que debe ser suficiente en
un primer acercamiento al Calculo.

Definicion 6. El conjunto de los niimeros reales, denotado por R, consiste de todos los nime-
ros que se pueden escribir en forma decimal; es decir, en la forma

salaz...an.blbz...bk...,

donde s = +1, y cada a; y cada b; es un digito en {0, 1,2,3,...,9}.

Los siguientes son ejemplos de nimeros reales: 1.5, —4.333333...,2.22,3.1416, 1.01001000100001 . . .
donde, en el altimo caso, el numero de ceros entre dos 1 es 1,2,3, .. ..

Notemos que a la derecha del punto puede haber una infinidad de b; (distintas de 0). Esto es,
la expansion decimal de un ndmero real puede ser infinita y no periddica (a diferencia de lo
que ocurria con los nimeros racionales, donde toda expansion decimal infinita tenia que ser
periddica).

Observemos también que todo nimero racional es un ndmero real. Esto es una consecuencia
de la observacion (1), que dice que a todo nimero racional le corresponde una expansion
decimal (con ciertas caracteristicas adicionales).

Al igual que sucede con los niimeros racionales, entre dos nimeros reales (distintos) siempre
habré una infinidad de nimeros reales. En particular, el punto medio entre ellos siempre sera
un nimero real distinto de los dos originales. Ver A.7 en el apéndice.
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Tal vez en este momento sea un poco misteriosa para el lector la necesidad de construir este
mas amplio conjunto de nimeros. Después de todo, cualquier medicion directa de cualquier
objeto fisico tendrd necesariamente un nivel de precision determinado, de manera que nunca
se obtendrd asi un nimero que sea real pero no racional. Sin embargo, al hacer medidas
indirectas si encuentra uno que aparecen nimeros reales no racionales. El ejemplo mas simple
de esto sea tal vez la diagonal del cuadrado de lado 1, que mide V2, como se puede comprobar
usando el teorema de Pitagoras.

Figura 1.1: V2

Otro ejemplo muy socorrido para ilustrar la necesidad de utilizar los nimeros reales (mds que
simplemente Q), aparece al calcular el perimetro de un circulo y dividirlo entre su didmetro,

. . . ) . P
obteniendo la famosa constante 7. De acuerdo a la ilustracién de abajo, se tiene que 7= TT.

P
Figural.2: 7 = —
igur. T 7

Como habré imaginado el lector, estos ejemplos son buenos porque tanto V2 como 7 son



1.1. Definicion de conjuntos 9

numeros reales que no son racionales. Probar estas afirmaciones resulta poco ilustrativo por
el momento (y muy dificil, en el caso de ), asi que el lector tendrd que confiar en nosotros.

Intuitivamente, identificamos a los nimeros reales con la recta numérica:

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 1.3: La recta real

Observa que el conjunto Z deja huecos en la recta numérica; es decir, hay puntos en la recta
a los que no les corresponde ninglin nimero entero. Un ejemplo de esto lo da el punto me-
dio entre 0 y 1. Aunque no es tan obvio como el caso de Z, Q también deja huecos: uno de
ellos estd en V2 = 1.4142. .., justamente porque V2 no es un niimero racional. En general,
habré un hueco por cada nimero real que no sea racional. A diferencia de todos estos con-
juntos, R llena completamente la recta, de manera que, geométricamente, identificaremos a
los nimeros reales con la recta numérica.

Otra razén de suma importancia para trabajar en R més que en Q es que en este conjunto
mas pequefio, la idea de limite, que es central en el Calculo Diferencial e Integral, careceria
de sentido. Esto estd relacionado con el hecho de que los nimeros reales tienen la propiedad
del supremo, de la que carecen los nimeros racionales. Por el momento el lector puede hacer
caso omiso de esta propiedad, pero serd importante hacer hincapié en ella en un curso de
calculo.

1.1.5. Resumen

Enunciando brevemente lo que hemos visto hasta el momento, tenemos:
1. Una definicién de conjunto como una coleccion de objetos.
2. Dos maneras basicas de describir conjuntos:
a) Por medio de una lista.
b) Por medio de una propiedad.
3. Conocemos el significado y uso de los simbolos € y ¢.

4. Tenemos cuatro ejemplos basicos de conjuntos numéricos: N, Z, Q, R.



10 Capitulo 1. Conjuntos

1.1.6. Ejercicios de la seccion
1. Describe los siguientes cinco elementos de los siguientes conjuntos (o los anteriores
cinco, segun corresponda):

a) {0,3,6,9,...}
b) {2,-3,4,-5,6,...}
c) {...,—20,-16,-12,-8, -4}
d) {1,1/2,1/3,1/4,1/5,...}
e) {0,3,9,27,81,...}

2. En cada caso, encuentra tres elementos que estén y tres elementos que no estén en los
siguientes conjuntos:

a) A = {x € N|x* es un niimero par}.
b) B = {n € Z|n* > 10} (el simbolo > se lee “mayor que”).
¢) C = {n € Njn es divisor de 81}.
d) D ={y € Z|y no es divisor de 12}.
3. Encuentra, de ser posible, tres elementos de los siguientes conjuntos:
a) A={neNn<4}.
b) B ={n € Z|n < 4}. ;Cudl es la diferencia con el inciso anterior?
¢) C={xeRx*=1)}.
d) D={xeRlx>1}\{xe Qx> 1}.
e) E={xeR|x(x—1)(x+2)=0}.
f) F ={meZm* >0}
2) G = {m e Zm* < 0)}.
h) H = {p?|p es primo }.
i) I ={2n|n € N}.
4. Encuentra reglas que definan a los siguientes conjuntos por medio de una propiedad:

a) {1,3,5,7,9,11,...}
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b) {2,4,8,16,32,64,...}
c) {1,1/2,1/3,1/4,1/5,...}
d) {5,10,15,20,25,30,...}
e {..,—-12,-9,-6,-3,0,3,6,9,.. .}
5. Define los siguientes conjuntos por medio de una condicion:
a) X es el conjunto de los niimeros naturales que son mayores a 100.

b) Y es el conjunto de los nimeros enteros tales que al elevarlos al cuadrado el
resultado es menor a 10.

c) Z es el conjunto de los nimeros enteros tales que al dividirlos entre si mismo el
resultado es 1.

d) W es el conjunto de los nlimeros naturales tales que su raiz cuadrada es entera.

6. Encuentra tres elementos de cada uno de los conjuntos del problema anterior. Encuentra
también tres elementos que no pertenezcan a cada uno de ellos (en un caso esto no es
posible, ;cudl es?).

7. Al conjunto de todas las parejas ordenadas de nimeros reales se le llama plano carte-
siano 'y se le denota por R2. Es decir,

R? = {(x,y)lx,y € R}.

Encuentra cinco elementos de RZ.

1.2. Igualdad de conjuntos

El objetivo de esta seccion serd determinar bajo qué condiciones dos conjuntos serdn iguales.
Para eso, necesitaremos estudiar previamente el concepto de subconjunto.

1.2.1. Subconjuntos

Definicion 7. Si se tienen dos conjuntos A y B tales que todo elemento de A es un elemento
de B, se dice que A es un subconjunto de B. Este hecho se denota por

A CB.
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Otras formas comunes de decir que A es subconjunto de B son: A estd contenido en By B
contiene a A. Los simbolos B D A significan lo mismo que A C B. Para denotar que A no es
subconjunto de B, escribimos A ¢ Bo B 7 A.

Veamos algunos ejemplos: sean A = {-1,1,2,3},B = {-1,2},C = {1,2,3}. Se tiene que
BcAyCcA,peroB ¢ CyC ¢ B (donde el simbolo ¢ se lee “no es subconjunto” o “no
estd contenido”). También son ciertas las siguientes afirmaciones: A € Z, C ¢ N, B ¢ N,
A ¢ N.

Con respecto a nuestros conjuntos numéricos, se tienen las siguientes contenciones, que fue-
ron enunciadas en su momento en afirmaciones como ‘“todo nimero natural es un nimero
entero”, que se traduce en N C Z; “todo ndmero entero es un ndmero racional”, que se tradu-
ce en Z C Q; y finalmente “todo nimero racional es un nimero real”, que se vuelve Q C R.
En resumen, se tiene:

NcZcQcR.

1.2.2. Igualdad entre conjuntos

Hasta el momento no hemos dicho qué significa que dos conjuntos sean iguales. Ahora es
momento de hacerlo.

Definicion 8. Diremos que dos conjuntos A y B son iguales si A es subconjunto de By B es
subconjunto de A; en simbolos, A = BsiA C By B C A.

En otras palabras, esta definicion dice que dos conjuntos son iguales si tienen los mismos
elementos. Algunas consecuencias importantes se plantean con los siguientes ejemplos:

Sean A ={a,b,c}, B={c,a,b}y C ={a,a,b,c,c,c}. Observaque A C By B C A. De aqui se
concluye que A = B. De manera similar, podemos observar que A C C'y C C A, para concluir
que A = C. También se puede ver que B = C.

Las conclusiones que extraemos de este ejemplo son dos:

1. El orden en el que aparecen los elementos de un conjunto no es importante; de hecho,
no hay un orden preestablecido en el que deban aparecer dichos elementos.

2. El numero de veces que aparece repetido un elemento en un conjunto no es importante.
De hecho, un elemento puede pertenecer o no a un conjunto, y no tiene sentido hablar
de que se repita mas que cuando escribimos al conjunto como una lista.
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1.2.3. Ejercicios de la seccion

1. Sean A = {a,b,c,d,e},B = {a,c,e},C = {c,d,e, f},D = {c,e,c},E = {c}. Di si las
siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas. Justifica tus respuestas.

a) AcC f) CoE
by Co>D g) {etcD
c) BcD h) {e} C E
dy DCE i) D={e,c}
e EcDcC j) B=D

2. Si se tienen dos conjuntos A y B tales que A C B pero A # B, se dice que A es
subconjunto propio de B. Denotamos este hecho por los simbolos A C B.

a) Encuentra dos conjuntos A y B, con tres y cuatro elementos, respectivamente,
tales que A C B.

b) Muestra que el conjunto A = {x € R|x < 10} es un subconjunto propio de B =
{x € Rlx < 10}

3. Es comtn que dos reglas en apariencia distintas definan el mismo conjunto. Prueba que
los conjuntos A 'y B son iguales,donde A={neNn<7}yB={neZl0<n<7}

4. Muestra que A = B, donde A = {n € N|n dejaresiduo 2 al dividirentre 4 } y B =
{2,6,10,14,18,...}.

5. Sea A = {1,2}. Haz la lista de todos los subconjuntos de A (sin olvidar a @ ni a A
mismo).

6. Dado un conjunto X, podemos considerar el conjunto cuyos elementos son todos los
subconjuntos de X (sin olvidar a ). A dicho conjunto se le conoce como conjunto
potencia de X y se le denota por Z(X). En el ejercicio anterior, encontraste todos los
elementos de Z(X) para X = {1,2}.

a) Encuentra el conjunto potencia de X = (). Sugerencia: tiene un tnico elemento.
b) Encuentra el conjunto potencia de X = {a, b, c}.

¢) (Cuantos elementos tiene Z(X), si X = {a, b, ¢, d}?
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1.3. Operaciones con conjuntos

En una buena parte de los problemas que enfrentaremos a lo largo del curso, serd necesario
modificar a los conjuntos que aparezcan, formando otros conjuntos nuevos a partir de los ya
conocidos. La manera més comun de hacer esto es por medio de las operaciones de conjuntos,
que estudiamos en esta seccion.

1.3.1. Unién de conjuntos

Si se tienen dos conjuntos A y B, es posible formar un tercer conjunto, que llamaremos la
unién de A y B, y que denotaremos por A U B. La unién de A y B esté constituida tanto por
los elementos de A como por los de B. En simbolos:

AUB={xlxe Ao xe€Bj.

Veamos un ejemplo sencillo que ilustre esta operacion. Sean A = {-1,0,1,2,3} y B =
{-2,-1,3,4}. Entonces AU B = {-2,-1,0,1,2,3,4}. Observa que el hecho de que -1y
3 aparezcan tanto en A como en B no importa, de todas formas siguen siendo elementos de
AUB.

En algunas ocasiones sera util considerar la uniéon de méas de dos conjuntos. La idea bésica es
la misma: en la unidn estaran los elementos que aparezcan en al menos uno de los conjuntos
que se estén uniendo. Por ejemplo, si

A=1{-4,-2,0,2,4,6}, B=1{-5,-3,-1,1,3,5} y C = {-6, 6}, se tiene que

AUBUC ={-6,-5,-4,...,4,5,6}.

1.3.2. Interseccion de conjuntos

Dados dos conjuntos A y B, la interseccion de ellos, denotada por A N B, es el conjunto
constituido por los elementos que aparecen tanto en A como en B. En simbolos:

ANB={xlxeAyxe B}
Al igual que en el caso de la unién, puede resultar necesario considerar la interseccion de mas

de dos conjuntos. Dicha interseccion consistird de los elementos que aparezcan en todos los
conjuntos que se estén intersectando.
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Veamos algunos ejemplos: Sean A = {n € Njn < 10} y B = {n € N|n > 8} (el simbolo < se
lee “menor o igual que”). A N B consiste de los nimeros que cumplen ambas condiciones, es
decir de los ndmeros naturales que satisfacen tanto n < 10 como n > 8. Esto sélo permite

que n =9 o n = 10. De aqui se concluye que AN B = {9, 10}.

Consideremos ahora los conjuntos C = {n € N|n es divisor de 36} y D = {5,7, 8}. Se observa
directamente que C' y D no tienen ningin elemento en comun. Esto es, C N D no tiene ningin
elemento. ;Quién es, entonces, C N D? El conjunto vacio. En breve: C N D = 0.

Como tltimo ejemplo, calculemos AN BN C,donde A =N,B=ZyC = {n € Zn < 10}.
Dado que los tnicos numeros que pertenecen a los tres conjuntos son {0, 1,2,...,9}, se tiene
que

ANBNnC={0,1,2,...,9}.

1.3.3. Diferencia de conjuntos

Dados dos conjuntos A y B, la diferencia de conjuntos entre A y B, denotada por A \ B,
consiste de todos los elementos de A que no estén en B. En simbolos:

A\ B={x€Alx ¢ B}.

Por ejemplo, Z \ N = {n € Z|n ¢ N} consiste de todos los n € Z tales que n ¢ N. Esto es,
dicho de otra manera, Z \ N = {n € Z|n < 0}.

Observa que, a diferencia de la union y la interseccion, donde el orden de los conjuntos no era
importante (es decir, AUB = BUAyANB = BNA),en el caso de la diferencia de conjuntos
en general A \ B es distinto de B \ A. Es decir, esta es una operacién no conmutativa, donde
el orden en el que aparecen los conjuntos si es importante. Para ilustrar esta idea, invirtamos
el orden de los conjuntos en el ejemplo de arriba, para tener N \ Z = {n € N|n ¢ Z}, pero
es imposible que algiin elemento cumpla esto, porque todo nimero natural es también un
nimero entero. Se concluye que N \ Z = (. De hecho, si A C B siempre se tendrd que
A\ B=0.

A diferencia de lo que pasa con la union y la interseccion, en una operacion como A \ B\ C
es necesario aclarar cudl de las dos diferencias de conjuntos estamos haciendo primero. Es
decir, si estamos calculando (A \ B) \ C o0 A \ (B \ C). El siguiente ejemplo ilustra que el
resultado puede cambiar, dependiendo de cudl de las dos operaciones hagamos primero: sea
A=N,B={1,2,3}yC={1,2,...,10}. Porunlado (A \ B) \ C = {11,12,13,...}, mientras
que, por el otro, A\ (B\C) =A\ 0 =N.
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1.3.4. Diagramas de Venn

Una manera muy comun de representar las operaciones de conjuntos es por medio de los
diagramas de Venn, en los cuales cada conjunto es representado por una figura geométrica
(siempre que es posible, un circulo) que se superpone con las otras, de manera que se obtiene
una representacion geométrica para cada una de las operaciones mencionadas en esta seccion.

Los casos mds simples de diagramas de Venn involucran tinicamente dos conjuntos y las ope-
raciones de unidn, interseccion y diferencia entre ellos, como se ilustra a continuacion:

Figural4:AUB

Figura1.5: AN B



1.3. Operaciones con conjuntos 17

Figura 1.6: A\ B

Al igual que sucede en la aritmética, se pueden combinar varias operaciones de conjuntos en
una sola expresion. Un ejemplo de esto es (A U B) N C. Teniendo presente que los paréntesis
indican, como es costumbre, la operacion que se hace primero, se tiene que esta expresion
representa los elementos que estdn ya sea en A 0 en B y también en C. En un diagrama de
Venn esto se ve asi:

N

Figural.7: (AUB)NC

Esto es, como lo indica la operacién que estamos haciendo, el resultado de unir A con B e
intersectar esta zona con C.

A continuacion presentamos algunos ejemplos de operaciones que involucran a tres conjuntos
y sus respectivos diagramas de Venn.
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.

Figural8:ANBNC

.

Figura1l9: AUBUC
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. %

Figura 1.10: (AU B) \ C

N\ X

Figura 1.11: A\ (BUC)

1.3.5. Ejercicios de la seccion

1. Sean A = {1,2,10},B = {4,5,6,10},C = {2,4,5,7,8,9},D = {3,5,8,9},E = {8}.
Calcular los siguientes conjuntos:

a) AUB d) EnDNC
b) AUBUC ¢) D\ (EUC)

c) ANBNC f) (D\ E)yn(D\ C) (comparar con el
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inciso anterior) ) (CNA)UMBND)
g) (AUB)N(CUD) j) D\(BNC)
h) A\(BUCQC)

. Haz un diagrama de Venn que involucre las relaciones entre los conjuntos A, B,C, D, E

del ejercicio anterior.

. Da dos ejemplos de conjuntos A C B, de modo que en un caso se tenga B\ A =0y en

el otro B\ A # 0.

. Muestra que B\ A # () siempre que A C B. (Ver ejercicio anterior.)

. En el diagrama de Venn de abajo, cada una de las regiones es el resultado de hacer

cierta operacion de conjuntos. Encuentra, en cada caso, cudl es esta operacion.

.

. Haz un diagrama de Venn para cada una de las siguientes operaciones:

a) (AND)\ (BUC(C)
by (AN B)\(CUD)
¢c) AUBUC)\D

. Sean A y B dos conjuntos. Para simplificar ideas supondremos que ninguno de ellos

esta contenido en el otro. Al conjunto C = (A \ B) U (B \ A) se le conoce como la
diferencia simétrica de A y B (ver dibujo):
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Figura 1.12: Diferencia simétricade A y B

Muestra, usando diagramas de Venn, que C = (A U B) \ (A N B). En otras palabras,

muestra que
(A\B)U(B\A)=(AUB)\ (AN B).

1.4. Intervalos

Aunque la mayoria de los diagramas de Venn representan a los conjuntos como seccio-
nes del plano, hay una excepcién importante en la que esto no es asi, se trata de R, los
ndmeros reales, que son representados por una recta, como establecimos antes. Asi, los sub-
conjuntos de R serdn representados por fragmentos de dicha recta. Observa, sin embargo,
que un solo conjunto puede consistir de mas de un “pedazo” de la recta real. Por ejemplo,
A ={x e Rlx < -1y x > 2}, estd representado graficamente por la zona sombreada del dibujo

de abajo:

-1 0 2

Figural.13: A={xeRlx < -1y x> 2}

Ahora bien, los subconjuntos de R que consisten de un solo pedazo de la recta numérica
apareceran con tanta frecuencia a lo largo del curso, que vale la pena darles un nombre y
desarrollar una notacién especial para ellos.

Definicion 9. Un subconjunto de R que se puede representar mediante un solo pedazo de
recta numérica recibe el nombre de intervalo.



22 Capitulo 1. Conjuntos

Analizando las posibilidades geométricamente, se llega a la conclusiéon de que un intervalo
debe tener alguna de estas formas bésicas:

Figura 1.14: Formas bdésicas de los intervalos

Estudiemos, por el momento, intervalos de la forma siguiente:

a b

Observa que, en este tipo de intervalos hay cuatro posibilidades, dependiendo de si cada uno
de los extremos a y b pertenece o no al conjunto.

Consideremos primero el caso en el que ninguno de los extremos pertenecen al conjunto. Si-
guiendo la convencion habitual, representamos graficamente por e el hecho de que el extremo
correspondiente pertenezca al conjunto, y por o el hecho de que no pertenezca al conjunto.
Asi, el intervalo I que empieza en a y termina en b y que no incluye a ninguno de los extremos
se representa graficamente por

Q0
S0

Figura 1.15: (a, b)

Veamos ahora qué condicion debe de cumplir una x € R para ser un elemento de /. Por un
lado, debemos tener a < x, para que x esté a la derecha de a. Por el otro, debemos tener x < b,
para que x esté a la izquierda de b. Asi, las dos condiciones que debe cumplir una x € 7 son
a < xy x < b, que se escriben juntas como a < x < b. En otras palabras, podemos describir
a I como el conjunto

I={xeR|a<x<b}
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Un intervalo asi serd llamado intervalo abierto, y 1o representaremos mediante los simbolos
(a, b). Es decir, por definicidn, se tiene que

(a,b) ={xeR|a< x<b}.

Analicemos ahora el caso en el que ambos extremos pertenecen al intervalo J que empieza
en a y termina en b.

Qe
S

Figura 1.16: [a, b]

Si x € J entonces se debe de tener, por un lado, a < x 0 a = x (es decir, a < x) y por el otro,
x < b o x = b (es decir, x < b). Similarmente a lo que hicimos antes, tenemos que las dos
condiciones que debe de cumplir una x € J sona < xy x < b, que se pueden resumir como
a < x < b. Es decir, J queda descrito como el conjunto

J={xeRla<x<b}

Un intervalo asi serd llamado intervalo cerrado y lo representaremos mediante los simbolos
[a, b]; de manera que, por definicion, se tiene que

[a,b] = {x € Rla < x < b}.

Observa la diferencia en notacion entre este caso (que incluye a los extremos y usa corchetes)
y el anterior (que no incluye a los extremos y usa paréntesis). Debe ser mas o menos claro
como definir y denotar los dos casos faltantes. En el caso del intervalo K que incluye al
extremo izquierdo pero no al derecho,

IS
S

Figura 1.17: [a, b)

se tiene que K = {x € Rla < x < b}, y K lo denotamos por K = [a, D).

Finalmente, el caso del intervalo L que incluye al extremo derecho pero no al izquierdo,
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Q0
Se

Figura 1.18: (a, b]

se define mediante L = {x € R|a < x < b}, y lo denotamos por (a, b].

Resumimos toda esta informacion en la siguiente tabla.

Graficamente Condicién | Notacion
a<x<b [a, b]
a b
a<x<b (a,b)
a b
a<x<b [a, D)
a b
a<x<b (a, b]
a b

Quedan por analizar dos casos importantes de intervalos, que se ilustran nuevamente en el
siguiente dibujo:

b

Estos casos son esencialmente distintos de los anteriores porque sélo tienen un extremo y
contindan indefinidamente en la otra direccion. Analicemos el primer intervalo, que llama-
remos A: en este caso, la Unica condicion que se pide sobre un elemento x € R para que
pertenezca a A es que esté a la derecha de a, esto es, a < x. Esto es, el conjunto A lo podemos
describir como el conjunto

{x € Rla < x},

que representaremos mediante los simbolos (a, o). El simbolo oo, que se lee “infinito” no es
un nuimero real, y aqui se estd usando tnicamente para indicar el hecho de que el intervalo
A continua indefinidamente hacia la derecha. Por eso es que usamos siempre paréntesis en
lugar de corchetes, “)” en lugar de “]”, en el caso de oo, pues este “extremo” no es parte del
intervalo en cuestion. Dado que oo no es un nimero, no tiene sentido hacer operaciones con
€l; asi, expresiones como x(o0), x + co y otras similares, no tienen ningtn sentido.
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De manera totalmente analoga al intervalo A, se tiene que para que un x € R sea un elemento
del segundo intervalo, que llamaremos B, se tiene que tener que x esté a la izquierda de b; es
decir, se tiene que cumplir x < b. Asi, resulta que

B ={xeRlx < b}.

De manera predecible, representaremos a B mediante los simbolos (—co, b). Al igual que
antes, hacemos énfasis en que —oco no es un nimero y no es posible hacer operaciones que lo
involucren.

Quedan por analizar los casos ligeramente distintos a los anteriores representados por el si-
guiente dibujo:

Qe

b

Para tener una notacién consistente con la definida antes para intervalos con dos extremos,
representaremos estos intervalos por C = [a, 00) y D = (—c0, b].

Resumimos estos cuatro casos en la siguiente tabla:

Graficamente Condicién | Notacion
o a<x (a, 00)
a

o x<b (=00, b)
b
o as<x [a, c0)
a
® .. X S b (—OO, b]
b

Falta unicamente por analizar el caso del intervalo mas grande posible, que consiste de toda
la recta real. Dicho intervalo lo representaremos por (—oo, ©0), aunque con mas frecuencia
utilizaremos el mds sencillo R.

1.4.1. Ejercicios de la seccion

1. Encuentra cinco elementos de cada uno de los siguientes intervalos:
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a) (1,3]

b) [1,1.5]

c) [-3,-2)
d) (100, co0)
e) (8/9,1)

2. (Quién es el intervalo (a,a)? En otras palabras, ;de qué otra manera se puede repre-
sentar este intervalo?

3. (Quién es el intervalo [a,a]? En otras palabras, ;de qué otra manera se puede repre-
sentar este intervalo?

4. Muestra, mediante un ejemplo para cada caso, que la unién de intervalos puede ser o
no otro intervalo.

5. (Es posible que la interseccion de dos intervalos no sea otro intervalo? Argumenta tu
respuesta.

6. Realiza las siguientes operaciones de conjuntos. Expresa la respuesta en forma de in-
tervalo (o uniones de intervalos):

a) [2,4) U (4,5] (Larespuesta no es [2, 5], ;por qué?)
b) [1,5]1 N (3,10)

¢) (=00, 0]\ [0, 1]

d) [1,00)\ [2,9)

e) [0, V211 (0,2)

H ([1,3]U(2,8)\ (2.5,6)

8) ((=5,=31Nn(=4,-1) U [-7, )

h) R\ [1,12)

i) 3,5 U (-7,41U4,5)

) (=1,00) N (=00,5) N (=8,38)

7. (Para qué valores de x tienen sentido las siguientes expresiones? Expresa la respuesta
en forma de intervalo (o uniones de intervalos):

a) Vx
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b) V1—x
) X*+1>0
d) 1/x

e) 1/(x+2)

1.5. Ejercicios del capitulo

1.

D A o T

— e e
W NN = O

Di si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas. Argumenta tu respuesta:
a) Todo conjunto es elemento de si mismo.
b) 0 c A para cualquier conjunto A.
¢) 0 € A para cualquier conjunto A.
d) 0 = {0}
¢) Un elemento de {0} es (.
Explica por qué en un conjunto el orden de los elementos no es relevante.
Da un ejemplo de un conjunto que tenga por elementos a otros conjuntos.
Explica qué es el conjunto potencia de un conjunto dado.
(El resultado de intersectar dos conjuntos, es siempre un conjunto?
Demuestra que A C A U B para cualesquiera conjuntos A, B.
Demuestra que A N B C A para cualesquiera conjuntos A, B.
Demuestra que A \ B C A para cualesquiera conjuntos A, B.

Si A C B, demuestraque A \ B = 0.

. Demuestraque AN A = A.
. Demuestraque AU A = A.
. Dado un conjunto A, ;quiénes A \ A?

. Menciona tres elementos que pertenezcan y tres elementos que no pertenezcan a cada

uno de los siguientes conjuntos:
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a) R\Q b) Q\Z ¢) Z\N

14. Describe, por medio de operaciones de conjuntos, la region sombreada de los siguientes

diagramas de Venn,
o o

A A

o ~

b) ' e)

15. Dibuja en larecta real los siguientes conjuntos. Aquéllos que sean intervalos, escribelos
usando la notacién correspondiente.

a) {xeRlx <1} ) {(xeR2x ez}

b) {x € R|x* > 4} g) {x e R|x/3 € Z}

¢) {n € Nln es par } h) {x € N|x < 0}

d) {x € R|x* < 100} D {xeR-1<x<1/2)
e) (xeR|0<x<3) D {xeRx<lox>T7}

16. Sean A = [-7,-2)U[1,6),B =(-3,1),C =[-1,3],D = (-=00,0), E = (=3,0] U [3,5).
Calcula los siguientes conjuntos y exprésalos como intervalos o uniones de ellos:
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a) E\D f) (BUE)\D

by CNE g) C\(AUB)

¢) A\ B h) (BUC)\ (-3,3)
d) DUE i) BACNDNE
e) R\C ) (BUC\N(DNE)

17. Recuerda que el plano cartesiano es, como conjunto, R? = {(x, y)|x,y € R}. Encuentra

cinco elementos que pertenezcan y cinco elementos que no pertenezcan a cada uno de
los siguientes subconjuntos de R:

a) {(x,y) € R*|x = 3} e) {(x,y) eR*ly+ 1 =x}
b) {(x,y) € Ry = 0} ) {(x,y) € R?|y = 2x}
&) ((xy) € R2x = y) §) (xy) e Ry =3)

d) {(x,y) e R*| - x =y} h) {(x,y) € R¥x* = -1}






Capitulo 2

Funciones y sus graficas

2.1. Funciones

Comprender qué es una funcidn, conocer algunos ejemplos importantes y algunas de sus
aplicaciones son los grandes objetivos de este curso. En esta seccion introducimos este im-
portante concepto que serd utilizado en todos los capitulos siguientes.

2.1.1. Definicion y ejemplos
Una funcién es una regla que relaciona los elementos de dos conjuntos A y B, de manera que
a cada elemento de A le asocia exactamente un elemento de B.

En términos mas formales, una funcion es un conjunto C de parejas ordenadas (con el primer
elemento en A y el segundo en B) con la propiedad de que para cada a € A existe una Unica
b € Btal que (a,b) € C.

En términos précticos, uno piensa una funcién como una manera de relacionar elementos de
A con elementos de B, de manera que

1. Ningin elemento de A se queda sin ser relacionado con algiin elemento de B, y
2. Ningun elemento de A estd relacionado con méas de un elemento de B.

Al conjunto A se le conoce como dominio de la funcion, mientras que al conjunto B se le llama
codominio de la funcion. Para indicar que A es el dominio y B el codominio de una funcioén

31
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f,escribimos f : A — B. Cominmente escribiremos Dom( f) para denotar el dominio de f'y
Cod(f) para denotar el codominio de f.

Una manera un tanto informal pero muy util de pensar a las funciones es como maquinas
que aceptan ciertas materias primas, las procesan y dan lugar a ciertos productos. Dado un
elemento a € Dom(f), al tnico elemento del codominio con el que estd relacionado se le
conoce como imagen de a bajo f, y se le denota por f(a), que se lee f de a. Esta idea se
ilustra en el siguiente dibujo:

TN
™ f(a)

Figura 2.1: Una funcién pensada como una mdquina

Es muy comun pensar que f(a) significa f multiplicado por a, pero esta interpretacion es
erronea. De hecho, f es una funcion y a un elemento de Dom(f), asi que no tiene sentido
pensar en multiplicar f por a. f(a) denota la funcion f evaluada en el punto a del dominio,
por esta razén, f(a) es un punto del codominio. Dicho de otra manera: f(a) representa al
producto de procesar la materia prima a bajo la maquina que es la funcién f.

Otra manera muy comun de representar funciones (al menos cuando dominio y codominio
son conjuntos con pocos elementos) es por medio de diagramas como los que aparecen a
continuacion:

S g
a > 1 a > a
b > 2 b b
c >3 ¢ ¢
d 4 d > d
e/ A—r‘e

Figura 2.2: Funciones simples

En estos dibujos, el conjunto de donde salen las flechas representa al dominio de la funcion,
mientras que el conjunto a donde llegan las flechas representa al codominio. Las flechas
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también indican qué elemento del dominio esta relacionado con qué elemento del codominio.
Por ejemplo, en la funcién de la izquierda, se tiene que f(a) = 1, f(b) = 2, f(c) = 3y
f(d) = 2; en la de la derecha se tiene que g(a) = a, g(b) =c, g(c) =a, g(d) =dy gle) =e.

Para comprender lo que es una funcion a veces sirve tener ejemplos “de la vida real”, aunque,
la verdad, los ejemplos mds elaborados también son “reales” (y muchas veces resultan utiles
también).

Pensemos, por ejemplo, en el conjunto de todos los libros de una biblioteca determinada, que
serd el dominio de nuestra funcidn. El codominio consistird del conjunto de todos los posibles
numeros ISBN (International Standard Book Number, nimero de libro estindar internacio-
nal), que, simplificando un poco, los podemos considerar como todos los nimeros enteros de
trece digitos. Finalmente, la regla de correspondencia relacionard a cada libro con su nimero
ISBN. La clave del asunto es que cada libro tiene asociado exactamente un nimero ISBN, y
por lo tanto esta regla de correspondencia define una funcién.

(Qué pasa si hay varios ejemplares del mismo libro? En este caso, habrd varios elementos
del dominio relacionados con el mismo elemento del codominio (pues libros iguales tienen
el mismo ISBN), pero la regla de correspondencia sigue dando lugar a una funcién.

Ahora bien, supongamos que en la biblioteca hay una publicacién interna que no tiene niime-
ro ISBN. En ese caso habra un elemento del dominio que no estd relacionado con ningun
elemento del codominio y, aqui si, fallard la primera parte de la definicién de funcion.

En resumen, el hecho de que la regla de correspondencia (libro de la biblioteca +— Nuimero
ISBN) sea una funcién o no, depende mucho de qué conjunto de libros se consideren. La
“moraleja” (o mds correctamente, la enseflanza) de este ejemplo es que el que una regla
de correspondencia defina o no una funcién entre dos conjuntos depende fuertemente de la
eleccion de €stos, y no unicamente de la manera en que se relacionan sus elementos.

Hay reglas de correspondencia entre dos conjuntos que no definen una funcién (arriba vimos
un caso), porque fallan en alguna de las dos (o las dos) reglas enunciadas arriba. Otro ejemplo
se obtiene invirtiendo los papeles de dominio y codominio en el problema de la biblioteca.
En este caso, a cada ndmero ISBN se le asociaria el libro correspondiente. Sin embargo,
si hay dos o mas ejemplares de la misma obra, un nimero ISBN tendrd asociado mas de un
libro, lo que contraviene la segunda regla de la definicién de funcién. Incluso eliminando esta
posibilidad (es decir, suponiendo que no hay libros repetidos en el acervo de la biblioteca),
siempre serd posible encontrar un nimero ISBN al que no le corresponda ningun libro de la
biblioteca (de hecho, el sistema ISBN esta hecho para que a todos los libros que estan por
hacerse les corresponda algtin nimero —por lo menos en los proximos afios—).

Veamos ahora algunos ejemplos de funciones entre dos conjuntos numéricos:
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. Considera la funcién f : N — N que a cada numero natural lo relaciona con él mismo.

Esto es, f(x) = x. En este caso, f(1) = 1, f(7) = 7, f(32) = 32, etc. Observa que la
expresion f(1/2) no tiene sentido porque 1/2 no es un elemento de Dom(f) = N.

. Sea f:{1,3,5,7} — N la funcién que a cada nlimero del dominio le asocia ese nimero

multiplicado por cien. Asi, f(1) = 100, f(3) = 300, f(5) = 500, f(7) = 700. Observa
que no es posible calcular f(2) porque 2 ¢ Dom(f). Observa también que hay muchos
elementos de Cod(f) = N que no estan relacionados con ningun elemento del dominio,
por ejemplo 50, que no se puede ver como f(x) para ninguna x € Dom(f).

. La regla de correspondencia f(x) = x + 1 define una funcién f : R — R. A cada

numero real, esta funcion lo relaciona con el nimero real que resulta de sumarle uno.
Por ejemplo, f(5) =5+ 1 = 6, o sea que el 5 (del dominio) esté relacionado con el 6
(del codominio) y con ninguin otro nimero. En otras palabras, 6 es la imagen de 5 bajo

f.

. Consideremos ahora la funcién g : R — R con regla de correspondencia g(x) = x°.

Observa que, como en toda funcién, cada elemento del dominio es relacionado con
exactamente un elemento del codominio, puesto que al elevar al cuadrado un nimero
se obtiene un solo resultado. Sin embargo, distintos elementos del dominio estin rela-
cionados con el mismo elemento del codominio: g(—2) = g(2) = 4. Esto no impide que
g sea una funcion.

. Dado un conjunto A (no vacio), se puede construir una funcién muy sencillald : A —

A. Es la llamada funcion identidad, y su regla de correspondencia es Id(x) = x, es
decir, a cada elemento de A, la funcién identidad lo relaciona con si mismo. Aunque
de apariencia inocente, I serd de gran utilidad cuando estudiemos la composicién de
funciones. Un caso de particular interés serd la funcion Id : R — R dada por Id(x) = x,
que es la funcion identidad en el conjunto de niimeros reales R. Observa que la funcién
del ejemplo 1 es la funcién identidad cuando A = N.

. Seac : R — R con regla de correspondencia c(x) = 2. ;Qué significa esto? Que a

cualquier ndmero real, sin importar cudl sea, la funcion c le asocia el nimero 2. De
esta manera, c(—1) = 2, ¢(27) = 2, c¢(3/4) = 2, etc. A este tipo de funciones, que
toman el mismo valor independientemente del punto en el que se les evalde, se les
llama funciones constantes.

. Laraiz cuadrada de un nimero a se define como el tinico nimero positivo que al elevar-

lo al cuadrado da a. Con ayuda de esta operacion, se puede definir una nueva funcién
s(x) = +/x. ;Quién es Dom(s)? Para responder esta pregunta, recordemos que y> > 0
para cualquier y € R. Esto quiere decir que si y < 0 no existe un nimero real x tal que
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10.

11.

12.

X2 = y. Es decir, los nimeros negativos no tienen raiz cuadrada real. En otras palabras,
para los niimeros negativos, la regla de correspondencia de esta funcidn no tiene senti-
do. De aqui que Dom(s) consista de los nimeros reales positivos: Dom(s) = [0, c0). El
codominio de s es R: Cod(s) = R.

. f(x) = 1—x+x? define una funcién con una regla de correspondencia “mds complicada”

que los ejemplos anteriores. ;Como saber con quién esté relacionado un nimero dado
en el dominio? Simplemente hay que sustituir la x en la regla de correspondencia por
el nimero de nuestro interés, y hacer las operaciones correspondientes. En el caso de
x =3, setiene f(3) = 1 -3+3% = 1-3+9 = 7. Tanto el dominio como el codominio de
f son todos los nimeros reales; esto lo escribimos en simbolos de la siguiente manera:
f:R—>R.

. Sea f : [1,5] — R conregla de correspondencia f(x) = (x+1)%. Observa que Dom(f) =

[1, 5] aunque la regla de correspondencia tiene sentido para toda x € R. Esta restriccion
puede ser Unicamente tedrica o, en un problema de aplicacion, puede corresponder a
alguna cuestion préctica.

El inverso aditivo de un niimero a es el nimero —a, porque al sumar ambos se obtiene
cero: a + (—a) = 0. Sea Inv : R — R la funcién que a cada nimero real le asocia su
inverso aditivo. Asi, Inv(2) = -2, Inv(—4) = —(—4) = 4 y en general, Inv(x) = —x.

A las doce del dia, Daniel comienza a andar en bicicleta a una velocidad constante de
20 km/h. Recordando la ecuacion v = d/t, es posible relacionar cualquier instante pos-
terior a las 12 con la distancia que ha recorrido hasta ese momento. En otras palabras,
para cada ¢ > 0 (donde ¢+ = O corresponde a las 12:00) se tiene que la distancia (d)
depende del tiempo (7). De hecho, despejando d de la ecuacién anterior, se tiene d = vt.
Asi, por ejemplo después de una hora (es decir, cuando t = 1), d = 20(1) = 20. Si
t = 1.5 entonces d = 20(1.5) = 30. Esto nos define una funcién con dominio [0, c0),
codominio R y regla de correspondencia d(z) = 20z.

Si sabemos en qué momento Daniel bajard de la bicicleta o cambiard su velocidad,
podemos limitar el dominio justamente al intervalo donde la velocidad es constante.
Mientras tanto, dejamos que Dom(d) = [0, co) aunque es claro que, en términos practi-
cos, la regla sélo es vdlida para algunos valores positivos de ¢.

Algunas funciones tienen su regla de correspondencia definida por trozos. Sea

(x) = x+1 six<3
Y=Y —x+7 six>3

Para entender qué dice esta regla de correspondencia, hay que fijarse qué propiedad
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—de las que aparecen a la derecha— cumple una x dada. Por ejemplo: si x = —1 se
cumple la primera propiedad, x < 3, y entonces g(—1) = =1 + 1 = 0. Si, por otro lado
x =5, se cumple la otra propiedad, x > 3, de modo que g(5) = -5+7 = 2.

2.1.2. Dominio natural de una funcion

Aunque para definir una funcién se necesitan tres cosas (dominio, codominio y regla de
correspondencia), si no se especifica el dominio, es comun dar por hecho que consiste de
todos los nimeros para los que tenga sentido la regla de correspondencia, y que el codominio
es R (al menos en estos primeros cursos). Ya vimos antes ejemplos en los que el dominio de
una funcién no es todo R (ver casos 1, 2,7, 9, 11 en la lista anterior).

Al conjunto que consiste de todos los nimeros para los cuales la regla de correspondencia
tiene sentido se le llama dominio natural de la funcién. Asi, el dominio natural de f(x) = —
X

es R \ {0}, mientras que el dominio natural de s(x) = +/x es el intervalo [0, o) (dado que
ningun nimero negativo tiene raiz cuadrada real, como vimos antes).

Veamos un ejemplo mas:

(Cuadl es el dominio natural de la funcién con regla de correspondencia f(x) = m?
El meollo del asunto es saber qué valores puede tomar x. El problema que aparece en esta
funcién es que si x = —1 se tiene f(-1) = m y esta expresion no tiene sentido,
pues el denominador es cero (y nunca estd permitido dividir entre cero). Esto muestra que
—1 ¢ Dom(f). De manera similar, se puede mostrar que 2 ¢ Dom(f). Como ningin otro
valor de x hace que se anule el denominador, se debe tener que Dom(f) = R\ {-1,2}. Es
decir, Dom(f) consta de todos los nimeros reales excepto -1y 2.

1
+/x?
x—9

El primer término no pone ninguna restriccién en x; el segundo, nos dice que x — 9 # 0, o
bien que x # 9; el tercer término obliga a x > 0. Juntando las restricciones se tiene que
Dom(f) = [0, c0) \ {9}.

(Cual es el dominio natural de la funcidn con regla de correspondencia f(x) = x+
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2.1.3. Igualdad de funciones

Diremos que dos funciones f y g son iguales si se cumplen las siguientes condiciones:
1. Dom(f) = Dom(g)
2. f(x) = g(x) para toda x € Dom(f) = Dom(g).

Asi, para que dos funciones sean iguales no basta que tengan la misma regla de corresponden-

cia, deben tener también el mismo dominio. Por ejemplo, se podria pensar que las funciones

+ D(x+2
) =x+1ygkx) = % son iguales, cancelando la expresion x + 2 que aparece
X

en numerador y denominador de g(x). Sin embargo, no se da la igualdad entre funciones,
porque Dom(f) = R mientras que Dom(g) = R \ {-2}.

Es suficiente que la condicién 2 no se cumpla para alguna x para que las funciones no sean
iguales. Considera las funciones definidas por trozos mediante:

I six<0 I six<0
f(x)_{—l six>0 Y g(x)‘{—1 Six>0

Si x # 0 entonces f(x) = g(x). Pero f(0) = —1 y g(0) = 1. Esta tnica diferencia en la regla
de correspondencia hace que f y g no sean iguales.

Comparemos ahora las funciones f(x) = x*> + 1 y g(t) = £ + 1. Dado que no se hace ninguna
mencidn sobre los dominios, se consideran los dominios naturales: Dom(f) = Ry Dom(g) =
R. {Son iguales las reglas de correspondencia? Observa que la tnica diferencia es sobre la
letra que se usa para representarlas, pero ambas representan la misma operacion: elevar al
cubo y sumar 1 al resultado. Esto nos dice que las reglas de correspondencia de f y g si
son iguales. Otra manera de ver esto es evaluando ambas funciones en un nimero cualquiera
a: se tiene que f(a) = a® + 1, y que g(a) = a® + 1. Entonces f(a) = g(a) para cualquier
a € R; es decir, ambas funciones tienen la misma regla de correspondencia. Como ya se
habia observado que los dominios eran iguales, se concluye que las funciones son iguales.

2.1.4. Funcion valor absoluto y funcién mayor entero

Se estudiardn aqui dos funciones importantes: la funcién valor absoluto y la funcién mayor
entero. Con ayuda de éstas serd posible construir muchos ejemplos mas de funciones que
aparecerdn en el resto del texto, y que serdn de utilidad en cursos de Célculo.
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La funcién valor absoluto se denota por |x|. Su dominio y codominio son ambos R, y su
regla de correspondencia (expresada geométricamente) es como sigue: el valor absoluto de
un ndmero x es la distancia que lo separa del 0. Dado que las distancias son siempre positivas
(o cero) se tiene que |x| > O para cualquier x.

0 X

[

|x]

Figura 2.3: El valor absoluto de x

Otra forma de representar la regla de correspondencia de |x| estd dada por la expresion

=1 7% six<0
1 x six>0.

Este es un ejemplo mds de una regla de correspondencia definida por trozos. Dada una x
particular, se debe ver cudl de las propiedades de la derecha se cumple, y aplicar la regla
correspondiente. Por ejemplo, si x = 3, se tiene que x > 0, por lo cual usaremos la regla del
segundo renglén. De acuerdo a esto, se tiene que el valor absoluto de 3 es él mismo: |3| = 3.
Por el contrario, si x = —3, se tiene que usar la regla de correspondencia del primer renglon,
pues en este caso x < 0, de manera que el valor absoluto de —=3 es —(=3) = 3.

Observa que, en efecto, las dos reglas de correspondencia (la de la distancia y la dada en
forma de casos) coinciden para todas las x € R, de manera que definen la misma funcion.

Definamos ahora la funcién mayor entero. Dado un niimero real x, la funcién mayor entero
(denotada por [x]) le asocia el entero mas grande de todos los que son menores o iguales a x.

En forma geométrica esto se puede decir asi: dado un nimero x, la funcién mayor entero
lo relaciona con €l mismo en caso de que x sea entero; en caso de que x no sea entero, la
funcién mayor entero lo relaciona con el entero que esté inmediatamente a la izquierda de x
en la recta numérica.

Figura 2.4: El mayor entero de x
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Por ejemplo, si se quiere calcular [2.5], hay que considerar el elemento mas grande del con-
junto A = {n € Z|n < 2.5}. Como se observa, dicho elemento es 2, de manera que [2.5] = 2.
Si se quiere calcular [-2.5], habria que encontrar el entero mds grande de todos los que son
menores (o iguales) a —2.5. Una rdpida inspeccioén nos revela que este ndmero es —3. Asi,
[-2.5] = -3.

Esta regla de correspondencia define una funcién: en efecto, para cualquier x € R se pueden
seguir los pasos descritos arriba y encontrar el tinico nimero con el que x esta relacionado.
Como en alguno de los ejemplos anteriores, el hecho de que algunos ntimeros distintos tengan
el mismo mayor entero ([7r] = 3 = [3]), no dice que esta regla de correspondencia no defina
una funcion.

2.1.5. Mas ejemplos

Como tal vez hayas notado a partir de los ejemplos presentados hasta ahora, se pueden cons-
truir funciones nuevas usando funciones ya conocidas. En esta seccion se presentan algunos
ejemplos de este tipo y se calculan los dominios naturales (que muchas veces no serdn todo
R) de las funciones correspondientes. Esta seccion y sobre todo los ejercicios que aparecen
al final deben servir como un resumen de lo visto hasta el momento en este capitulo.

Como un primer caso, analicemos la funcién f(x) = [ vx]. ;Cudl es su dominio natural? Para
poder calcular /x es necesario que x > 0, como ya hemos visto. Por otro lado, no importa
como sea x, siempre le podremos calcular su mayor entero. En otras palabras, la tUnica
restriccion para x es x > 0. Esto quiere decir que el dominio natural de f es Dom(f) = [0, c0).

Nuesto segundo caso estd dado por la funcién g(x) = v/[x]. Observa que en este caso primero
se calcula el mayor entero de x y a lo que resulte se le extrae raiz cuadrada (es decir, el
orden de las operaciones es inverso al de la funcién f del ejemplo anterior). En un primer
momento no hay ninguna restriccion para x porque Dom([x]) = R. Sin embargo, hay que
tener cuidado con la raiz cuadrada. Para poder aplicarla, es necesario que [x] > O (puesto
que sélo los nimeros reales positivos tienen raiz cuadrada). Esto implica que x > 0, y asi
Dom(g) = [0, 00).

El tercer y ultimo ejemplo estd dado por A(x) = 1/|x + 2|. En un primer momento hay que
sumar 2 al nimero x. Esto se puede hacer para cualquier x € R. Después, hay que calcular el
valor absoluto de x + 2, operacién que también es posible hacer siempre, sin importar quién
sea este valor. Finalmente, hay que dividir 1 entre el nimero |x + 2|. Esto impone una restric-
cion: |x + 2| # 0. Que se cumpla esta condicion es equivalente a pedir que x + 2 # 0, lo cual
a su vez equivale a x # —2. En conclusion, Dom(k) = R \ {-2}.
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2.1.6. Ejercicios de la seccion

1.

10.

11.

Escribe la regla de correspondencia de la funcién p, con dominio N, que a cada nimero
lo relaciona con su doble.

Escribe la regla de correspondencia de la funcién ¢, con dominio N y codominio R,
que a cada numero lo relaciona con su tercera parte.

Escribe la regla de correspondencia de la funcién con dominio R que a cada ndmero lo
relaciona con el nimero que es tres unidades mas pequeiio que su doble.

(Existe una funcion g tal que g(1) = 2 y que g(1) = —1? Si si, da un ejemplo. Si no,
explica por qué.

. (Existe una funcioén 4 tal que A(1) = 5y h(10) = 5? Si si, da un ejemplo. Si no, explica

por qué.

. (Existe una funcion f tal que f(4) = % y f(4) = 37 Si si, da un ejemplo. Si no, explica

por qué.

(Existe una funcién f tal que f(2+7) =5y f(9) = 5? Si si, da un ejemplo. Si no,
explica por qué.

Encuentra una funcién f tal que f(1) = 3, f(5) = 11.
Encuentra una funcién g tal que g(0) = 1y g(1) = 0.

La regla de correspondencia f(x) = )lc define una funcién f : R\ {0} = R.
a) (Por qué 0 ¢ Dom(f)?
b) (Cudl es la imagen de 1/2 bajo f?
c) (Existe algin x € Dom(f) tal que f(x) = 1/3?
d) (Existe algiin x € Dom(f) tal que f(x) = 0?
Determina el dominio natural de las siguientes funciones:

a) f(x)=>10-x2+x) c) r(x)= Vvx-3

b) g(x) = Va2
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12.
13.
14.

15.
16.
17.

18.

19.

20.

21.

1 1
d)Mﬂz:E f) px)=x+—+ ——
g s(t)= N+ V-1
_ 1 1+ 1)
@“@_G:BGTE W 0 ==

Encuentra una funcién que tenga a (—oo, 0] por dominio natural.
Encuentra una funcién que tenga a R \ {—4} por dominio natural.

(Son iguales las funciones

-X six <2 —X six<?2
f(x)‘{ 3-8 six>2 Y g(x)‘{ 3x-8 six22
.Son iguales las funciones f(f) = (t + 1)> y g(t) = # + 2t + 1?
.Son iguales las funciones f(x) = 3x* + 2x — 1y g(t) = (3t* + 26> — 1)/1?

Encuentra dos funciones f'y g que tengan la misma regla de correspondencia pero no
sean iguales.

Encuentra dos funciones f y g que tengan el mismo dominio y misma regla de corres-
pondencia excepto para x = 7.

Encuentra dos funciones p y g con dominio R para las cuales p(x) = g(x) si x € (—o0, 0]
y p(x) # g(x) para x € (0, o).

Encuentra dos funciones p y ¢ para las que se cumpla p(2) # g(2) y p(x) = g(x) para
toda x € R\ {2}. (Sugerencia: utiliza funciones definidas por trozos).

Las siguientes funciones involucran a las funciones |x| y [x]. Evaltialas en los puntos
indicados:

a) f(x)=2xlenx=-7,-3/2,-1/3,2/4,10

b) r(x)=|x-3lenx=-1,-1/2,0,1/3,1,7/6

c) gx)=[x]-2enx=-n,—-1,0,n/4,7/2,5n

d) h(x) =[1 — x] donde x es un multiplo entero de 1/3 entre -2y 3
|t + 3

e) p(t) = ent=-13/2,-5,-4/3,-2,0,1/4,7/4,3



42

Capitulo 2. Funciones y sus graficas

22.

23.

24.

f) gx)=|x|+[x]enx=n/2conneNnN[-3,2]

g fx)= % enx=1,3/2,9/4,12,1000, 1000.1
X

1
Encuentra el dominio (natural) de f(x) = —.

|x]

Encuentra el dominio (natural) de g(x) = —.

[x]
En cada caso, evalda la funcién dada (de ser posible) en los puntos indicados. Si no

es posible evaluarla en alguno de ellos, explica por qué. Luego encuentra el dominio
natural de la funcion.

a) f(x)=[x]-x, x=—-1,m, 2.5%
b) g(x) =2lx|, x =-3,5,100
¢) h(x)y=1/|x+1], x=-1,0,1,5/4

d) po) =1/, x==3,-1,0,1/3,1/2
1
x-Dx+2) "

f) r(x)= vx-3, x=12,7,4,3,-1,-6
g) H :[2,00) —» Rdadapor H(x) = x>, x =0, 1,3,10/3.

h) f(x):{O sixeZ XZO,\/i,\/Z,@,\/E

e) qg(x) = =-2,-1,0,1,2, 7

1 six¢Z ’

— 1 <

2.2. Tabulacion y graficacion

Muchas veces la regla de correspondencia de una funcién no nos da una idea clara de su
comportamiento. La grafica de una funcién, siendo un objeto geométrico (y por lo tanto
visualizable), permite entender mejor algunos aspectos de ésta. Se puede pensar que la grafica
es como un retrato de la funcidn, que nos muestra algunas de sus caracteristicas principales
y sus similitudes o diferencias con otras.
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2.2.1. Graficacion

La pregunta entonces es, ;cOmo a partir de dominio, codominio y regla de correspondencia
podemos construir un dibujo de la funciéon? La respuesta esta en el plano cartesiano: identifi-
camos el dominio con el eje x (o parte de él) y el codominio con el eje y (o parte de €l). La
regla de correspondencia, al indicarnos qué elemento del dominio esta relacionado con qué
objeto del codominio, nos dice qué puntos pertenecen a la grafica: los de la forma (a, f(a)).

) P — . (a,f(a))

Figura 2.5: Un punto de la grifica de f

Desde un punto de vista formal, la grifica de una funcién f consiste del conjunto de puntos

{(x,y) € Dom(f) x Cod(f)ly = f(x)}.

Veamos algunos ejemplos que ilustren estas ideas:

Considera la funcién f(x) = x + 1. Algunos puntos de la grafica son: (0, 1), (1,2), (2,3),
(=1,0). ;Como se obtuvieron estos puntos? ;Como se sabe que efectivamente estan en la
grifica de la funcién? Para encontrar puntos de la gréifica de una funcién, hay que darle a x
varios valores en Dom(f) y posteriormente encontrar sus correspondientes imégenes. En el
caso anterior, si x = 0, entonces f(x) = f(0) =0+ 1 = 1, de donde (0, 1) es un punto en la
grifica de f. De manera similar se pueden obtener los otros puntos mencionados. Al graficar
estos puntos, nos damos una idea de como se comporta la funcién:
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Figura 2.6: Algunos puntos en la grificade f(x) = x+ 1

Debe ser claro que los puntos mencionados arriba no son los tnicos en la gréfica de f, fi-
nalmente hay uno (jexactamente uno!) para cada valor de x € Dom(f) = R. Esto significa,
entre otras cosas, que para cualquier a € R, se debe tener un Unico punto en la grafica con
primera coordenada a. Geométricamente, esto quiere decir que para cualquier a € R, la recta
x = a debe cortar a la grifica en exactamente un punto (si no la cortara, querria decir que a
no estaria relacionado con nadie en Cod(f); si la cortara mas de una vez, tendriamos que a
estaria relacionado con mds de un elemento de Cod(f)). Nuestro dibujo de arriba no cumple
esta propiedad, porque no hemos dibujado todos los puntos de la grafica. Si lo hiciéramos,
obtendriamos algo similar a esto:
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f(x)=x+1

Figura 2.7: La graficade f(x) = x+ 1

Como se puede ver, aqui si se cumple la regla enunciada: cualquier recta vertical (de la forma
x = a) corta a la grafica exactamente una vez.

Analicemos la gréfica de g(x) = —x? Observa que en este caso, Dom(f) = R, de manera que x

puede tomar cualquier valor real. Para fijar ideas, démosle a x los valores -5, -4, -1, 0, 2, 3, 10.
Al calcular las imédgenes de estos puntos bajo f, obtenemos, respectivamente, —25, —16, —1,

0, =4, -9, —100. Al graficar estos puntos en el plano, obtenemos algo asi:

Figura 2.8: Algunos puntos en la grifica de g(x) = —x?

Al igual que en el ejemplo anterior, estos puntos no son todos los de la gréfica de g, pero si
graficamos muchos de ellos tendremos algo asi:
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Figura 2.9: Gréfica de g(x) = —x?

Observa que, conforme x toma valores mas grandes, el valor de g(x) disminuye, al contrario
de lo que pasaba en el ejemplo anterior. Esto es lo que hace que la grafica de g vaya de
“bajada”, para x mayores a cero.

En la seccién 2.1.3, sobre igualdad de funciones, observamos que f(x) = x+ 1y g(x) =

1 2
er Dlx+2) no son iguales pese a que f(x) = g(x) para cualquier x # —2, porque Dom(f) =

R mi)ér-:_tras que Dom(g) = R\ {-2}. ;Como se refleja esta diferencia en las respectivas grafi-
cas? Por un lado, para cualquier a # —2, los puntos (a, f(a)) y (a, g(a)) son iguales, porque
[y g coinciden para esos valores de a. Sin embargo el punto (-2, —1) pertenece a la grafica
de f, porque f(-2) = —1, pero (-2, —1) no es parte de la grifica de g, porque —2 ¢ Dom(g).
En otras palabras, la recta vertical x = —2 corta a la grafica de f pero no a la de g. Asi, las
gréficas se diferencian en un solo punto, como se muestra a continuacion:
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f@)=x+1 glx)=H02)

Figura 2.10: f'y g son dos funciones distintas

x+3 sixe[-3,1]

4 sixe(1,5]
que la regla de correspondencia est4 definida por trozos, conviene analizar cada uno de ellos
por separado. Para el primero, consideremos los valores —3,—-2.5, -2, —1, mientras que para
el segundo usaremos los valores enteros 2, 3,4, 5. Al encontrar las imagenes de estos puntos
bajo f, y graficarlos, se obtiene lo siguiente:

Consideremos la funcién f(x) = como un cuarto ejemplo. Dado

S

Figura 2.11: Gréafica de f

La parte de la grafica de f que corresponde a x < 1 corresponde a una recta ascendente,
mientras que los valores correspondientes a x > 4 definen una recta horizontal. Este cambio
en la regla de correspondencia es lo que forma el “pico” de la grafica en el punto (1,4).
Observa que Dom(f) = [-3, 5]. Esto quiere decir que la grifica de f quedara comprendida
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entre las rectas verticales x = =3 y x = 5. Ademas, si a € Dom(f) = [-3,5], entonces
cualquier recta (vertical) de la forma x = a cortard a la grifica de f exactamente una vez.

El siguiente ejemplo muestra que la grafica de una funcion no tiene por qué consistir de un
solo trazo sobre el papel. Sea

1 six<0

f(x):{—l six>0

Si x < 0 entonces f(x) = 1, de manera que todos los puntos de la forma (x, 1) con x < 0 son
parte de la gréfica de f (esto incluye a puntos de la forma (-0.5,1), (0.1, 1), (-=1/100, 1),
etc.). De manera analoga, si x > 0 entonces f(x) = —1, y por lo tanto todos los puntos de la
forma (x,—1) con x > 0 son parte de la grifica de f (incluyendo puntos del tipo (0.2, —1),
(1/73,-1), (0.001, -1), etc).

Como consecuencia de estas observaciones se tiene que la grifica de f luce asi:

Figura 2.12: Grafica de f(x)

Si la grafica de una funcién consta de varios trazos, diremos que la funcién es discontinua en
los puntos x donde la grafica esta “rota”. En el caso anterior, f es discontinua en x = 0. Por el
contrario, si la grafica de una funcion se puede dibujar en un solo trazo (sin despegar el 1apiz

del papel), diremos que la funcién es continua.
De estos ejemplos podemos sacar varias cosas en claro:

1. Sia € Dom(f), la recta vertical que corta al eje x en el punto (a, 0), corta a la grafica
de f exactamente una vez: en el punto con coordenadas (a, f(a).
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2. Sia ¢ Dom(f), la recta vertical que corta al eje x en el punto (a, 0) no corta a la grafica
de f en ningun punto.

3. Si dos funciones no son iguales, sus graficas seran distintas en al menos un punto.

2.2.2. Tabulacion

Como vimos antes, para poder graficar una funcién es necesario evaluarla en varios puntos
de su dominio. Una forma de hacer esta tarea de forma mas sistemadtica es por medio de una
tabla de dos columnas: en la izquierda pondremos los valores de la variable y en la derecha
los valores de la funcién evaluada en el valor correspondiente de la izquierda. Por ejemplo, si
f(x) =2x — 1y queremos conocer el valor de f para x = —1,0, 1.5, 2,4, basta con realizar la
siguiente tabla:

x| f)
-1 -3
0 -1
1.5 2
2| 5
41 7

Observa que al juntar los dos nimeros que aparecen en un renglon de la tabla, se obtiene
un punto que pertenece a la grafica de la funcidén. En el caso anterior, se tiene que (-1, =3),
(0,-1), (1.5,2), (2,5) y (4,7) son puntos en la grifica de f(x). Esto se debe al hecho de
que finalmente, los puntos asi construidos tienen la forma (x, f(x)), que son precisamente los
puntos que forman la grafica de f.

Esta manera de construir puntos de la grafica de f no es nueva, es de hecho la misma que se
vio en la subseccion 2.2.1. La tnica novedad aqui es la tabla de dos columnas que permite
luego hacer una lista con puntos de la grifica de f.

Se requiere de cierta practica saber cudles y cudntos puntos se necesita tabular para tener
una grafica fiel de una funcién. Por ejemplo, si en el caso de f(x) = |x| se le dan a x sélo
valores negativos, pareceria que la gréifica de f coincide con la de h(x) = —x, lo cual es falso.
Un caso particularmente engafioso es el de g(x) = [x]: si le damos a x unicamente valores
enteros, pareceria que g(x) = x, lo cual es falso.

Una regla basica es que si la funcion estd definida por trozos habré que tabular valores corres-
pondientes a cada uno de los pedazos que definen la regla de correspondencia. Por ejemplo,
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para tabular (y graficar) la funcion

X+1 six<0
—x2+1 six>0

|

hay que considerar valores positivos y negativos de x, para poder reflejar el comportamiento
tanto de x*> + 1 como el de —x? + 1. Con este fin, hacemos la tabla siguiente:

x| f(x)
-2 5
-1 2

0 1

1 0

2| -3

3| -8

Al graficar f de acuerdo a esta tabla se obtiene lo siguiente:
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Figura 2.13: Grafica de f(x)

2.2.3. Graficas de |x| y [x]

Tabulemos ahora algunas de las funciones vistas en las secciones anteriores, para después
graficarlas.

Grafica de |x]|

-x six<0
x six>0"
tiene que incluir tanto nlimeros positivos como negativos, para hacer uso de las dos reglas de
correspondencia que definen a |x]|.

Partiendo de la definicién de |x| = { es natural pensar que en la tabulacion se

Es un ejercicio para el lector completar la siguiente tabla y, con su ayuda, graficar la funcién



52 Capitulo 2. Funciones y sus graficas

J(x) = Ixl.

x| I«

Grafica de g(x) = [x]

Dado que g se comporta de manera distinta en Z que en los nimeros no enteros, es crucial
que al momento de tabular se incluyan ambos tipos de nimeros (enteros y no enteros). En un
primer momento, nos concentraremos en la grafica de g para x € [0, 1). Con este fin, completa
la siguiente tabla y haz una grafica de g para x € [0, 1].

x| gx)

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

Observa que g(1) = 1, aunque g(x) = 0 para cualquier x € [0, 1).
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Figura 2.14: Grafica de g(x) = [x] para x € [0, 1]

En los ejercicios se construye el resto de la grafica de la funcion mayor entero.

2.2.4. Ejercicios de la seccion

1. Grafica las siguientes funciones:

a) f()=5 ) gx)=Tx+2
b) f(x)=—x g) h(x) =10x+2
c) f(x)=—x+1 h) gx)=x*+1
d) j(x)=2x+1 i) g(x)=x°

e) f(x)=5x+2 7 s(x) = x*

2. Tabulay grafica las siguientes funciones. Si estan definidas por pedazos, presta especial
atencion a los puntos donde cambia la regla de correspondencia.

a) f(x)=m.

b) g(x) = mx.

¢) p(x) =x*-2x.
d) h(x) = x

(Sugerencia: ;Quién es Dom(h)?)
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e) j(x) = V=x
(;Como tiene que ser x para que —x sea positivo?)

—x? six<0

nan={ 5 550

2 sit< -1
g) r(t) = t si—1<t<?2
t+1 sit>2
—t sit<0
h) f(H)y=3 2t+1 si0<t<?2

—x+7 sit>2
(Observa que Dom(f) # R.)

(x+1)2?+1 six<-1
i) gx) = 0 si—1/2<x<1/2
—(x-1%-1 six>1

(¢;Quién es Dom(g)?)
. C (x+22-1 six# -2
) p(X)—{ g Giy=2

3. Resuelve los siguientes incisos para terminar de graficar la funcién g(x) = [x].

a) Haz una tabla y analisis semejantes a los anteriores para x € [1, 2] para hacer la
grafica de g(x) = [x] para x € [0,2]. Recuerda que, segin la regla que vimos
antes, cualquier recta vertical (para x € [0, 2]) debe cortar exactamente una vez a
la grafica de g.

b) Repite el inciso anterior para x € [—1,0].
c) Con base en lo visto hasta ahora, dibuja la grifica de g(x) = [x] (para toda x € R).

4. Tabula y grafica las siguientes funciones. Antes de lanzarte a tabular, trata de averiguar
qué valores hay que darle a la variable para obtener puntos “representativos” de la

grafica.
a) f(x) =lx-10| d) p(x) =|x—-1]+2
1
b) g(x) = 124 €40 =7

1 sixeZ

c) h(X)=[§] h ”(x):{o six¢Z
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1
2) s(t) = t+% h) w() = [1] + 5

5. ¢Son iguales las funciones s y w del problema anterior?

2.3. Mover una grafica

En esta seccion estudiaremos con mds detalle la relacién que existe entre una funcién y su
grafica. La idea central es descubrir como ciertas modificaciones algebraicas a la regla de
correspondencia afectan geométricamente a la grafica. Veremos esto por medio de ejemplos
para posteriormente hacer generalizaciones.

Como primer ejemplo, observemos las tablas de las funciones f(x) = x> y g(x) = x> + 1, que
tienen los mismos valores para x.

x| f(x) x | 8(x)
=31 9 3 10
-2 4 -2 5
1] 1 1| 2

0| 0 0| 1

1] 1 1] 2

2| 4 215

30 9 31 10

Observa que, en cada caso, las entradas en la columna g(x) son mayores en una unidad que
la entrada correspondiente en la columna f(x). Esto no es casualidad, sino consecuencia del
“+1” que aparece en la regla de correspondencia de g. De hecho, dado que f(x) = x*y
g(x) = x> + 1, se puede escribir g(x) = f(x) + 1. Es decir, para cualquier x (no sélo los que
aparecen en las tablas de arriba) se tiene que g(x) es 1 més que f(x).

Si se trazan las graficas de 'y g en el mismo plano cartesiano, se obtiene lo siguiente:
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g(x)=x2+1

Fo=x2

Figura 2.15: Desplazamiento vertical (1)

Observa que, en todo momento, la grafica de g(x) = x> + 1 se mantiene una unidad arriba de
la de f(x) = x2. Si en el dibujo parece que se juntan las graficas es porque la mente no toma
la distancia vertical, sino hacia el punto mas cercano de la otra curva.

Comparemos ahora las funciones f(x) = |[x| — 1 y g(x) = |x| + 4. Sus tablas guardan cierta
similitud:

x| f) x| 8)
-3 2 -3 7
-2 1 -2 6
-11 0 -1 5

0] -1 0] 4

1] 0 1] 5

21 1 21 6

31 2 31 7

Al igual que en el ejemplo anterior, las columnas de la derecha de ambas tablas guardan una
relacion entre ellas: las entradas de la de g son cinco unidades mayores que las de f. ;Cual
es el origen de esa diferencia? Calculando g(x) — f(x) = (|x| + 4) — (|x] = 1) = 5 se obtiene
una respuesta.
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Esto se refleja en una similitud entre las graficas, como se observa a continuacion:

g()=|x+4

\ T /f(x):lxl—l

Figura 2.16: Desplazamiento vertical (2)

Esto tal vez no sea una gran sorpresa, puesto que, a semejanza de lo que pasaba en el ejemplo
anterior, g(x) = f(x) + 5.

Generalizando lo visto en los dos ejemplos anteriores, se puede decir que si las reglas de
correspondencia de dos funciones son iguales excepto por una constante positiva (es decir, si
g(x) = f(x) = k > 0, o bien g(x) = f(x) + k), entonces la grafica de g estard k unidades por
arriba de la gréfica de f; en otras palabras, la grafica de g serd un desplazamiento vertical por
k unidades de la grafica de f.

g)=f(x0)+k

)

Figura 2.17: Desplazamiento vertical de k unidades

Informalmente, se dice que al sumar una constante positiva k a una funcion, la grafica “sube”
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k unidades.

Definicion 10. Si una gréfica es el resultado de “subir” o “bajar” la grafica de otra funcion,
diremos que ambas gréficas son “paralelas”.

Ahora compararemos funciones que guardan entre si una semejanza tal vez menos evidente
que las estudiadas antes. Como un primer caso, comparemos f(x) = |x| y g(x) = |x + 1].
Estas funciones no difieren por una constante (ya que |x + 1| # |[x| + 1), de manera que no
se puede concluir que sus graficas sean paralelas. Tabulando y graficando obtenemos alguna
informacién sobre la manera en que ese “+1” dentro del valor absoluto modifica la grafica de

f.

x| fx) x | 8(x)
-3 3 -3 2
21 2 -2 1
-1 1 -1 0

0| O 0] 1

1 1 1| 2

21 2 21 3

31 3 3] 4

(Cual es la similitud entre ambas tablas? Observa que en la columna derecha de la tabla de
g aparecen los mismos valores que en la de f, pero recorridos un lugar hacia arriba (por
ejemplo, el 2 del segundo renglén de f aparece en el primer renglén de g, el 1 del tercer
renglén de f aparece en el segundo renglén de g, etc.).

Las graficas correspondientes se ven asi:

g()=[x+1]|
F0)=Ix

Figura 2.18: Desplazamiento horizontal (1)
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Observa que la grafica de g es un desplazamiento hacia la izquierda de la grafica de f por una
unidad. Analicemos las tablas de f y g para entender por qué ese corrimiento en las columnas
se refleja en un desplazamiento horizontal hacia la izquierda en la gréafica.

Para que f(x) = 0, se debe de tener x = 0; por otro lado, para que g(x) = 0, se debe de tener
x+ 1 =0, es decir, x = —1. Para que f(x) = 1, se debe tener x = —1 0 x = 1; por otro lado,
para que g(x) = 1, se debe de tener x = —2 0 x = 0. O sea que la grafica de g alcanza los
mismos valores que la de f una unidad antes que f misma. Esto es otra manera de decir que
los valores de f aparecen también en la tabla de g, pero un renglon hacia arriba. Esto significa
que la grafica de g sucede “antes” que la de f. ;Cudnto antes? Una unidad.

Este tipo de operacion se entenderd completamente cuando estudiemos la composicién de
funciones. Sin embargo es posible, desde este momento, analizar otros casos similares:

1 1
Veamos el caso de p(x) = —y g(x) = 3 Al igual que antes, quisiéramos averiguar cudl
X X

es el efecto de ese “—3” en el denominador de g(x) sobre la grifica. Antes que nada, nétese
que Dom(p) = R\ {0}, mientras que Dom(g) = R\ {3}. Al hacer las tablas correspondientes,
observamos que la columna de g(x) tiene los mismos valores que la de p(x) pero recorrida
tres renglones hacia abajo:

x| p(x) x| q(x)
4| -1/4 —4 | —1/7
3| -1/3 3| -1/6
2| -1/2 2| -1/5
1| -1 1| -1/4
0| - 0/|-1/3
1] 1 1] -1/2
21 1/2 20 -1
31 1/3 3| -
41 1/4 41 1

Repitiendo la idea del ejemplo anterior, esto muestra que el valor de p en un nimero a, g
lo alcanza en el nimero a + 3. Por ejemplo, p(2) = 1/2, mientras que g(2 + 3) = g(5) =
1/(5 —3) = 1/2. Un poco mads en general: g(a + 3) = 1/((a+ 3) — 3) = 1/a = p(a). Una vez
mas, en palabras, tenemos que lo que vale p en a es lo mismo que vale g en a + 3. Esto quiere
decir, a nivel de las graficas, que la de g se encuentra recorrida tres unidades a la derecha con
respecto a la de p, como se aprecia en el siguiente dibujo:
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(0)=1/x q(x)=1/(x-3)

Figura 2.19: Desplazamiento horizontal (2)

Ahora bien, cudl es precisamente la relacion entre f(x) = |x| y g(x) = |x + 1|? ;O entre
p(x) = 1/xy q(x) = 1/(x — 3)? Nota que si se evalda f(x) en x + 1, se obtiene g(x): f(x +
1) = |x + 1| = g(x). De manera similar, al evaluar p(x) en el punto x — 3 se obtiene g(x):
p(x —3) = 1/(x — 3) = g(x). Esta observacion, junto con el andlisis previo, nos permite
resumir nuestros ultimos avances en el siguiente parrafo:

Si dos funciones f(x) y g(x) cumplen la igualdad f(x — h) = g(x) para algtin nimero & € R,
entonces la grafica de g(x) es un desplazamiento hacia la derecha de la de f(x), si h > 0. Si,
por el contrario, & < 0, entonces la grifica de g(x) serd un desplazamiento hacia la izquierda
de lade f(x).



2.3. Mover una grafica 61

h(x)=f(x+4) T f(x) g)=f(x=3)

Figura 2.20: Desplazamiento horizontal (3)

2.3.1. Ejercicios de la seccion

1. ;Son paralelas las grificas de f(x) = —x*+3y g(x) = —x>+1? Observa que g(x)— f(x) =
-2<0.

2. (Son paralelas las gréficas de f(x) = V]x|y g(x) = V]x]|—4? Observa que g(x) — f(x) =
-4 <0.

3. Basdndote en los ejercicios anteriores, di como se relacionan las graficas de g(x) =
Jf(x) + k si k es una constante negativa.

4. Describe como se modifica la grafica de una funcién al sumar a su regla de correspon-
dencia una constante negativa k < 0.

5. Esboza, en el mismo plano cartesiano, las grificas de f(x) = 3x + 1, g(x) = 3x + 2,
h(x) =3x+ 35, p(x) =3x+ 10y g(x) = 3x — 15. La idea no es que hagas las tablas de
las cinco funciones.

6. Encuentra una funcién f(x) cuya grafica sea paralela a la de g(x) = |2x| + 1 y que pase
por el punto (2, 17).

7. Encuentra una funcién f(x) cuya grifica sea paralela a la de g(x) = x> — x — 1 y que
pase por el punto (0, 7).

8. (Son paralelas las grificas de las funciones f(x) = (x + 1)* y g(x) = x*> + 2x? La idea

es que puedas responder la pregunta antes de trazar las gréficas.
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9. (Son paralelas las graficas de f(x) = xy de g(x) =7 — x?
10. Encuentra la regla de correspondencia de una funcidn cuya gréfica sea como la del di-
bujo:
-+ e—o0
+ e—o0
-+ e—o
*+—O
11. Las ideas de esta seccidon también son vdlidas para funciones definidas por pedazos:
observa que las funciones
-x six<0 -x+1 six<0
f(x)‘{ 2x six>0 7 g(x)‘{ 241 six>0
son tales que g(x) — f(x) = 1. Graficalas y comprueba que sus gréificas son paralelas.
12. Aunque una funcién sea discontinua, es posible desplazar verticalmente su grafica.
Encuentra una funcién f(x) cuya grafica sea paralela a la grafica de
(x) = +1 six<-1
g = x six>—1
13. ;Coémo deberia de ser la regla de correspondencia de una funcién A(x) para que fuera
un corrimiento horizontal de la grafica de f(x) = x* dos unidades hacia la izquierda?
14. Encuentra dominio, gréifica y regla de correspondencia de la funciéon que resulta de

desplazar siete unidades a la izquierda a la funcién f(x) = /x.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Encuentra gréifica y regla de correspondencia de una funcién que sea un desplazamiento
de f(x) = x* y que pase por el punto (18, 0).

Encuentra la regla de correspondencia de la funcion que resulta de desplazar media
unidad a la derecha la grafica de la funcién f(x) = [x].

Considera la funcién f(x) = x*. Despldzala hacia la derecha de manera que pase por
el punto (10, 4). ;Cudl es la regla de correspondencia de la nueva funcién? (Nota: hay
dos soluciones. Traza la grafica de f para ver por qué.)

Encuentra gréfica y regla de correspondencia de una funcién que sea un desplazamiento
horizontal de g(x) = |x + 12| de manera que pase por el origen.

En este ejercicio analizamos la relacion que existe entre los desplazamientos horizon-
tales y los desplazamientos verticales de una funcion cuya grafica es una recta.

a) Grafica la funcién f(x) = 2x.

b) Encuentra la regla de correspondencia de la funcion que resulta de desplazar f(x)
dos unidades hacia arriba.

¢) Encuentra la regla de correspondencia de la funcién que resulta de desplazar f(x)
una unidad hacia la izquierda.

d) (Observas alguna similitud entre las reglas de correspondencia de las funciones
de los dos incisos anteriores? Explica geométricamente.

Considera la funcion f(x) = 3x+ 1. Encuentra la regla de correspondencia de la funcién
que resulta de desplazar su grafica cuatro unidades hacia la derecha. ;Es posible ver
esta nueva funcién g(x) como un desplazamiento vertical de f(x)? En caso de que tu
respuesta sea afirmativa, ;cuanto es este desplazamiento?

Describe la grafica de g(x) = |x + 1| — 2 a partir de desplazamientos verticales y hori-
zontales de la funcién f(x) = |x|.

Considera la funcién

—x* six<0

f(x):{ 2

X six>0 °

Encuentra gréfica y regla de correspondencia de la funcién que resulta de desplazarla
tres unidades hacia abajo y diez unidades a la derecha.

Grafica la funcién g(x) = 10x2. ;(Es un desplazamiento (horizontal o vertical) de la
funcién f(x) = x*?
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2.4. Otras caracteristicas importantes de una funcion

En esta seccién analizamos varios aspectos de una funcién que nos ayudardn a conocerla
mejor: los intervalos donde es creciente o decreciente, y sus simetrias. La primera nos da
informacion sobre cudndo la gréfica es “ascendente” o “descendente”, en un sentido que se
expresa precisamente en el texto. La segunda, nos da condiciones sencillas de verificar para
saber si la grafica de una funcion es simétrica con respecto al eje y o si es simétrica con
respecto al origen. En muchos casos, el tener esta informacién sobre una funcidén nos serd
una herramienta muy util para poder escoger valores adecuados para x al momento de tabular
o incluso para esbozar la grafica sin necesidad de tabular la funcién.

2.4.1. Funciones crecientes y funciones decrecientes

La grifica de f(x) = x° nos parece que va de “subida” mientras que la grifica de g(x) = —x'/3

nos parece que va de bajada:

f(x)=x

g)=—x!/3

Figura 2.21: f “sube” y g “baja”

También hay funciones que suben en ciertos intervalos y bajan en otros, como:
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Figura 2.22: f(x) = sen(x) “sube” en ciertos intervalos y “baja” en otros

En esta seccion estudiaremos estas ideas geométricas a detalle, relaciondndolas con propie-
dades de la regla de correspondencia de la funcion.

Definicion 11. Sean A, B C R. Se dice que una funcién f : A — B es creciente si para
cualesquiera a,b € A con a < b se tiene que f(a) < f(b). Si f(a) < f(b) se dice que f es
estrictamente creciente.

Observa que la definicién anterior no involucra para nada la grafica de f. Sin embargo, el que
una funcién sea creciente se refleja en su gréfica: si a < b entonces a aparece a la izquierda de
beneleje x,ysi f(a) < f(b) entonces f(a) aparece abajo de f(b) enel eje y. Estole daala
gréifica de f la forma que uno esperaria de una funcion creciente, como lo ilustra la siguiente
figura.
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I

fa A

Figura 2.23: Una funcion creciente

Definicion 12. Sea A C R. Se dice que una funcién f : A — B es decreciente si para
cualesquiera a,b € A con a < b se tiene que f(a) > f(b). Si f(a) > f(b) se dice que f es
estrictamente decreciente.

Al igual que en la definicion de funcién creciente, aqui no aparece involucrada la gréfica de
f, pero un andlisis similar al anterior muestra que en la grifica de f los puntos (a, f(a)) y
(b, f(b)) deben aparecer en estas posiciones relativas, de manera que la grafica es como la de
la figura.
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- fl@)

.

Figura 2.24: Una funcién decreciente

Mis que memorizar la definicién de funcidn creciente (o decreciente), se trata aqui de obser-
var la relacion entre una definicion que involucra unicamente desigualdades y la grafica de
una funcion. Esta relacion entre el aspecto algebraico de las funciones y su aspecto geométri-
co es, de alguna manera, el objeto de estudio de todo el libro.

Veamos algunos ejemplos que ilustren estas definiciones:

La funcién f(x) = 2x + 1 es estrictamente creciente, puesto que si a < b entonces 2a < 2b'y
2a+ 1 < 2b + 1, de forma que f(a) < f(b). Su grafica es la siguiente:
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Figura 2.25: Graficade f(x) =2x+ 1

La funcién constante g(x) = 3 es creciente y decreciente (aunque no estrictamente).

Un ejemplo mas interesante nos lo da la funcién mayor entero, cuya gréafica ya conocemos.
En este caso, si a < b se puede tener [a] = [b] o [a] < [b] (ver ejercicios 1 y 2). Es decir,
a < b implica [a] < [b]. Esto muestra que esta funcion es creciente pero no estrictamente
creciente.

Algunas funciones combinan “subidas” y “bajadas” en su gréfica, de manera que no son
ni crecientes ni decrecientes. Sin embargo, en la mayoria de los casos se puede hablar de in-
tervalos donde son crecientes e intervalos donde son decrecientes. Esto da lugar a la siguiente

Definicion 13. Se dice que una funcion f : A — R es creciente en [p, q] si para cualesquiera
a,b € [p,q] se tiene f(a) < f(b). Si f(a) < f(b) entonces se dice que f es estrictamente
creciente en [p, q].

En la siguiente lista de ejercicios se te pedira redactar una definicion similar a la anterior para
una funcién decreciente o estrictamente decreciente en [p, gq].

Como un primer ejemplo, analicemos la funcién f(x) = —x2.
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Figura 2.26: Gréfica de f(x) = —x°

A partir de la grafica, uno piensa que f es creciente en (—o0,0] y decreciente en [0, 00).
Para comprobar esto segun la definicion, tomemos a, b € (—o0,0], con a < b. Multiplicando
ambos lados de la desigualdad por a, se tiene a®> > ab (recuerda que a < 0). Pero también
se tiene ab > b* (multiplicando a < b por b < 0); de donde se concluye que a®> > b* y por
lo tanto —a? < —b?, es decir, f(a) < f(b). Esto muestra que f es creciente en (—oo,0]. Un
procedimiento similar muestra que, para a,b € [0,00),a < b = f(a) > f(b), lo que muestra
que f es decreciente en ese intervalo.

En este caso se conoce de antemano la grifica de f, y de ahi se ve claramente cudles son
los intervalos donde f es creciente y donde f es decreciente. En algunos casos (como el
siguiente) la informacion sobre los intervalos de crecimiento o decrecimiento de la funciéon
nos ayudan a trazar su gréfica.

Sea f(x) = x — [x]. Veremos que f es creciente en los intervalos [0, 1), [1,2), [2,3), ...
Supongamos entonces que a,b € [1,2), con a < b. Entonces [a] = [b] = 1, de modo que
a — [a] < b —[b]; es decir, f(a) < f(b). El mismo argumento sirve para los otros intervalos
de la lista.

Nota que f no es creciente en el intervalo cerrado [1,2] puesto que 3/2 < 2 pero f(3/2) =
1/2, mientras que f(2) = 1.

Esta informacion ayuda a graficar f, pues ya se sabe que es creciente en los intervalos de la
forma [0, 1), [1,2), [2,3), ... pero no en los intervalos cerrados correspondientes.
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De hecho, f tiene una propiedad més: f(¢) = f(t+ 1) para cualquier € R. Esto es consecuen-
ciadeque [t+1] =[]+ 1, puestoque f(t+1) =t+1-[t+1] =t+1-([t]+1) =1t—[t] = f(0).
Geométricamente, esto significa que la gréfica de f se repite en cada uno de los intervalos
[0, 1), [1,2), [2,3), ...

Después de todo este andlisis, se puede ver que la grafica de f es como sigue:

Figura 2.27: Gréfica de f(x) = x — [x]

La clave del dltimo ejemplo es que primero calculamos los intervalos donde f era creciente
y a partir de eso pudimos trazar su grafica. Es decir, conocer los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de una funcion, es una herramienta util para graficarla.

2.4.2. Funciones pares y funciones impares

Las nociones de funcion par 'y funcion impar seran de gran ayuda al momento de graficar
algunos ejemplos. Al igual que en el caso de las funciones crecientes y decrecientes, aparecen
aqui también un enfoque geométrico y uno algebraico. Una vez mads, es la relacion entre
ambos enfoques lo que los hace tan utiles.

Definicion 14. Se dice que la funcion f es par si para toda x € Dom(f), se tiene que f(x) =
f(=x).

Nota 1. La definicion de funcién par implicitamente asume que si x € Dom(f) entonces
—x € Dom(f) (puesto que si no la expresion f(—x) no tendria sentido). Esto es, para que una
funcién f sea par, se necesita que Dom(f) C R sea simétrico con respecto al origen de la
recta real.

Nota 2. Obsérvese que la definicién de funcién par pide que f(x) = f(—x) para toda x €
Dom(f). Esto es, no basta tomar dos o tres elementos de Dom( f) y verificar que para ellos se
cumple la igualdad de arriba. Dado que es una igualdad que se debe cumplir (en la mayoria
de los casos) para una infinidad de x, es necesario comprobar esto tomando un elemento
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arbitrario de Dom(f) y no uno particular. Por el contrario, para probar que una funcién no es
par, bastard exhibir una x € Dom(f) tal que f(x) # f(—x).

Ejemplo:

Verifiquemos que la funcién f(x) = x* es par. Para esto, tomemos x € R y calculemos
f(=x) = (—x)*. Usando las leyes de los signos se ve que esta tltima expresion es igual a
f(x) = x*. Asi, f(x) = f(=x) y por lo tanto f es una funcién par.

Otro ejemplo:

Verifiquemos que la funcién f(x) = x’ no es par. Dado que la definicion pide que cierta
igualdad se cumpla para toda x € Dom(f), bastard ver que esa igualdad no es cierta para
algtn valor de x para mostrar que no se cumple. Con esto en mente, observemos que f(1) = 1
y f(—=1) = —1. Dado que f(1) # f(—1), se concluye que f no es una funcién par.

3

Un ejemplo mas (ver nota 1):

La funcién f : [-3,5) — R dada por f(x) = |x| no es par, ya que es posible evaluar f en
x = 4 pero no es posible hacerlo en x = —4. Es decir, Dom(f) no es simétrico con respecto al
origen de R.

Grafica de una funcioén par

Veamos ahora, por medio de un ejemplo, qué propiedades tiene la gréifica de una funcién par.

Dando por hecho que la funcién f(x) = x* es par —como vimos arriba— al calcular f(2) =
2% = 16, se tiene también que f(—2) = 16. Esto quiere decir que el punto (2, 16) estd en la
graficade f'y también el punto (-2, 16). Calculando f(3) = 81, se tiene que los puntos (3, 81)
y (=3,81) estan en la grafica de f. En general, los dos puntos (a, f(a)) y (—a, f(a)) estan en
la gréfica de f, puesto que f(a) = f(—a).
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T f)=x*

Figura 2.28: Gréfica de f(x) = x*

El argumento de arriba es vélido para cualquier funcion f, con tal de que sea par: el que
f(x) coincida con f(—x) muestra que los puntos (x, f(x)) y (—x, f(x)), que son simétricos con
respecto al eje y, estdn en la grafica de f. Esto quiere decir que la grifica de f es simétrica
con respecto al eje y para cualquier funcidn par.

En resumen, hemos visto que si una funcién es par entonces su grafica es simétrica con
respecto al eje y.

Inversamente, si f es una funcién cuya gréfica es simétrica con respecto al eje y, cada vez
que (x, f(x)) sea un punto de ella, por simetria el punto (—x, f(x)) también serd parte de la
gréfica. Pero el punto (—x, f(—x)) es parte de la gréifica (puesto que la grafica consta de todos
los puntos de la forma (z, f(¢))). Se tienen entonces dos puntos sobre la grafica con la misma
primera coordenada: (—x, f(x)) y (—x, f(—=x)). Dado que f es una funcidn, se tiene que las
dos segundas coordenadas son en realidad iguales (en caso contrario, el nimero —x tendria
asociados dos nimeros distintos en Cod(f), lo cual es falso). Es decir, f(x) = f(—x). Asi,
hemos visto que si la grafica de una funcién es simétrica con respecto al eje y, entonces la
funcidn es par.

Se ve entonces que las dos afirmaciones siguientes:
1. f esuna funcién par; es decir, para toda x € Dom(f), se tiene que f(x) = f(—x),
2. La gréfica de la funcién f es simétrica con respecto al eje y,

son, para una funcion particular ambas verdaderas o ambas falsas. Dicho de otra manera, si
sucede una (no importa cudl) entonces también sucede la otra.



2.4. Otras caracteristicas importantes de una funcion 73

Ahora bien, el cardcter de la primera afirmacién es algebraico (con esto queremos decir que se
puede expresar por medio de igualdades entre expresiones que involucran variables) mientras
que la segunda tiene cardcter geométrico (es decir, que se refiere a propiedades de conjuntos
en el plano cartesiano que se pueden dibujar).

El hecho de que estas dos afirmaciones estén tan relacionadas entre si, es s6lo la punta del
iceberg de la relacién entre el dlgebra y la geometria.

Definicion 15. Se dice que la funcién f es impar si para toda x € Dom(f), se tiene que
f(x) = —f(—x), o equivalentemente — f(x) = f(—x).

Nota 3. Al igual que en el caso de las funciones pares, se tiene que la definicioén de funcién
impar asume implicitamente que si x € Dom(f) entonces —x € Dom(f). Es decir, Dom(f) es
simétrico respecto al origen de la recta real.

Ejemplo:

La funcién identidad Id(x) = x es impar. Por un lado, —1d(x) = —x; por el otro, Id(—x) = —x.
De las dos igualdades se deduce que —Id(x) = Id(—x) para toda x € R. Por lo tanto, Id(x) es
una funcién impar.

Otro ejemplo:

La funcién g(x) = x* es impar. Tenemos que verificar que g(—x) = —g(x) para toda x € R.
Para esto, calculamos ambos lados de la igualdad por separado y los comparamos. Por un
lado, g(—x) = (=x)* = —x3; por el otro, —g(x) = —(x*) = —x>. De aqui que g(-x) = —g(x) y
por lo tanto g(x) es una funcién impar.

Un ejemplo mas:
La funcion constante cero es impar. Sea f(x) = 0. Entonces —f(x) = -0 =0y f(-x) =0
para toda x € R, de donde —f(x) = f(—x) y por lo tanto f(x) es impar.

Veamos un ejemplo de una funcién que no es impar. Considera i(x) = x* + x>. Dado que se
quiere mostrar que / no es impar, basta con encontrar una x € Dom(h) tal que —h(x) # h(—x).
Tomemos x = 1. Entonces —A(1) = —(1° +1?) = -2, mientras que h(—1) = (=1)> +(=1)> = 0.
Dado que -2 # 0 se tiene que —h(1) # h(—1) y por lo tanto A(x) no es una funcién impar. Se
pudo haber escogido cualquier otra x # 0 para verificar que /(x) no es una funcion impar.

Grafica de una funcién impar

Estudiemos ahora el comportamiento de la grafica de las funciones impares. La base de esto
es la observacion de que si f(x) es una funcion impar, entonces los puntos P = (x, f(x)) y
Q = (—=x,—f(x)) son parte de la grifica de f(x).
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(Por qué es cierto esto? Observa que si f es una funcién impar, entonces —f(x) = f(—x). Es
decir, los puntos (—x, f(—x)) y (—x, —f(x)) son iguales (puesto que sus primeras coordenadas
son idénticas y las segundas son iguales también, por el hecho de que f es impar). Entonces,
el punto (—x, —f(x)) es parte de la grifica de f, al igual que (x, f(x)).

Observa que P y Q son iguales salvo por el signo de ambas coordenadas. ;Qué significa
esto en términos geométricos? Una forma de ver esto es que al girar el plano cartesiano 180
grados alrededor del origen, el punto P queda exactamente donde estaba Q antes de girar, y
viceversa.

1899 -

Figura 2.29: Rotacion por 180°

(Qué implica esto sobre la grafica de f(x)? Dado que la propiedad mencionada arriba es
cierta para cualesquiera dos puntos de la forma (x, f(x)) y (—x, f(—x)) sobre la grafica de
f(x), se concluye que la grafica de f(x) cumple la misma propiedad; es decir, al girarla 180
grados alrededor del origen, vuelve a quedar sobre si misma.

Tlustramos estas ideas por medio de la grafica de la funcién impar g(x) = x>.
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g(x)=x3

180° B

Figura 2.30: g(x) = x> es una funcién impar

Abhora bien, si se tiene una funcién f cuya gréfica es simétrica con respecto al origen (es
decir, que queda igual tras girarla 180 grados alrededor de (0, 0)), ;se puede concluir que f es
impar? Veamos: si la gréfica de f es simétrica con respecto al origen, esto significa que para
cualquier x € Dom(f), se tiene que tanto el punto (x, f(x)) y el punto Q que resulta de girarlo
180 grados alrededor de (0, 0), estdn sobre la grafica de f. Pero el punto Q tiene coordenadas
(—x, —f(x)). Por otro lado, el punto con coordenadas (—x, f(—x)) también estd en la gréifica de
f(x). Se tienen entonces dos puntos sobre la grifica de f con la misma primera coordenada.
Dado que f(x) es una funcion, se debe tener que las segundas coordenadas son iguales. Es
decir, —f(x) = f(—x). En conclusion, f(x) es una funcién impar.

Se tiene entonces una equivalencia entre las dos afirmaciones siguientes:
1. f es una funcién impar; es decir, para toda x € Dom(f), se tiene que f(x) = —f(—x).
2. La gréafica de la funcion f(x) es simétrica con respecto al origen.

En otras palabras, si una de las dos afirmaciones es cierta para una funcion particular, enton-
ces la otra también serd cierta para esa misma funcion.

Al igual que en el caso de las funciones pares, una de estas afirmaciones tiene caricter alge-
braico y la otra cardcter geométrico. Este tipo de equivalencia entre los dos tipos de enfoques
se mantendra a lo largo del curso. El lector debera estar atento y preguntarse por relaciones
de este tipo entre conceptos algebraicos y geométricos.

Cerramos esta seccion con una observacion util: si f(x) es una funcién impar y 0 € Dom(f),
entonces f(0) = 0. Esto se concluye directamente de la igualdad f(—x) = —f(x) haciendo
x =0: f(-0) = —f(0); es decir, f(0) = —f(0), de modo que 2f(0) = 0y por lo tanto f(0) = 0.
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Desde el punto de vista geométrico, para que la grafica de f(x) sea simétrica con respecto al
origen, se debe de tener que f(0) = 0, puesto que si no al girar 180 grados la grafica el punto
(0, £(0)) no quedaria sobre si mismo.

Una forma de la afirmacién anterior que resulta ttil es la siguiente: si 0 € Dom(f)y f(0) # 0
entonces f no es una funcion impar. Observa que no se esta diciendo que si f(0) = O entonces
f es impar, lo cual es falso.

2.4.3. Ejercicios de la seccion

10.

. Encuentra a, b tales que a < by [a] = [b].

Encuentra a, b tales que a < by [a] < [b].

. Encuentra una funcién g que sea decreciente pero no estrictamente decreciente. (Suge-

rencia: modifica adecuadamente [x].)

Con base en la definicién 13, define los conceptos de funcidén decreciente en [p,q] y
estrictamente decreciente en [p, q).

. Dibuja la gréfica de una funcién estrictamente creciente en (—oo, —2] U [2, 10] y estric-

tamente decreciente en [—2,2] U [10, c0).

(En qué intervalo(s) es estrictamente creciente la funcién f(x) = |x + 4| — 2? ;Estricta-
mente decreciente?

. Determina los intervalos en los que

[x] six<1

f(x):{ “[x] six>1

es creciente o decreciente.

. (En qué intervalos es creciente la funcién f(x) = x — [x]?

. Encuentra los intervalos donde f(x) = |x| es creciente, y los intervalos donde es decre-

ciente.

L 1 six<0 . .
(Es verdad que la funcién f(x) = { v—1 six>0 ©S estrictamente decreciente?
(Decreciente? (En qué intervalo es estrictamente decreciente? ;En qué intervalo es

decreciente?
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11. Sea f(x) = c una funcion constante (es decir, ¢ € R es un nimero fijo a lo largo del
problema).

a) (Es f(x) una funcién creciente?

b) (Es f(x) una funcién estrictamente creciente?
¢) (Es f(x) una funcién decreciente?

d) (Es f(x) una funcién estrictamente decreciente?

12. (Es posible encontrar una funcién que sea estrictamente creciente pero no creciente?
Si es posible da un ejemplo, si no es posible explica por qué.

13. (Es posible encontrar una funcion creciente y al mismo tiempo decreciente? Si es po-
sible da un ejemplo, si no es posible explica por qué.

14. En este ejercicio, mostramos una funcién que es estrictamente decreciente en (—oo, )
y también en (0, c0) y que sin embargo no es decreciente en R \ {0}. Muestra que
f(x) = 1/x tiene las caracteristicas mencionadas.

15. Siuna funcién f(x) es creciente en el intervalo [a, b], muestra que g(x) = f(x)+k, k € R
también es creciente en ese intervalo. ;Se puede decir lo mismo de la funcién h(x) =

f(x=k)?

16. Sea f(x) = 1/x. Dado que f(1/2) = 2 y por lo tanto (1/2,2) es un punto en la grafica
de f ;se concluye que (—1/2,2) es un punto en la grifica de f?

17. Explica por qué la grafica de la funcién f : [-3,5) — R dada por f(x) = |x| no es
simétrica con respecto al eje y.

18. Da dos ejemplos de funciones pares que no aparezcan en el texto.
19. Da dos ejemplos de funciones que no sean pares que no aparezcan en el texto.
20. Sea f una funcién. Si f no es par, /se puede concluir que f es impar?

21. Di si las siguientes funciones son pares o no:
a) f(x)=|x+1] e) q(x) = x**!paran e N
b) g(x) = x| +1
) £ s = [x]
c) h(x)=1/x

d) p(x)=x* paran €N g) q(x) = [Ix]
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22. En cada caso, di si la funcion cuya grafica se muestra es par. Luego encuentra una po-
sible regla de correspondencia y confirma tu respuesta.

a)
b)
c)
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23.

24.

25.

26.

27.

28.
29.
30.

31.
32.

d)
Muestra por medio de un dibujo que la gréfica de f(x) = —(x + 3)? es simétrica con

respecto a la recta vertical x = —=3. (Es f(x) una funcién par?

Si f es una funcién par, ;se puede concluir entonces que g(x) = f(x)+ 1 es una funcién
par? Explica o da un contraejemplo.

Si f(x) es una funcién par, ;se puede concluir que g(x) = f(x + 1) es una funcién par?
Explica o da contraejemplo. (Sugerencia: f(x) = x* es una funcién par, jes g(x) =
f(x+1)par?)

Sea f(x) una funcion par con Dom(f) = R. ;Es posible que f(x) sea creciente en todo
R? Si tu respuesta es afirmativa, da un ejemplo. Si tu respuesta es negativa, explica por
qué no es posible.

Verifica que la funcién f : [-1,10] — R dada por f(x) = x° no es impar. Sugerencia:
no es necesario que hagas ningun célculo.

Escribe dos funciones que sean impares (distintas de las tratadas en el texto).
Escribe dos funciones que no sean impares (distintas de las tratadas en el texto).

Encuentra una funcién f que sea par e impar al mismo tiempo. (Sugerencia: empieza
por dibujar la grafica de f).

Prueba que la funcién r(¢) = 1/t es impar. Nota que 0 ¢ Dom(r).

Di si las siguientes funciones son impares o no:

a) f(x)=x>+x% d) p(t) = *"*! paran € N,
b) f(x) = Vx-10. e) q(t) = t*", paran € N.
six<0

) J) :{ ox six>0 ) o =1/7.
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33.

34.

35.

36.

2.5.

g) f(x) = mx, donde m € R es una h) h(x) = 1 )
constante. l+x

Grafica la funcién f(x) = (x — 2)>. Observa que al girar la gréfica de f(x) 180 grados
alrededor del punto (2, 0), ésta vuelve a quedar sobre si misma. /Es f(x) una funcién
impar?

Si f(x) es una funcién impar, ;se concluye necesariamente que g(x) = f(x) — 1 es una
funcion impar? Explica o da contraejemplo.

Si f(x) es una funcién impar, ;se concluye necesariamente que g(x) = f(x + 2) es una
funcién impar? Explica o da contraejemplo.

Sea f(x) una funcién impar con Dom(f) = R. ;Es posible que f(x) sea decreciente
en todo su dominio? Si tu respuesta es afirmativa, da un ejemplo. Si tu respuesta es
negativa, explica por qué no es posible.

Ejercicios del capitulo

. El primer dia de cada mes, se recorta el césped de un jardin. Haz la gréafica de la funcién

f(x), que a cada dia del mes (30 dias) le asocia la altura del pasto en ese dia. ;Quién es
Dom(f)?

Un avién vuela de México a Guadalajara en una hora con treinta minutos. Si A(¢) es la
funcién que a cada instante ¢ le asocia la altura del avidn, esboza una posible grafica de
h. En términos del vuelo, ;a qué corresponde el intervalo donde /(x) es creciente?, ;a
qué corresponde el intervalo donde A(¢) es decreciente?

Un auto recorre los 500 metros que separan un semaforo del siguiente en 60 segundos,
alcanzando una velocidad maxima de 45 km/h. Esboza una posible gréfica de v(¢), la
funcion que a cada instante le asocia la velocidad del auto.

. La funcidn c¢(¢) le asocia a la duracion ¢ de una llamada telefénica, su costo en pesos. Si

la tarifa es de $1 por minuto o fraccion, encuentra la regla de correspondencia y grafica
de c(¢).

. Encuentra la regla de correspondencia de la funcion que resulta de desplazar la grafica

de g(x) = x* tres unidades a la izquierda y dos unidades hacia abajo.
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10.

11.

Considera un tridngulo isdsceles rectangulo, donde cada cateto mide x. Encuentra la
regla de correspondencia y dominio natural de A(x), la funcién que a cada x le asocia
el area del tridngulo correspondiente. (Sugerencia: usa el teorema de Pitdgoras).

. Basdndote en el ejercicio anterior, encuentra la regla de correspondencia de la funcion

que a cada x le asocia el perimetro del tridngulo rectangulo isosceles correspondiente.

. En este problema, r representa el radio de un circulo. Encuentra dominio y regla de

correspondencia de la funcién que a cada r le asocia:
a) El area del semicirculo de radio .

b) El perimetro del semicirculo de radio r.

. El dibujo

10+

5 10

representa la grafica de la funcién s(¢), que a cada instante ¢ le asocia la posicion de
un tren, donde ¢ es el tiempo en minutos. Fisicamente, ;qué nos dice que la grafica
sobre el intervalo [4, 5] sea horizontal? ;Es seguro descender del tren cuando ¢ = 67 El
que la recta en el intervalo [5, 10] esté més inclinada que la del intervalo [0, 4], ;a qué
situacion fisica corresponde?

La funcién d(/) le asocia a cada cuadrado de lado / 1a longitud de su diagonal. Encuentra
dominio y regla de correspondencia de d(/).

La funcién [ le asocia, a cada t > 0, el area limitada por la recta y = x, el eje x, el

origen y la recta x = ¢, como se ve en el dibujo. Encuentra la regla de correspondencia
de I.
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x=t y=x

[ 1(?)

Figura 2.31: La funcién / le asocia, a cada ¢, el area sombreada

12. Modifica adecuadamente la funcién mayor entero para que su grafica sea como sigue:

13. Encuentra la regla de correspondencia de una funcién cuya grafica sea como sigue:
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14. Modifica la funcion valor absoluto para obtener una funcién con una grafica como la
que se muestra:

15. Encuentra una funcién (definida por pedazos) que tenga una grafica como la que se
muestra:

16. Encuentra los intervalos donde la funcién f(x) = [x/10] es estrictamente creciente.

17. Encuentra dos funciones (lo mds distintas entre si que puedas) que sean estrictamente
crecientes en (—oo, —2] y estrictamente decrecientes en [—2, 0o).

18. Encuentra una funcién que sea decreciente en todos los intervalos de la forma

.o [-2,-1),[-1,0),[0,1),[1,2),[2,3),...
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pero que no sea decreciente en el intervalo que resulta de unir dos intervalos consecu-
tivos de este tipo. Sugerencia: modifica adecuadamente alguna de las funciones vistas
en el texto.

i I sixeQ . .

19. Haz un esbozo de la grafica de f(x) = 0 sixgQ Explica por qué f no es cre-
ciente ni decreciente en ningun intervalo de R.

20. Sea f(x) = 2x, para x > 0. ;Como debe ser la regla de correspondencia de f para x <0
si se requiere que sea una funcién par?

21. Sea f(x) = |x — 3| para x > 0. ;Como debe ser la regla de correspondencia de f para
x < 0 si se requiere que sea una funcién par?

22. Sea f(x) = x?, para x < 0. ;Cémo debe ser la regla de correspondencia de f para x > 0
si que requiere que f sea una funcién impar?

23. Sea f(x) = [x], para x > 0. ;Como debe ser la regla de correspondencia de f para x < 0
si que requiere que f sea una funcién par?

24. Encuentra la regla de correspondencia de una funcién f que sea par y que ademas
cumpla f(x) < —2 para toda x € R.

25. Encuentra, de ser posible, la regla de correspondencia de una funcién f que sea impar
y que ademds cumpla f(x) < —2 para toda x € R. Si no es posible explica por qué.

26. Encuentra dominio natural y gréfica de las siguientes funciones. También encuentra los

intervalos donde son crecientes o decrecientes. Di si son pares, impares o ninguna de
las dos.

a) f(x)=-Vx—10+1

b) g(x) = |x* - 4|

¢) h(x)=—|lx-1]|

d) p(x)=1/x

e) q(x) = 1/x*

) w@ =1/ +1)

g) s()=(x-2)°

h) a(x) = V2 Observacion: Va2 # x (por ejemplo, si x = —3).
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D(x-1

oy = D
p v =2
i

27. Encuentra el valor de b para que la funcién f sea continua (recuerda que una funcién
es continua si su grafica se puede hacer de un solo trazo —sin despegar el lapiz del

x> six+4
papel—), donde f(x) = { b osix—d -

28. Encuentra el valor de b para que la funcion f sea continua (ver ejercicio anterior),

3 2x+ b Sixe(_oo’3]
dondef(x)—{ -x+1 sixe(3,0)






Capitulo 3
Rango y preimagen

Ademas del dominio y el codominio, una funcién tiene asociados otros conjuntos importan-
tes, uno de ellos es el rango —que consiste de todos los elementos del codominio relacio-
nados con alguno (o varios) del dominio—, otro es la preimagen (o imagen inversa) de un
subconjunto B del codominio.

3.1. Laimagen de un conjunto

Sea f : X — Y una funcién. Recuerda que si x € X, laimagen de x es el punto f(x) € Y. Esta
idea se puede generalizar para cualquier subconjunto de X: la imagen de un subconjunto A de
X serd el conjunto f(A) que consiste de las imagenes de todos los puntos de A. A continuacion
damos la definicion formal. Dado un subconjunto A de X, se puede pensar en el conjunto

f(A) = {f(a)la € A}.

Dado que f(a) € Y para cada a € X, se tiene que f(A) C Y. Al conjunto f(A) se le llama la
imagen de A bajo la funcion f.

Veamos algunos ejemplos: Considera la funcion f representada por el siguiente diagrama:

87
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_QU o & 8
2
(9]

Figura 3.1: La funcién f

(Quiénes f({a, b})? De acuerdo con la definicion dada arriba, se tiene que f({a, b}) = {f(a), f(b)}
= {1,2}. ;Quién es f({a,d})? Con un andlisis similar al anterior se puede determinar que
f({a,d}) = {2, 3}. Finalmente, observa que f({a, b, c,d}) = {1,2, 3}; nota que un elemento del
codominio de f, el 4, no pertenece a f({a, b, c, d}).

Un ejemplo més elaborado estd dado por la funcion g(x) = 2x. ;Quién es g([1,2])? Observa
que en este caso A = [1,2]. Estamos buscando determinar el conjunto

g([1,2]) = {g(0)lx € [1,2]}.

Esto es, g([1,2]) = {2x|x € [1, 2]} = [2, 4]. La explicacion rigurosa de esta ultima afirmacién
es como sigue: x € [1,2] si y s6lo si 1 < x < 2 y multiplicando las desigualdades por 2,
se tiene que esto pasa siy s6lo si 2 < 2x < 4 siy sOlo si x € [2,4]. Sin embargo, debe ser
intuitivamente claro que 2x € [2, 4] siempre que x € [1,2].

Si hacemos ahora A = N, ;quién es g(A)? Aqui necesitamos encontrar una descripcion del
conjunto g(NN) = {g(n)|n € N} = {2n|n € N}, que es el conjunto de los nimeros pares.

Antes de ver mas ejemplos, analicemos el significado de f(A) bajo algunos de los enfoques
vistos en el capitulo anterior para tratar con funciones.

f(A) desde el punto de vista de la tabla
El conjunto f(A) puede ser comprendido (al menos parcialmente) desde el punto de vista de
la tabla que se usa para graficar la funcion f.

Recordemos la definicion de f(A):

f(A) = {f(a)la € A}.

Esto quiere decir que un nimero y es parte de f(A) si existe a € A con la propiedad de que
f(a) = y. En términos de la tabla, esto quiere decir que y aparece en la columna derecha y a
en la izquierda (sin olvidar que a tiene la propiedad adicional de ser un elemento de A).
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[lustremos esta idea calculando f(A), donde f(x) = [x] y A = [0, 1). Necesitamos observar
qué pasa si ponemos un elemento de A en la columna izquierda de la tabla:

x| f()
a| fl@=0

Dado que a € [0, 1), se tiene que [a] = O y por lo tanto f(a) = 0. Es decir, no importa qué
elemento de A se ponga en la columna izquierda de la tabla, del lado derecho tinicamente
aparecerda 0. Esto es, f(A) = {0}.

f(A) desde el punto de vista de la maquina con ‘“‘entradas” y “salidas”

Desde esta perspectiva, f(A) consiste de los valores que “salen” de la maquina tras haber
metido en ella todos los puntos de A. Como distintos puntos de A pueden tener la misma
imagen, puede ser que el conjunto f(A) tenga menos elementos que el conjunto original A.
El caso extremo de esto es cuando se tiene una funcién constante, f(x) = c. En este caso,
f(A) = {c} para cualquier A # (. Por ejemplo, si f(x) = 2, entonces f(R) = {2}. Esto coincide
con laidea de f(A) que se obtiene a través de la tabulacion, donde deciamos que f(A) consiste
de todos los elementos que aparecen en la columna derecha de la tabla.

Analicemos ahora el caso de f(x) = |x| con A = [-1,2]. La pregunta es, entonces, qué
nimeros “salen” de f cuando se meten nimeros de A. El siguiente dibujo ilustra algunos de
estos casos:

Y K 0~

FO =18~ G =l ~ 1 O =14~
0.7\ 1.4\ —(—2)—\
FO) =1 ~s07 F0) =1 >~ 4 FO) =1~ 5

Figura 3.2: La funcién f(x) = |x| como méquina

Se observa entonces que f(A) = [0, 2]. Observa que esto concuerda con el hecho de que el
valor absoluto de un nimero es siempre positivo (y por lo tanto nunca “saldran” nimeros
negativos de la funcién f(x) = |x]).
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f(A) desde el punto de vista de la grafica de f

Recordemos que cada punto de la grafica de f tiene la forma (x, f(x)). Esto significa que si
x € A, entonces f(x) € f(A). Es decir, que si consideramos la parte de la grifica que resulta
de fijarnos en la parte correspondiente a A, obtendremos puntos en el plano cuya segunda
coordenada estd en f(A). Si ahora “aplastamos” estos puntos hacia el eje y (los matematicos
prefieren usar el verbo “proyectar”), obtendremos una representacion grafica de f(A), como
se ilustra a continuacion:

f(x)=2x+1

Figura 3.3: f(A) = [3,7],donde A = [1, 3]

Optativo: f(A) para el caso en el que A es un intervalo
En el caso en el que A = [a, b], un intervalo, el conjunto f(A) toma la forma

{f(X)|la < x < b}.

En estos casos, una buena idea para calcular f(A) es tratar de manipular la desigualdad a <
x < b para llevarla a una en donde en la parte de en medio aparezca f(x): @ < f(x) < 3, de
modo que f(x) € [a,]. [lustremos por medio de un ejemplo:

Calcular f([0, 3]), donde f(x) = —2x+ 1. Partiendo entonces de 0 < x < 3 quisiéramos llegar
a una desigualdad del tipo @ < —=2x + 1 < 3, donde @ y 8 son numeros desconocidos por el
momento. Volviendo a la desigualdad original, tenemos 0 < x < 3, multiplicando por -2 se
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obtiene 0 > —2x > —6 y sumando 1 llegamos a la expresion buscada: 1 > -2x + 1 > -5, que
se puede escribir también como
=5< f(x) <1,

de modo que f(x) € [-5,1] si x € [0,3] (en este caso tenemos que @ = -5y S = 1). En
conclusién, £([0,3]) = [-5,1].

No estd de mas decir que este método no siempre funciona, principalmente porque puede
llevar a desigualdades en extremo complicadas. Sin embargo, en muchos casos es ttil y re-
presenta la manera més formal de resolver el calculo de f(A) cuando es posible usarlo.

Presentamos a continuacion varios ejemplos del calculo de la imagen de A. Aunque en cada
caso usamos un s6lo método, un buen ejercicio consiste en resolver (o al menos visualizar la
solucion de) los mismos ejemplos usando algunos de los otros enfoques.

Ejemplo 1:
Calcular f(A), donde f(x) = |x| =1y A =[-2,3). Usando el método grafico, se observa que
fA)=1-1,2).

J) =1x-1
f(A)

2<>/

4 3 22 _1\ 2
-1

A

Figura3.4: Ay f(A)

w0

Ejemplo 2:
Calcular g(B), donde g(x) = [x] + 1/2 'y B = (0, ). En este caso usaremos la tabulacién de
g. Observa que, sin importar quién sea x € B, se tiene que [x] € N, de manera que [x] + 1/2
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tiene la forma n + 1/2, donde n € N. Esto es, en la columna derecha de la tabla aparecen
numeros como 1/2,3/2, 5/2, etc.

x| g(x)
0l 1/2
0.1 1/2
0.5 1/2
1.3 1] 3/2
2.8 5/2

Esto muestra que g(B) = {1/2,3/2,5/2,...}. Siendo un poco mas elegantes, este conjunto lo
podemos expresar como g(B) = {n + 1/2|n € N}.

Ejemplo 3:

Considera la funcién f : N — N con regla de correspondencia f(n) = 2n y el conjunto
A = N. Al observar qué elementos “salen” de la funcién f, se observa que siempre son pares,
pues tienen la forma 2n (es decir, siempre son un niimero natural multiplicado por 2). Esto
muestra que f(A) = {nimeros pares} = {2n|n € N}.

3.1.1. Ejercicios de la seccion

1. Encuentra el rango de la funcién f, dada por:

@
a #
b —
¢ %
d &

2. (Es posible que f(A) sea el conjunto vacio si A # 0?7 Sugerencia: utiliza la tabla o la
idea de funcion como maquina. ;Es posible que no salga nada de la maquina tras haber
metido algo?

3. Sea f una funcién cualquiera. ;Quién es f(0)?
4. En cada caso, calcula la imagen del conjunto dado bajo la funcién dada.

a) NN f(n)=2n+1,A=1{3,4,5,6,...}.
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b) f(x)=3,A=[-1,10).

¢) gx)=|x+1[,B=[-2,1].

d) h(x)=[x]+1,C =Z.

e) k(x)=[x]—-1,D =N.

f) f&x) =1/x,A=[-1,1]\{0}.

g) f(x) =1/2x, A = (0, o). Muestra también que f(A) C A.

h)
-1 six<0
foo=1 0 six=0, A=R
1 six>0
5x—1
i) (Optativo) f(x) = ——— A =[-3,9).

3

5. Encuentra una funcién f y un intervalo A = [a, b] tales que f(A) tenga s6lo dos ele-
mentos. Sugerencia: construye una funcién adecuada definida por pedazos.

6. Encuentra una funcién f y un intervalo A = [a, b] tales que f(A) tenga exactamente
siete elementos.

7. Demuestra que si A C B entonces f(A) C f(B).

8. Da un ejemplo de una funcién f y subconjuntos A y B de Dom(f) tales que A C B pero
f(A) = f(B).

9. Dado un conjunto X, el conjunto potencia de X, denotado por P(X), es el conjunto
cuyos elementos son los subconjuntos de X. Por ejemplo, si X = {0, 1, 2}, entonces los
subconjuntos de X son:

0,{0}, {1}, {2},{0, 1}, {0, 2},{1,2},{0, 1, 2}.
Y por lo tanto el conjunto potencia de X es
P(X) = {0,{0},{1},{2},{0, 1},{0, 2}, {1,2},{0, 1, 2}} .

a) Encuentra P(X), donde X = {a, b, c,d}.
b) Encuentra cinco elementos de P(IN).

¢) Encuentra cinco elementos de P(R).
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10. Dada una funcion f : X — Y, se puede definir una nueva funcion ? : P(X) —» P(Y),
como sigue: ?(A) = f(A). Es decir, la funcién f a cada elemento de P(X) (o sea, a cada
subconjunto de X), le asocia su imagen (que es un subconjunto de P(Y)). Verifica que
f es, en efecto, una funcién. Es decir, verifica que la regla de correspondencia de f,
dada arriba, da lugar a una funcién.

3.2. Rango de una funcién: conjuntista y geométricamente

En la seccion anterior se definié f(A), donde f : X — Y es una funcién y A un subconjunto
de X. En el caso particular en el que A es todo X, al conjunto f(X) se le llama rango de la
funcién f. En esta seccion analizamos algunas de las propiedades mds importantes de este
concepto.

Definicion 16. Sea f una funcién. El rango de f, denotado por Ran(f), es la imagen de
Dom(f). Esto es,

Ran(f) = f(Dom(f)) = {f(x)lx € Dom(f)}.

Desde un punto de vista intuitivo, esto quiere decir que el rango de una funcién consiste de
todos los valores que toma la funcién al hacer que la variable recorra la totalidad de Dom(f).

El rango siempre es un subconjunto del codominio
De la definicion de rango de f,

Ran(f) = {f(x)lx € Dom(f)},

se tiene que Ran(f) € Cod(f), ya que siempre se tiene f(x) € Cod(f). Sin embargo, no
siempre se da la igualdad de conjuntos, como veremos en el siguiente ejemplo.

El rango no es lo mismo que el codominio

Para ilustrar esto, consideremos la funcién f : R — R dada por f(x) = x%. ;Quién es
Ran(f)? Como vimos antes, necesitamos ver cudles nimeros se obtienen tras aplicar f a un
nimero en Dom(f). Dado un nimero y € [0, o), se tiene que y = (4/y)%; es decir, cualquier
numero positivo y puede ser visto como f(alguien), en este caso y = f(+/y). Esto muestra
que [0, o) € Ran(f). Por otro lado, f(x) = x* es siempre mayor o igual a cero, de modo que
Ran(f) C [0, c0). En conclusion, se tiene que Ran(f) = [0, c0). Ahora bien, Cod(f) = R, de
manera que Ran(f) # Cod(f).

Cada una de las formas de analizar el conjunto f(A) nos da naturalmente una manera de
analizar Ran(f), que no es otra cosa sino el caso particular A = Dom(f) de lo visto entonces.
Enunciamos a continuacion los criterios correspondientes para Ran(f).
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El rango desde el punto de vista de la tabla

Desde el punto de vista de la tabla, el rango consiste de todos los nimeros que aparecen en
la columna derecha de la misma, es decir, el rango es el conjunto de puntos de la forma f(x),
para alguna x € Dom(f).

El rango desde el punto de vista de la maquina con “entradas” y “salidas”

Si se piensa a la funcién como una maquina con entradas en Dom( f), el rango es el conjunto
cuyos elementos son todos aquellos elementos que “salen” de la maquina, sin més restriccion
que x € Dom(f).

El rango desde el punto de vista de la grafica

(Es posible visualizar el rango de una funcién a partir de su grafica? Recordemos que la
gréfica de una funcion consiste de todos los puntos de la forma (x, f(x)), donde x € Dom(f).
Esto significa que en la grafica aparecen todas las f(x) posibles. ;Dénde aparecen? En la
segunda coordenada de los puntos de la grifica; esto es, en las alturas de los puntos de la
grafica. Asi, si se consideran todas las alturas de todos los puntos que aparecen en la grafica
de f, se tendra Ran(f). Geométricamente esto se puede visualizar como el conjunto que
resulta de proyectar la gréfica de f en el eje y (recuerda que “proyectar”, en este contexto,
significa “aplastar horizontalmente™).

A

~

Figura 3.5: Ran(f) = [-1, 1], donde f(x) = sen(x) (ver capitulo 5)

Ejemplos de calculo del rango

Rango de f(x) = [x]

Consideremos la funcién mayor entero, f(x) = [x]. Queremos calcular Ran(f). ;Cémo hacer
esto? Necesitamos encontrar cudles son los niimeros y que se pueden ver como el mayor
entero de alguien. Observemos, en primer lugar, que cualquier entero es el mayor entero de
si mismo. Es decir, si n € Z, entonces n = [n]. En otras palabras, cualquier entero n € Z esta
en el rango de f. Se tiene asi la contencion Z C Ran(f). De la definicién de mayor entero, es
claro que Ran(f) € Z, de modo que se tiene la igualdad de conjuntos Ran(f) = Z. Como se
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vio arriba, esto se puede visualizar proyectando la grafica de f(x) = [x] sobre el eje y, como
se ilustra a continuacion:

4@L-—----—--—--=-=---~ &——o0
39<---------~ ——o0
2@ —————~ —o0

] < --—o0

Figura 3.6: Ran(f) = Z, donde f(x) = [x]

Rango de f(x) = ¢

(Cbémo es el rango de una funcién constante? Estamos buscando todos los nimeros que tienen
la forma f(x), para alguna x € Dom(f) = R. En este caso, f(x) = c¢ para cualquier x, de
manera que Ran(f) = {c}.

Rango de f(x) = |x|

La funcién f(x) = |x| es uno de nuestros ejemplos bésicos a lo largo del libro. Aqui cal-
culamos su rango. Para empezar, observemos que si x > 0, entonces x = |x|. Esto muestra
que, para toda x > 0, se tiene que x € Ran(f); es decir, [0,c0) C Ran(f). Inversamen-
te, si y € Ran(f) entonces y = |x| para alguna x y por lo tanto y > 0. Esto muestra que
Ran(f) C [0, o). Concluyendo, se tiene Ran(f) = [0, c0).

Rango de g(x) = 1/x

La pregunta aqui es qué numeros pueden ser escritos de la forma 1/x; en otras palabras, ;para
qué valores de y la ecuacién y = 1/x tiene alguna solucién para x? Despejando x, se obtiene
que x = 1/y siempre y cuando y # 0. En otras palabras, siy # 0, g(1/y) = 1/(1/y) =y, y por
lo tanto y € Ran(g). Asi, R \ {0} € Ran(g).

Ahora bien, si y € Ran(g), entonces y = 1/xy por lo tanto y # 0 (esto es porque la division
de 1 entre lo que sea no puede ser cero, ;por qué?). Es decir, Ran(g) € R \ {0}. Dado que se
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tienen ambas contenciones, se tiene Ran(g) = R \ {0}.

3.2.1. Ejercicios de la seccion

1. Siy = 1/x, prueba que y # 0.

2. Encuentra el rango y codominio de la siguiente funcion:

~ 8 Q0 &S

Explica la diferencia entre rango y codominio de una funcion.
Encuentra una funcién f tal que Cod(f) = Ran(f).

Encuentra una funcién f tal que Cod(f) # Ran(f).

S kW

Demuestra que si f es una funcién cuyo rango consiste de un solo elemento, Ran(f) =
{*}, entonces f es una funcién constante. ;Cual es esa constante?

7. Encuentra el rango de las siguientes funciones:

@ m(o) = 31

b) f(x) = |5x — 1| (Sugerencia: usa el método grifico)
) g(x) =5x| -1

d gt)y=1+1

e) f(x)= x

) Fx) = vVx-1

g) g:[2,00) — R dada por g(x) = x
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1
h) h()C) = m

i) r(t) = 1/x+ 1 (Sugerencia: revisa los ejemplos desarrollados en el texto)

x—1 six<0
%x+l six>0

D px) = {

8. Encuentra una funcion cuyo rango sea R \ {1}.
9. Encuentra una funcion cuyo rango sea [1, 10].
10. Encuentra una funcion cuyo rango sea {0, 1}.
11. Encuentra una funcion cuyo rango sea (—oo, —3] U [3, o0).

12. La siguiente pregunta estd basada en el ejercicio 10 de la seccion 3.1. {Qué nombre
hemos usado a lo largo del texto para el conjunto f(X) = f(X)?

3.3. La preimagen de un punto

Dada una funcién f, a cada punto y € Cod(f) se le puede asociar el conjunto de todos los
puntos x € Dom(f) cuya imagen es y; es decir, el conjunto de puntos que al evaluarlos
dan precisamente y. Dicho conjunto recibe el nombre de preimagen de y. Para calcular la
preimagen de un elemento y, frecuentemente serd necesario resolver ecuaciones. El lector
que lo necesite, puede consultar el apéndice 1, donde se trata este tema. Las definiciones
de inyectividad y suprayectividad de una funcidn, estudiadas en secciones posteriores, estan
basadas en el concepto de preimagen.

Formalmente, se tiene lo siguiente:
Definiciéon 17. Sea f : X — Y una funcién. Dado y € Y, se define la preimagen de y mediante
la igualdad

710 = x e XIf () = y).
Es comun que la preimagen sea llamada imagen inversa.

Nota que el superindice —1 que aparece en la definicién no es un exponente; es decir, £~ (y)
no es lo mismo que }(y), que es un simbolo que todavia no significa nada para nosotros.

Nota también que si y ¢ Ran(f), entonces no existe ninguna x € Dom(f) tal que f(x) = y; es
decir, f~'(y) = 0. En cambio, si y € Ran(f) se tiene al menos una x € Dom(f) con f(x) =y
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y por lo tanto f~!(y) # 0. En resumen,

y €Ran(f) & f7'(y) # 0. 3.1

Veamos ahora algunos ejemplos que nos den cierta intuicion sobre este nuevo concepto.

Ejemplo 1 Sea f(x) = |x|. Calcular f~!(3).

Lo que se tiene que hacer es encontrar todos los nimeros x € R tales que |x| = 3. Nues-
tra familiaridad con la funcion valor absoluto nos permite afirmar que hay exactamente dos
soluciones: x = 3y x = —3. De aqui, se concluye que f~'(3) = {-3,3}.

Ejemplo 2 Sea g(x) = 2x + 1. Calcular g~!(6).
En este caso, estamos buscando las x € Dom(g) = R tales que g(x) = 6. Es decir, buscamos
las x tales que 2x + 1 = 6. Al resolver esta ecuacion se obtiene x = % Observa que en este

caso la imagen inversa de 6 consiste de un solo elemento: g~!(6) = {%}

Ejemplo 3 También puede suceder, de acuerdo a la observacion de arriba, que la preimagen
de un punto resulte ser el conjunto vacio. Para ilustrar esto, y basdndonos en (3.1), necesita-
mos encontrar una funcién f tal que Ran(f) # Cod(f), y una y € Cod(f) \ Ran(f). Uno de
nuestros ejemplos predilectos en estos casos es f(x) = [x], donde y es un elemento no entero
de R = Cod(f). Por ejemplo, si y = 1/2, se tiene que f~(1/2) = {x € Dom(f)|f(x) = 1/2} =
{x € Dom(f)[[x] = 1/2} = 0.

Ejemplo 4 La misma funcién del ejemplo anterior nos muestra que hay puntos y para los
cudles f~!(y) consiste de todo un intervalo: f~'(1) = {x € R|[x] = 1} = [1,2).

Con estos ejemplos en mente, estudiaremos a continuacion el concepto de preimagen de un
punto bajo los diversos enfoques que hemos manejado de una funcién:

La preimagen en la grafica

Tomemos entonces z € Cod(f). Buscamos los puntos x € Dom(f) tales que f(x) = z. Esto es,
los puntos (x, f(x)) sobre la grafica tales que f(x) = z. En otras palabras, buscamos los puntos
de la gréfica cuya segunda coordenada sea z. Para encontrarlos geométricamente, trazamos
una linea horizontal a altura z (de manera que todos sus puntos tienen esta misma altura, o
esta misma segunda coordenada) y vemos donde interseca a la grafica. Las x correspondientes
a estos puntos en la grafica, seran los elementos de f~'(z). Si z ¢ Ran(f) entonces la recta
horizontal que pasa por z no corta a la grafica de f, lo que muestra que f~!(z) = 0.
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~

Figura 3.7: f71(1) = {-2,0,2}

En el caso mostrado en el dibujo, este método muestra rapidamente que hay puntos z €
Cod(f) tales que f~!(z) consiste de 1, 2, o 3 elementos. ;Existe algin z € Cod(f) tal que

i) =0?

La preimagen en la tabla

Al buscar la preimagen de un elemento y, hay que analizar qué se debe poner en la columna
izquierda (o dicho de otra manera: qué valores se le pueden dar a x) para que se obtenga
el valor y. Hay que tener siempre presente que puede haber més de un punto x para el cual
f(x) = y. Por ejemplo, al considerar la tabla de f(x) = x> y observar el pedazo de la tabla

se podria pensar que f~'(4) = {-2}, pero esto no es cierto. Lo tinico que muestra la tabla,
hasta el momento, es que —2 € f~'(4). Observa que también se tiene que 2 € f~(4), puesto
que f(2) = 4. Ahora si, dado que un nimero distinto de cero aparece solamente dos veces en
la columna derecha de la tabla, no hay mds elementos x € Dom(f) tales que f(x) = 4, lo que
muestra que f~1(4) = {-2,2}.

La preimagen desde el punto de vista de la maquina con “entradas” y “salidas”
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Bajo este enfoque, la preimagen de y consiste de todas las entradas x tales que al pasar por la
maquina dan y. Por ejemplo, consideremos la funcién

1 six<O0

w={3 550

Entonces f~!(—1) consiste de todas las posibles x para las cuales f(x) = —1. Se tiene en-
tonces f~'(=1) = (=o0,0]. ;Quién es f~'(1)? Dado que las x para las cuales f(x) = 1 son
exactamente las x > 0, se tiene que f~!(1) = (0, o0). Ahora bien, ;quién es f~'(2)? Dado que
no hay ningtin x para el cual f(x) = 2, se concluye que f~!(2) = (0. De hecho, para cualquier
c # +1, se tiene que f~'(c) = 0.

Enfoque formal

Si nos queremos basar unicamente en la definicion y no en algunas de las formas auxiliares
de ver a una funcidn, para calcular f~'(y) necesitamos encontrar las x € Dom(f) para las
cuales f(x) = y. En otras palabras, necesitamos resolver la ecuacién

f(x) =y.

El problema de resolver esta ecuacion varia enormemente en dificultad, dependiendo de cémo
sea la regla de correspondencia de f.

Veremos a continuacion varios ejemplos, que muestren las dificultades que pueden surgir al
intentar usar este método.

Ejemplo:

Calcular £~!(10), donde f(x) = 3x — 2.

En este caso se requiere resolver la ecuaciéon 3x — 2 = 10, que tiene como tnica solucién
x =4

Ejemplo:

Calcular £~!(4), donde f(x) = [1/x].

Buscamos aqui todas las soluciones de la ecuacion |1/x| = 4. Esto quiere decir que 1/x puede
tomar dos valores: 4 o —4. Tenemos entonces dos posibilidades: 1/x = 4, que nos da la
solucién x = 1/4;y 1/x = —4, que nos da la solucién x = —1/4. Se tiene entonces

@) = (=1/4,1/4).

Ejemplo:
Calcular f~!(3), donde f(x) = —x* + 5x — 4.
La ecuacién que hay que resolver es —x> + 5x — 4 = 3, que se vuelve —x*> + 5x — 7 = 0, al
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igualar a cero. Al usar la formula cuadritica, se observa que el discriminante (la parte de la
férmula que queda adentro de la raiz cuadrada) es: b*> — 4ac = 25 — 4(—=1)(=7) = -3. Esto
implica que la ecuacion no tiene solucidén (puesto que para que la hubiera tendriamos que
calcular V=3, que no existe en R). Asi, f~1(3) = 0.

Ejemplo:

Calcular £~1(0), donde f(x) = x> —4x +2

En cursos mds avanzados, se puede ver que no hay una férmula que resuelva la ecuacion
f(x) = 0. No es que la férmula no se haya descubierto atn, sino que se ha probado que
no puede existir. En este caso, es imposible resolver directamente el problema de la funcién
inversa. Hay otros métodos (que se entienden bien a partir de la grafica, aunque requieren mas
herramienta de la que tenemos hasta el momento) que permiten encontrar aproximaciones a
la solucién, pero nada mas.

3.3.1. Ejercicios de la seccion
1. Sean X = {a,b,c,d} y Y = {1,2,3,4}. Encuentra una funcién f : X — Y tal que f~'(2)
tenga dos elementos.

2. Sean X = {a,b,c,d} y Y = {1,2,3,4}. Encuentra una funcién g : X — Y tal que
-1
g 3)=0.

3. Sean X ={a,b,c,d} y Y =1{1,2,3,4,5}. { Es posible encontrar alguna funcién f : X —
Y tal que £~1(1), £71(2), £7'(3), f~'(4) y £7'(5) sean todos distintos del conjunto vacio?
Argumenta tu respuesta.

4. Sea f la funcién constante 2, es decir, f(x) = 2 para cualquier x € R. Encuentra f~!(2)

y f71(=2).
5. Calcula la preimagen de cada funcion para los puntos indicados.
a) f:[0,00) — R dada por f(x) = x*,y = 1.
b) f(x)= Vx,y=-234
¢) gx)= Vx+1,y=-2,-1,0.
d) h(x)=|x+2|-1,y=-3,-2,0.
e) p(x)=x(x-2),y=-1,0,1.
g =1¥Ly=1/21
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2) f)=(x+1)*+1,y=17, 24.
h) g(x)=2x*—12x+8,y=-12,-10,-8
i) h(t) =12x—-1],y=-1,0,5

1
N g(f) = —— +2,y=2.3,10
7 q() L1 ty=23

6. Encuentra una funcién f tal que f~'(2) = 0 pero f~'(c) # 0 para toda ¢ # 2. Sugeren-
cia: define a f por pedazos, o bien, modifica adecuadamente la funcion f(x) = 1/x.

7. Encuentra una funcién f tal que f~'(3) = [-1, 1]y f~!(c) tenga exactamente un ele-
mento para ¢ # 3.

8. Encuentra una funcién f tal que f~!(c) sea un intervalo, para una infinidad de ¢ € R.
Sugerencia: busca a f entre los ejemplos de esta seccion.

9. Uno podria pensar que f~!' f({x}) = {x}. Desafortunadamente esta igualdad no siempre
es cierta. En este ejercicio se presenta un ejemplo donde f~'(f({x})) 2 {x}. Sea f(x) =
[x]. Demuestra que, £~'(f({1})) # {1}.

10. Sea f(x) = [x]. ;Existe algtn valor de a para el cual f~!(a) consista de dos elementos?

3.4. La preimagen de un conjunto

Esta seccion generaliza lo estudiado sobre imédgenes inversas en la anterior, para cualquier
subconjunto B del codominio de una funcion.

Definicion 18. Sea f : X — Y una funcién y B C Y. La preimagen (o imagen inversa) de B
es el conjunto definido por la igualdad

(B = {x € X|f(x) € B).

Observacion 2. Si B consiste de un solo punto, es decir, si B = {y}, entonces f~'(B) = f~!(y),
la preimagen de y bajo f. Esto muestra que, en efecto, estamos generalizando el concepto de
preimagen de un punto visto en la seccién anterior.

Observacién 3. Si B = Cod(f) entonces f~'(B) = Dom(f). Esto sucede siempre, ya que por
definicion se tiene que, dada x € X, entonces f(x) € Cod(f) = B.
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Intuitivamente, la preimagen de un conjunto B consiste de todos los puntos del dominio que,
bajo la funcién, van a dar al conjunto B.

Graficamente, la preimagen de un intervalo (a, b) corresponde a la parte de la grafica de f que
queda comprendida entre las dos rectas horizontales y = a y y = b. Més precisamente, a la
proyeccion de esta parte de la grafica sobre el eje x. A continuacién, se muestra graficamente

que, para f(x) = /x, se tiene que ! ((1,2)) = (1,4).

Figura 3.8: f7'(1,2) = (1,4)

El siguiente ejemplo nos muestra graficamente que la preimagen de un intervalo no nece-
sariamente es un intervalo. Si f(x) = x> y B = [1,4], podemos observar grificamente que
f_l(B) = [_2’ _1] U [192]

Figura 3.9: f~1(1,4) = [-2,-1] U [1,2]
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En muchas aplicaciones, el conjunto B serd un intervalo. Esto sucede, a veces, cuando se
quiere que el valor de una funcién caiga entre dos extremos. Por ejemplo, si f es la funcion
que relaciona el tiempo en una ciudad con la temperatura ambiente, puede ser util saber
en qué momentos la temperatura estd entre los 15 y 25 °C. En lenguaje matematico, esto
corresponde a calcular f~'[15,25].

Regresando a la teoria, si B = (a, b), se tiene que f~(B) = {x € Dom(f)la < f(x) < b}. Asi,
para calcular esta imagen inversa es necesario resolver las desigualdades

a< f(x)<b.

Es un ejercicio para el lector modificar apropiadamente esta desigualdad cuando el intervalo
B es cerrado, semi abierto o de los tipos (—oo, b), (a, ).

Como en el caso de f~'(y), la dificultad de resolver esto varia enormemente, dependiendo
sobre todo de la regla de correspondencia de f, y en algunos casos de los valores de a y
b. Veremos a continuacién algunos ejemplos que ilustren algunas de las dificultades que
aparecen.

Calcular f7'[2,3), para f(x) = 5x + 1.

En este caso, buscamos las x € R tales que 2 < 5x + 1 < 3. Restando 1 en cada uno de los
miembros de esta desigualdad, se tiene 1 < Sx < 2, y al multiplicar la expresién por 1/5, se
obtiene 1/5 < x < 2/5. En conclusién, £~'[2,3) = [1/5,2/5).

A continuacion se presenta otra funcion donde la preimagen de un intervalo no es un interva-
lo. Sea f(x) = 1/x. Veremos que f~!(-1, 1) no es un intervalo.
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Figura 3.10: f~!(=1,1) = (oo, —1) U (1, 0)

En el dibujo se observa que f~!(=1,1) = (o0, —1) U (1, o0). Como habiamos prometido, se
tiene una funcién y un intervalo de manera que su imagen inversa no es otro intervalo (sino
una union de ellos). Desde luego, también es posible desarrollar este ejemplo por medio de
desigualdades. Esto es uno de los ejercicios del final de la seccion.

¢En qué casos se tiene que f~'(B) = 0? Esto s6lo puede pasar en el caso en el que, para
cualquier x € Dom(f), se tenga f(x) ¢ B. Esto es, que B y Ran(f) no tengan ningtin punto
en comun, o en otras palabras, B N Ran(f) = (. También es cierto que si B N Ran(f) = 0,
entonces f~'(B) = 0. En este caso, dado cualquier x € Dom(f), se tiene que f(x) € Ran(f)y
por lo tanto f(x) ¢ B, de donde f~!(B) = 0. En resumen, se tiene que

f(B) =0 @ BnRan(f) = 0. (3.2)

3.4.1. Ejercicios de la seccion

1. En el texto de esta seccion, se omitieron deliberadamente explicaciones sobre lo que es
f~1(B) desde el punto de vista de la tabla y de la funcién vista como maquina. Propor-
ciona dichas explicaciones. Apdyate con ejemplos de las funciones mas conocidas.
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2. Considera la funcion f dada por el siguiente diagrama:

Encuentra f~a}, f~Yc}, f~'{e}, fa, b}.
3. Explica grificamente las afirmaciones de (3.2).

4. Escribe desigualdades que garanticen que x € f'(B), donde B es alguno de los si-
guientes tipos de intervalos: [a, b], [a, b), (a, b], (=00, b), (—c0, b], (a, =), (a, o).

5. Calcula, por medio tinicamente de desigualdades, f~!(~1,1), donde f(x) = 1/x. No
olvides considerar que es posible que x < 0 aun cuando no haya ningiin signo negativo
delante de la variable.

6. Calcula las siguientes imdgenes inversas, para la funcion y el conjunto (o conjuntos)
indicados:

a) f(x)=x, B=[-1,2.5).
b) g(x)=0,A=1{0}, B=R, C =[1,0).

¢) h(x) = x2, B =[4,9].

d) f(x)=[x],A=[0,1], B=(0,1],C =[0,1), D = (0, 1).
e) p(x)=x—[x], A ={1/2}, B=[1/4,3/4].

) qx) =11/x[,A=[-2,-1], B={0},C = [-1,1).

7. Sea f(x) = |x|. ;Para qué valores de a € R se tiene que f~'[a, 100] es un intervalo?
¢Para qué valores de a € R se tiene que f~'[a, 100] no es un intervalo?

8. Misma funcidn y preguntas que en el ejercicio anterior, para el intervalo abierto (a, 100).

9. Sea f(x) = [x], la funci6n mayor entero. Encuentra un intervalo (a, b) para el cual

' (f(a, b)) # (a,b).
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10. A partir del ejercicio anterior, concluye que la igualdad f(f~'(A)) = A no siempre se
da.

3.5. Funciones inyectivas y suprayectivas

Los conceptos de inyectividad y suprayectividad serdn muy ttiles en el capitulo correspon-
diente a funciones inversas. Mas alld de eso, los conceptos son importantes por si mismos,
pues reflejan propiedades importantes de la funcidn, que se manifiestan también en los diver-
sos aspectos que hemos venido analizando de una funcién: regla de correspondencia, tabla y
grafica.

Observa las cuatro funciones siguientes:

Z

0 8 a

1 b

a) b) 2 > C
3 I>< > d

4 e

f

Z

0 p 0 q a

1 b 1 b

c) 2 > C d) 2 > C
s >y ol . d

4 e 4 e

f

Figura 3.11: f, g, p, q.

3.5.1. Funciones inyectivas

Observa que, en la figura 3.11 las funciones f y g (de los incisos a y b) cumplen con la
siguiente propiedad:
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1) Elementos distintos del dominio estan relacionados con elementos distintos del codominio;
es decir, si a y b son elementos de Dom(f) con a # b, entonces f(a) # f(b).

Ahora bien, esto ultimo es equivalente a
1’) Si f(a) = f(b) entonces a = b.

Definicion 19. Si f es una funcién que cumple la propiedad 1 (o, equivalentemente, la pro-
piedad 1), se dice que f es una funcién inyectiva o uno a uno.

De acuerdo con esto, las funciones f y g de los incisos a y b son inyectivas, puesto que no
hay dos flechas que apunten al mismo elemento del codominio. Por otro lado, la funcién p
del inciso ¢ no es inyectiva, puesto que 0 y 4 (que son elementos distintos del dominio) estdn
relacionados con el mismo elemento » del dominio. Dicho de acuerdo a la propiedad 1’:
p(0) = p(4) pero 0 # 4. De manera similar, se ve que la funcién ¢ del inciso d no es inyectiva,
puesto que hay dos elementos distintos en el dominio (3 y 4) que estdn relacionados con el
mismo elemento del codominio: d. Veamos otro par de casos:

Ejemplo de una funcion no inyectiva:

Sea f(x) = x%, uno de nuestros caballitos de batalla. Esta funcién no es inyectiva porque
no cumple la propiedad 1: 2 # -2 pero f(2) = 4 = f(-2). Asi, tenemos dos elementos
distintos en el dominio que estdn relacionados con el mismo elemento del codominio. Es
posible observar directamente que f no satisface 1’: f(2) = f(—2) no implica 2 = -2.

Ejemplo de una funcion inyectiva:

Sea g(x) = 2x + 1. Veamos que g satisface la propiedad 1°: Supongamos que a,b € R son
tales que g(a) = g(b). Entonces 2a + 1 = 2b + 1. Restando 1 de ambos lados se tiene 2a = 2b,
y dividiendo entre 2 ambos lados, concluimos que a = b. Es decir, si g(a) = g(b) entonces
a = b (esto es, g satisface la propiedad 1’). Se concluye que g es una funcién inyectiva.

Veamos cémo se refleja la inyectividad de una funcién en los conjuntos f~!(y), en la tabla y
en la grafica de una funcion.

Conjuntos f~'(y)

Sea f una funcién inyectiva. De acuerdo a la propiedad 1°, si f(a) = f(b) entonces a = b.
Esto implica que la preimagen de un punto y en el codominio es vacia (si y ¢ Ran(f)) o
consiste de un solo punto (si y € Ran(f)).

Inversamente, si f es una funcién tal que f~!(y) es vacio o consiste de un solo punto para
cualquier y € Cod(f), entonces f cumple la propiedad 1’ (ya que si f(a) = f(b) entonces
a,b € f7\(y), donde y = f(a) = f(b); como f~!(y) tiene un solo elemento, se concluye que
a = b) y por lo tanto es inyectiva.
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Tabla

De acuerdo a la regla 1, si f es una funcion inyectiva, elementos distintos del dominio estdn
relacionados con elementos distintos del codominio. Esto quiere decir que en la tabla de f,
no aparece dos veces el mismo elemento en la columna derecha.

Inversamente, si f es una funcion tal que ningiin elemento de la columna derecha aparece
repetido, entonces necesariamente elementos distintos del dominio estan relacionados con
elementos distintos del codominio; esto es, f es inyectiva.

Grafica

Si f es una funcion inyectiva, elementos distintos del dominio tienen imagenes distintas. Esto
significa que a elementos distintos del eje x le corresponden distintas alturas en la grafica. De
otra manera: no hay dos elementos distintos del dominio que tengan asociada la misma altura.
Esto implica que cualquier recta horizontal cortard la grafica de f a lo més una vez.

Inversamente, si f es una funcion con la propiedad de que cualquier recta horizontal corta su
grifica a lo mds una vez, se concluye que no hay dos elementos del dominio con la misma
imagen; es decir, f es inyectiva.

3.5.2. Funciones suprayectivas

Refiriéndonos a la figura 3.11, observa que las funciones f y p de los incisos a y ¢ cumplen
la siguiente propiedad:
2) Dada y € Cod(f) existe x € Dom(f) tal que f(x) = y.

Nota también que las funciones g y ¢ de los incisos b y d no tienen esta propiedad. En el caso
de g, dado e € Cod(g) (0 z) no existe algtin elemento del dominio cuya imagen sea e. En el ca-
so de la funcidn ¢, ni z ni a ni e cumplen con la propiedad 2, de modo que g no es suprayectiva.

Definicion 20. Si una funcién f cumple la propiedad 2, se dice que f es una funcién supra-
yectiva o sobreyectiva, o simplemente sobre.

Veamos otros dos ejemplos de funciones suprayectivas y no suprayectivas.

Ejemplo de una funcion suprayectiva

Sea f(x) = —4x + 2. Para verificar que f es una funcién suprayectiva, hay que tomar un
elemento arbitrario y € Cod(f) = Ry encontrar x € Dom(f) = R tal que f(x) = y. Asi,
necesitamos encontrar x tal que f(x) = y; es decir, —4x + 2 = y. Despejando x de esta
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) _
ecuacion se tiene que x = y_4 Finalmente verificamos que f(x) = y. En efecto, f ())—4) =

-2

—4(y—4)+2:y—2+2:y.

Ejemplo de una funcion no suprayectiva

Sea f(x) = [x]. Necesitamos ver que f no cumple la propiedad 2; esto es, necesitamos ver

que existe algin y € Cod(f) que no se puede ver de la forma f(x), para ninguna x € Dom(f).
1

Como sabemos que [x] es siempre un entero, si tomamos y = —, se tiene inmediatamente que

y no es de la forma f(x), para ningun x € Dom(f). Esto muestra que f no es suprayectiva.
Desde luego, hay otros valores de y que también muestran que f no es suprayectiva; de hecho,
cualquier valor no entero de y sirve.

A continuacion, estudiaremos el concepto de suprayectividad desde los otros puntos de vista
que hemos estudiado las funciones.

Conjuntos f~'(y)

Sea f una funcién suprayectiva. De acuerdo a la propiedad 2, dado y € Cod(f) existe x €
Dom(f) tal que f(x) = y. Esto es, x € f~!(y), y por lo tanto f~!(y) # 0. Inversamente, si
f es una funcién con la propiedad de que f~!(y) # 0 para cualquier y € Cod(f), entonces
(para cualquier y € Cod(f)) existe una x € Dom(f) tal que f(x) = y, y por lo tanto f
es suprayectiva. Estas dos afirmaciones muestran que una funcién f es suprayectiva si y
solamente si para cualquier y € Cod(f) se tiene que f~!(y) # 0.

Tabla

Es un ejercicio para el lector determinar qué propiedades tiene la tabla de una funcién f
suprayectiva. Como sugerencia, piénsese en qué significa la suprayectividad de f en términos
del parrafo anterior. Un ejercicio complementario consiste en determinar qué propiedad debe
tener la tabla de una funcién f para que ésta sea suprayectiva.

Grifica

Sea f una funcidén suprayectiva, y yo € Cod(f). Dado que existe x € Dom(f) tal que f(x) =
Yo, se tiene que el punto (x, yy) estd en la grifica de f. Esto es, la grifica y la recta horizontal
Y = Yo se cortan.

Inversamente, si f es una funcién con la propiedad de que para cualquier y, € Cod(f), la
recta horizontal y = y, intersecta a la grafica de f en un punto (x, y), entonces x es tal que
f(x) = yypor lo tanto f es suprayectiva.

En resumen: una funcion f es suprayectiva siy solo si cualquier recta horizontal que corta al
eje y en un punto de Cod(f), corta a la grafica de f.
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Rango de f

Sea f es una funcion suprayectivay y € Cod(f). Entonces existe x € Dom(f) tal que f(x) = y;
es decir, y es un elemento de Ran(f). En otras palabras, Cod(f) € Ran(f). Como la conten-
ciéon Ran(f) € Cod(f) siempre es cierta, se tiene entonces que Cod(f) = Ran(f). Inversamen-
te, si f es una funcién tal que Cod(f) = Ran(f), entonces dado un elemento del codominio y,
se tiene que y es también un elemento del rango. Asi, existe x € Dom(f) tal que f(x) =y, y
por lo tanto f es suprayectiva. Esto muestra que para una funcién f, son afirmaciones equi-
valentes que f sea suprayectiva y que Cod(f) = Ran(f).

3.5.3. Ejercicios de la seccion

1. Considera la funcion que a cada automovil le asocia su nimero de placas (para que
esto sea funcion, suponemos que no hay ningin automévil que no tenga placas). Defi-
niendo el codominio de f como el conjunto de todas las placas posibles, responde las
siguientes preguntas: ;Es ésta una funcién inyectiva? ;Es suprayectiva?

2. Encuentra una funcién con dominio R que sea inyectiva pero no suprayectiva.
3. Encuentra una funcion con dominio R que sea suprayectiva pero no inyectiva.

4. Considera la funcién f : R — R dada por f(x) = (x + 1)> — 2. ;Es inyectiva? ;Es
suprayectiva?

5. Considera la funcién g : R — [-2, c0) dada por g(x) = (x + 1)* — 2. ;Es inyectiva? ;Es
suprayectiva? Compara con el ejercicio anterior.

6. Sea f : R — R la funcidn con regla de correspondencia f(x) = |x — 3|. ;{Es inyectiva?
(Es suprayectiva?

7. Sea g : (—00,3] — R la funcién con regla de correspondencia g(x) = |x — 3|. (Es
inyectiva? ;Es suprayectiva? Compara con el ejercicio anterior.

8. Escribe un criterio para que una funcién sea suprayectiva a partir de su tabulacion.
Justifica tu afirmacion.

9. Di si las siguientes funciones son inyectivas o suprayectivas. Argumenta tus respuestas.
a) f(x) =x
b) g(x) =2
c) q(t) = 1300x — 1234
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d) h:R — Z dada por h(x) = [x].
e) j:R\ {0} = R\ {0} dada por j(x) = 1/x.
) pty=r.

g) f(D), donde f es la funcion que al cuadrado de lado [/ le asocia la longitud de su
diagonal. Sugerencia: ;Quiénes son Dom(f) y Cod(f)?

h) P(r), donde P es la funcién que al circulo de radio r le asocia su perimetro. Suge-
rencia: ver ejercicio anterior.

i) f(x), donde f es la funcién que a cada nimero real x le asocia su distancia al
nimero —3. Sugerencia: encontrar una expresion para la regla de correspondencia
de f usando valor absouto. Ver también ejercicios anteriores.

Jj) f(]), donde f es la funcidon que al cubo de lado [ le asocia su numero de aristas
(una arista es el borde de una de las caras).

10. Sea f : A — B una funcién. Definamos g como la funcién g : A — Ran(f) que
tiene la misma regla de correspondencia que f (es decir, f y g s6lo difieren en el
codominio; tienen el mismo dominio y la misma regla de correspondencia). Muestra
que g es suprayectiva.

3.6. Ejercicios del capitulo

1. Di si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas. Justifica tu respuesta.
a) La funcién f : R — N dada por f(x) = [x] es suprayectiva pero no es inyectiva.

b) El que una funcién sea inyectiva depende tnicamente de la regla de correspon-
dencia, no del dominio o codominio.

¢) Siuna funcién no es inyectiva, entonces necesariamente es suprayectiva.
d) Hay funciones que son inyectivas y suprayectivas a la vez.
e) Si f esuna funcién tal que Cod(f) = Ran(f), entonces f es inyectiva.

2. Sea f una funcién. ;Quién es f(0), la imagen del conjunto vacio?

3. La funcioén c(7) le asocia a la duracion ¢ de una llamada telefonica, su costo en pesos.
En términos de dinero, ;qué interpretacion tiene Ran(c)?
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10.
11.

12.

13.

14.

15.

Sea f : R — R una funcion tal que Ran(f) consiste de un solo elemento. ; Qué se puede
decir de la funcién f?

Encuentra una funcién cuyo dominio sea R y cuyo rango sea el conjunto (—co, —1] U
[2, o0). Sugerencia: define la funcion por pedazos.

Encuentra una funcién cuyo dominio sea R y cuyo rango sea el conjunto [-3, -1]U{2}.
Sea g(x) = |x|. Encuentra dos intervalos distintos A y B tales que g(A) = g(B).
Considera la funcién E que a cada mexicano le asocia el estado de la republica donde
nacio.
a) Encuentra Dom(E) y Cod(E).
b) {Qué caracteristica comparten los ciudadanos que pertenecen al conjunto E~!(Oaxaca)?

¢) (Qué imagen inversa representa a los ciudadanos que nacieron en la peninsula de
Yucatdn?

Sea f: R\ {0} — R dada por f(x) = 1/x. Encuentra dos conjuntos distintos A y B tales
que f7'(A) = f7'(B).

Encuentra dos intervalos A y B tales que f~'(A) = f~'(B), donde f(x) = x°.

Considera la funcién 1
l .
EX -3 S} x < -1
flx) = X si—1<x<?2
-x+4 si2<x

a) Encuentra un intervalo cerrado I tal que f~!(/) consista de un solo punto. Observa
que esto no muestra que f sea una funcion constante.

b) (Es posible encontrar un intervalo abierto I tal que f~'(I) consista de un solo
punto? Explica.

[OpcionaL] Sea f : X — Y una funcién, y A C X, B C Y. Muestra que f(f~'(B)) C B,
yA C f(f(A)).

Sea A ={a,b,c}y B=1{1,3,5,7}. (Es posible encontrar una funcién inyectiva f : A —
B? (Es posible encontrar una funcién suprayectiva g : A — B?

Sean A y B como en el ejercicio anterior. ;Es posible encontrar una funcion inyectiva
p : B — A? ;Es posible encontrar una funcion suprayectiva g : B — A?

Encuentra una funcién f : (-5, 10) — [—1, 1] que sea suprayectiva pero no inyectiva.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Muestra que la funcién f : N — Z con regla de correspondencia

n .
B S1 7 €s par

f(n) =

—_

2 sinesimpar

N|

es suprayectiva. Esto muestra, intuitivamente, que hay al menos tantos nimeros natu-
rales como enteros, a diferencia de lo que uno podria pensar: que hay “el doble” de
enteros que de naturales.

Encuentra un intervalo (lo més grande posible) donde la funcién f(x) = x — [x] sea
inyectiva.

Calcula £~'(0) y f71(1/2), donde f(x) = x — [x]. Este ejemplo muestra que f~! puede
ser un conjunto infinito adn si la funcién no es constante en ningin intervalo.

Encuentra una funcién f : R — R con la propiedad de que f~'(0) consista de exacta-
mente tres elementos. Sugerencia: empieza por esbozar la grafica de la funcion.

Encuentra una funcién f : R — Ry valores a, b, ¢ € Ran(f) tales que f~!(a) consista
de un elemento, f~!(b) consista de dos elementos y f~(3) consista de tres elementos.

(Es posible construir una funcién f : [0, 10] — R tal que Ran(f) = {-2,0,1}? Si es
posible da un ejemplo, si no es posible explica por qué.

Encuentra una funcién suprayectiva tal que Ran(f) = {0}. Sugerencia: ;Quién debe ser
Cod(f)?

Encuentra una funcién inyectiva tal que f~!(1) = Dom(f). Sugerencia: ;Quién debe
ser Dom(f)?

Sea f : X — Y una funcién inyectiva. Si A, B C X son distintos, muestra que f(A) #

f(B).

Sea f : X — Y una funcién suprayectiva. Demuestra que entonces f~'(A) # f~1(B) si
Ay B son dos subconjuntos distintos de Y.

Si una funcién es inyectiva y suprayectiva, se dice que es biyectiva. {Qué propiedades
tiene la gréfica de una funcidn biyectiva?

SeaA ={1,2,3,4}y B={a,b,c,d,e}. {Es posible encontrar una funcion biyectiva con
dominio A y codominio B? ;Con dominio B y codominio A?



116 Capitulo 3. Rango y preimagen

28. Basdndote en su grafica, muestra que la funcion

X six<O0
f(x)—{ —x* six>0

es biyectiva.

29. A partir de la regla de correspondencia, muestra que la funcién f(x) = Sx — 12 es
biyectiva.

30. Muestra que para cualquier intervalo /, la funcion identidad id : I — I es biyectiva.



Capitulo 4

Funciones de la forma f(x) = mx + b

En este capitulo estudiaremos funciones de la forma f(x) = mx + b, donde m y b son cons-
tantes reales. Observa que mas que estudiar caso por caso, estamos analizando una familia
completa de funciones. Este enfoque tiene la ventaja de ser muy general, ademas de que es
muy utilizado en cursos posteriores (por ejemplo, se puede decir que el curso de Calculo
diferencial consiste en estudiar las funciones diferenciables, o que el curso de Algebra lineal
consiste de estudiar las funciones lineales).

4.1. Grafica de funciones del tipo f(x) = mx + b

Antes de comenzar propiamente el estudio de las funciones del tipo f(x) = mx + b, queremos
asegurarnos que se entiende qué funciones estudiaremos. Algunas funciones concretas de esta
forma son f(x) =2x+ 8, g(x) = x+ 7, h(x) = =5x -3, p(x) = —x, g(x) = —4, r(x) = 2 — 8x.
Es un ejercicio sencillo (pero importante) determinar los valores de m y b en cada uno de los
ejemplos anteriores.

Como veremos, las similitudes en las reglas de correspondencia de estas funciones tienen
consecuencias sobre sus graficas, que pueden ser determinadas a partir de los valores de
my b. Si el lector estd ya razonablemente seguro de entender cudl es el tipo de funciones
que estudiaremos, puede seguir leyendo. En caso contrario, le pedimos que dé mas ejemplos
numeéricos hasta que el concepto sea claro.

Veamos qué se puede decir de una funcidn del tipo f(x) = mx + b en general; es decir, sin
conocer especificamente los valores de m y b. Dada f(x) = mx + b, notemos que la variable

117
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x puede tomar cualquier valor, dado que no hay ninguna restriccion sobre ella. En otras
palabras, Dom(f) = R. El codominio, como es usual, es R. Asi, para cualquier funcién f de
este capitulo (salvo algunos casos en la seccion de aplicaciones donde aparecen restricciones
a partir del contexto), se tiene f : R — R.

Ya hemos estudiado algunos casos de este tipo de funciones, como las constantes, que tienen
la forma f(x) = Ox+b = b (en estos casos m = 0), o la funcion identidad, Id(x) = x, en donde
m = 1y b = 0. Para refrescar ideas, incluimos a continuacion sus graficas.

fo)=b

AN
~

Id(x)=x

Figura 4.1: Las gréficas de f(x) = beld

Como vimos arriba, si m = 0 se tiene que f es una funcién constante y por lo tanto no
inyectiva. {Qué pasa en los casos en los que m # 0?7 Si f(x) = f(y) se tiene mx + b = my + b,
de donde mx = my y por lo tanto x = y (observa que para poder cancelar la m es crucial que
sea distinta de cero). Esto es, la funcidon f(x) = mx + b es inyectiva siempre que m # 0.

Analicemos ahora la suprayectividad: si m = 0 se tiene la funcion constante, que no es
suprayectiva. Veremos que este es el inico caso en el que f(x) = mx+b no es suprayectiva. Si
m # 0, dado y € Cod(f) = R, buscamos un nimero x € Dom(f) = R tal que f(x) = y. Estoes,

buscamos x tal que mx + b = y. Despejando x de esta ecuacion, obtenemos x = , lo cual

-b -b
tiene sentido ya que m # 0. Verificando, f(x) = f(y—) =m (y_) +b=Q-b)+b=y.
m m

Esto muestra que, para m # 0 se tiene que f(x) = mx + b es suprayectiva.
Tenemos entonces ya bastante informacion sobre las funciones de la forma f(x) = mx + b.
Hasta el momento, sabemos que tienen dominio y codominio R y que, si m = 0 se trata de una

funcion constante, mientras que si m # 0 se tiene una funcidn biyectiva (es decir, inyectiva y
suprayectiva).
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Papel de b

En un primer momento, analizaremos el papel que juega b. En la seccion 2.3, vimos que al
sumar una constante a la regla de correspondencia de una funcion, lo que sucede es que la
gréfica sube (si la constante afiadida es positiva) o baja (si la constante afiadida es negativa).
Recordamos esto por medio del siguiente dibujo, donde aparecen las graficas de f(x) = 2x+b,
conb=-2,-1,0,1, 2.

b=2

< % Zfﬁﬂ
7/

g

Figura 4.2: Gréaficade f(x) =2x+b,conb=-2,-1,0,1,2

Ahora bien, esto no nos da ninguna referencia sobre una funcion en particular. Es decir, con
lo que sabemos hasta ahora podemos estar seguros de que la gréafica de p(x) = 2x+7 esta dos
unidades arriba de la gréafica de la funcién g(x) = 2x + 5. Sin embargo, no podemos saber a
qué altura estd cada una de ellas sin tabular.

La cuestion aqui es que hay un valor para x para el cudl es muy simple encontrar su imagen.
Se trata de x = 0. En efecto, para cualquier funcién de la forma f(x) = mx + b, se tiene que
f(0) = m(0) + b = b. Es decir, la gréfica de f pasa por el punto (0, b).
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f(x)=mx+b

(0.b)

/

A

~

Figura 4.3: Gréficade f(x) = mx + b

Nota que aunque el dibujo estd trazado suponiendo que b > 0, en realidad la constante b
puede tomar cualquier valor en R, de modo que puede ser también negativa (o cero). En los
ejercicios analizaras las gréaficas de todas las combinaciones posibles para m y b positivas,
negativas o cero.

Papel del signo de m

Analicemos ahora el papel que juega el signo de m. En otras palabras, si tenemos varias
funciones con la misma b pero m de distinto signo, ;cémo varian sus graficas? Para simplificar
(aunque sin perder generalidad) estudiaremos las funciones del tipo f(x) = mux; es decir,
cuando b = 0. Por lo que vimos en el parrafo anterior, sabemos que todas ellas pasan por
el punto (0,0) (hecho que, de todas formas, se puede verificar en caso de duda). Démosle
algunos valores a m para poder observar como cambia la grafica.

En el siguiente dibujo, se aprecian las graficas de f(x) = mx para los valores de m =
-2,-1,0, 1,2, mismas que puede reconstruir, paso a paso, el lector minucioso.
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m=2

m==2

Figura 4.4: Gréafica de f(x) = mx,conm = -2, -1,0, 1,2

(,Qué se puede decir, entonces, de cémo afecta el valor de m a la grafica de la funcién?

asandonos en los ejemplos de arriba, es factible pensar que el sieno de m determina si la
B d 1 los d b factibl | d det 1
gréfica de la funcién “sube” o “baja” (es decir, si f es creciente o decreciente, respectivamen-
te).

En efecto, si x < y entonces mx > my (recordando que, en este caso, m < 0y por lo tanto
hay que invertir el sentido de la desigualdad al multiplicar por m). Es decir, x < y implica
f(x) > f(y), lo cual corresponde a la definicion de una funcidn decreciente.

También es posible mostrar que si m > 0 entonces f es creciente: x < y implica mx < my
(en este caso m > 0 de modo que no hay que invertir la desigualdad). Es decir, x < y implica
f(x) < f(y), lo que corresponde a la definicion de una funcién creciente.

Resumimos estos argumentos en la siguiente tabla:

m >0 | f creciente
m =0 | f constante
m < 0 | f decreciente

Papel de m (mas alla del signo)

Pareceria, sin embargo, que podemos extraer mas informacién del valor de m que tomando
en cuenta solamente su signo (que fue lo que hicimos arriba). Con este fin, comparemos las
grificas de f(x) =mxconm =2y m = 4.
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g(x)=4x

f(x)=2x

Figura 4.5: Gréficas de f(x) = 2x, g(x) = 4x

Observemos que, cuando m = 2, la grafica “sube” dos unidades por cada unidad que crece x.
Por ejemplo, cuando x = 0 tenemos el punto sobre la grafica (0,0) y cuando x = 1 tenemos
el punto sobre la grafica (1,2). Esto es: al aumentar la primera coordenada en 1, la segunda
aumento en 2. Esto se repite para cualesquiera otros puntos sobre la recta, no es exclusivo de
x =0y x = 1. En cambio, para g, donde m = 4, se tiene que la grafica “sube” cuatro unidades
por cada unidad que crece x.

En general, el valor de m nos indica cudntas unidades sube la gréifica por cada unidad que
crece x. Esto se ve analizando dos puntos sobre la grafica de f(x) = mx: cuando x = 0
y cuando x = 1, de donde se obtienen, respectivamente, (0,0) y (1,m). Un poco mds en
general, para x y x + 1 se obtienen los puntos (x,mx) y (x + 1,m(x+ 1)) = (x + 1,mx + m), lo
que muestra que cada que crece x en una unidad, la grafica sube m unidades.

f(x)=mx
mx+m
b
mx

X x+1

Figura 4.6: f(x) = mx sube m unidades por cada unidad que avanza



4.1. Grafica de funciones del tipo f(x) = mx + b 123

Observa que todo este andlisis sigue siendo vélido si le damos a m valores negativos. Por
ejemplo, si m = -2, se tiene que cada que crece x en una unidad, la grifica “sube” -2
unidades: interpretamos “subir —2 unidades” como “bajar 2 unidades”.

Resumiendo todo esto, se tiene que el valor de m nos dice cudnto “sube” la grafica (si m > 0)
o cuanto “baja” (si m < 0) por cada unidad que aumenta x. Hay otras maneras de redactar
esta afirmacion, todas equivalentes, que se analizan en los ejercicios de esta seccion.

A continuacion, veremos otra explicacion (por medio de ejemplos) del papel de m en la
funcién f(x) = mx + b. Consideremos la funcioén f(x) = 2x — 1. Por lo que hemos visto hasta
el momento, sabemos que f es una funcién con dominio y codominio R, que es biyectiva y
que es creciente (porque m > 0). Podemos encontrar su grafica tabulando, como aprendimos
en el capitulo 2. Esto da algo asi:

/f (0)=2x-1

Figura4.7: f(x) =2x -1

Observemos el tridngulo que se forma entre los puntos de la gréafica (1,1), (4,7) y (4, 1).
Notemos que el lado horizontal tiene una longitud de 3 unidades, mientras que el lado vertical
mide 6 unidades. Esto esta de acuerdo con la explicacion del parrafo anterior, donde deciamos
que por cada unidad que se incrementa x, la grifica sube m = 2 unidades. En este caso
particular, x aument6 3 unidades y la grafica “subi6” 6 unidades (2 unidades por cada unidad
que aumento x).

Otra manera de ver esto es notar que al hacer la division de lo que “sube” la grafica (6
unidades) entre lo que avanzé la x (3 unidades), se obtiene 2, que es m. Uno podria pensar
que esto es casualidad, pero no es asi. A continuacion, trataremos de explicar esto de manera
mas general, usando Unicamente letras para representar los nimeros (y parejas de letras para
representar los puntos en el plano).
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Sea f(x) = mx + b, y considera los puntos P = (x,mx + b),y Q = (x + a,m(x + a) + D).
Observa que tanto P como Q tienen la forma (x, f(x)), de manera que pertenecen a la grafica
de f.

f(x)=mx+b

m(x+a)+b+ - ------------
O=(x+a, m(x+a)+b)

P=(x,mx+Db)
mx+b +-------

S

b - ___23
=
+b - - -
N}

Figura 4.8: Gréficade f(x) = mx + b

Nota que el lado horizontal de este tridngulo mide a unidades, mientras que su lado vertical
mide ma unidades, de manera que al hacer la division de lo que “sube” la grafica entre lo que
avanza la x, se tiene

Esto muestra que la afirmacién del ejemplo es efectivamente general (ya que las constantes
m, a 'y b son arbitrarias; es decir, son nimeros cualesquiera, con la tinica condicion de que
a # 0, para que Py Q sean efectivamente dos puntos distintos).

Este es tal vez el primer ejemplo en el que tratamos las cosas con tanta generalidad. Si en una
primera lectura el estudiante lo encuentra sin sentido, le puede dar valores arbitrarios a m, a
y b (con las restricciones m # 0, a # 0), y repetir la explicacion las veces que sea necesario
hasta que encuentre lo que es comun a todas ellas: que al dividir lo que “sube” la grafica entre
lo que “avanza” la x siempre se obtiene m (incluso para 0 o valores negativos de m, a o b).
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4.1.1. Ejercicios de la seccion
1. En el texto vimos que, para f(x) = mx por cada que x aumenta en una unidad, la grafica
de f sube m unidades. Convéncete de que esto es lo mismo a decir:
a) Cada que x disminuye una unidad, la gréifica “baja” m unidades.
b) Cada que x aumenta n unidades, la grafica “sube” mn unidades.

2. Haz un esbozo de la grafica de f(x) = mx + b de acuerdo a cada una de las siguientes

condiciones:

a) m>0,b>0 dm=0,b>0 g m<0,b>0
by m>0,b=0 e)m=0,b=0 h) m<0,b=0
c) m>0,b<0 f) m=0,b<0 Hm<0,b<0

3. Encuentra los valores de m y b para las siguientes funciones (aunque no sea inmediato
por la forma en que estin escritas, todas se pueden llevar a la forma f(x) = mx + b
mediante operaciones algebraicas).

a) f(x)=-3+8x ) f(x):2X3—1
b) f(x)=—4x=7 0) f(x):(§+3)+(g+1)
) f(x)=(x=1)* = x* ) f(x)=Q2x=3)" - 4x

4. Grafica cada una de las funciones del inciso anterior, una vez que las tengas en la forma
J(x) = mx+b. Verifica que tus grificas coincidan caulitativamente con las del ejercicio
2; por ejemplo, sim > 0y b < 0, la grafica deberd ser creciente y cortar al eje y por
debajo del eje x, etc.

5. Grafica la funcién f(x) = mx + 2 param = -3,-2,-1/2,-1/4,1/7,1/5,5, 10.

6. Grafica la funcion f(x) = mx+ b para todas las posibles combinaciones de m = -3, 2,4
y b = =5, 1, 6. Por ejemplo, hay que graficar f(x) = —3x—5 (que se obtiene conm = -3
y b = -5), también f(x) = —3x + 1 (que se obtiene conm = -3y b = 1), etc.

7. Encuentra los puntos de interseccion de las siguientes funciones con el eje x. Observa
que esto es lo mismo que encontrar los puntos x € R tales que f(x) = 0. Es decir, la
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interseccion (o intersecciones) de la funcidn f con el eje x, corresponde a los elementos

de £71(0).

a) f(x)=2x-4 ) p(x):_g_é
b) g(x) = —3x+2 &) g(x) = 0

1
c) h(x):§x+7 f) r(x) = V2x +1

4.2. Otro enfoque

Dados m y b niimeros reales podemos construir la funcion f(x) = mx + b, que sabemos, por
la seccidn anterior, que siempre tiene por gréfica a una recta. Aqui enfrentamos la situacion
inversa: si se tiene una recta / en el plano, ;serd posible encontrar valores de m y b para que
la grafica de f(x) = mx + b sea exactamente [?

Las siguientes dos definiciones nos ayudarén a resolver este problema:

Definicion 21. Si/ es una recta no vertical en el plano que interseca al eje y en el punto (0, b),
se dice que b es la ordenada al origen de la recta [.

Definicion 22. Dados dos puntos P = (x1,y;) Yy Q = (x,y,) sobre la recta /, definimos su
pendiente (que denotaremos por la letra m) mediante la férmula

2=
m= .
X2 — X1

La interpretacion geométrica de la definicion de m se aprecia en el siguiente dibujo:
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0=(x2,y2)

R=(x2,y1)

Y2 =)
X2 — X1

Figura4.9: m =

de donde se tiene que la longitud del segmento PR es x, — x; y la del segmento RQ es y, —y;.
Asi, m corresponde al cociente (o division) de lo que “sube’ la recta cuando x aumenta de x;
a xp.

Aclaramos que las definiciones dadas arriba parten de consideraciones geométricas de una
recta no vertical y son por lo tanto independientes de los papeles de m y b en la regla de co-
rrespondencia f(x) = mx + b. Sin embargo, uno de los objetivos de esta seccion es establecer
que si [ es una recta con ordenada al origen b y pendiente m, entonces [ serd la grafica de la
funcién f(x) = mx + b. Es decir, la recta [ queda determinada por el punto en el que corta al
eje y y una medida de su inclinacién con respecto al eje x, que estd dada por la pendiente, m.

La observacion clave es que, si se tiene f(x) = mx + b, su gréfica (que es una linea recta
como vimos en la seccion anterior) corta el eje y en (0, ) (como se verifica evaluando f en
x = 0). Es decir, la ordenada al origen de la grafica de f es b. Ademas, dado que la constante
m nos dice cudnto sube la grifica de f por cada unidad que se incrementa x, se tiene que la
pendiente de la recta / es precisamente m. En otras palabras: dos caracteristicas geométricas
de [ (la altura a la que corta al eje y y su inclinacidon con respecto al eje x) nos definen los
valores de m y b, de manera que podemos determinar la regla de correspondencia de f.

Aclaremos esta solucién a nuestro problema (dada / encontrar f tal que su grafica sea /)
mediante dos ejemplos:
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Ejemplo

Sea [ la recta que pasa por los puntos P = (0,4) y Q = (2, 10). Encontrar una funcién de la
forma f(x) = mx + b que tenga por graficaa l.

l

0=(2,10)

P=(0,4)

Figura 4.10: Encontrar f tal que su gréfica sea [

En este caso, resulta inmediato que b = 4, puesto que la recta [ y el eje y se cruzan en el
punto P = (0,4). Esto quiere decir que nuestra funcion deberd tener la forma f(x) = mx + 4,
donde aun falta por determinar el valor de m. Ahora bien, observa que al avanzar de P a Q,
el incremento en x es de 2 unidades, mientras que la grafica “sube” 10 — 4 = 6 unidades. De

acuerdo a lo visto en la seccidn anterior, esto muestra que m = 3= 3. En el lenguaje de esta
seccion, la pendiente de la recta [ es
y—y; 10-4 6
m= = =

= =—=3.
X2 — X1 2-0 2

Asi, la funcién f debe ser f(x) = 3x + 4. Una manera de comprobar que hicimos las cosas
bien, es verificando que la grafica de f pasa por los puntos Py Q. Que esto es verdad es una
consecuencia de que f(0) = 4y de que f(2) = 10, lo que muestra que los puntos P = (0,4) y
Q = (2,10) estan en la grafica de f.
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Ejemplo

Encontrar la funcion que tiene por gréfica a la recta que pasa por los puntos P = (—=1,-3) y

0=

0=4.7)

P=(-1,-3)

Figura 4.11: ;De qué funcién f es gréfica [?

En este caso no es inmediato el valor de b. De hecho, serd mds conveniente empezar por

determinar m: al ir de P a Q, el valor de x se incrementa en 5 unidades, mientras que la

10
grifica “sube” 10 unidades. De aqui que m = — = 2. Como es de esperarse, el valor de m

también se puede obtener por medio de la definicién 22, obteniendo

_»2=n :7—(—3):Q:2
X —x1 4-(-1) 5

m

Esto nos dice que la funcién buscada tendrd la forma f(x) = 2x + b. Falta por determinar b.
Para esto, observemos que es necesario que f(—1) = =3, y que f(4) = 7 (;por qué?). Esto es,
necesitamos que f(—1) = 2(—1) + b = -3, de donde se obtiene la ecuaciéon b -2 = -3, que al
resolverla nos da b = —1. Una observacién importante es que al resolver para b la ecuacion
f(4) =17, se tiene 2(4) + b = 7, que también tiene por soluciéon b = —1. De este andlisis se
desprende que f(x) = 2x — 1. Al igual que en el caso anterior, podemos comprobar nuestro
resultado verificando que los puntos Py Q estan sobre la gréifica de f, para lo cual basta con
comprobar que f(—1) = -3y que f(4) =7.
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4.2.1. Ejercicios de la seccion

1. De acuerdo a lo visto en el texto, no hay una funcién cuya grafica sea la recta [ que
pasapor P = (3,1)y O = (3, 2), porque se trata de una recta vertical. Intenta calcular m
segln la formula de la definicion 22 para que veas cudl es el problema algebraico que
aparece.

2. Encuentra funciones que tengan por grafica a las rectas con las siguientes condiciones:
a) Pasa por los puntos P = (-1, 3), Q = (4, 13).
b) Pasa por los puntos P = (-2,-4), 0 = (2, -4).
¢) Pasa por los puntos P = (1, 3), Q = (-3,5).
d) Pasa por los puntos P = (0,-2), Q0 = (1, 1).
e) Pasa por los puntos P = (3,0), Q = (10, -3).
f) Pasapor P=(3.5,-1)y tiene m = =2.
g) Tiene b = 4 y pasa por P = (5,17).

3. Encuentra tres funciones (distintas) de la forma f(x) = mx + b cuya grafica pase por
P=(0,1).

4. Encuentra tres funciones (distintas) de la forma f(x) = mx + b cuya gréfica pase por
P =(2,-3).

5. En este ejercicio encontrards las coordenadas del punto de interseccion de dos graficas
de funciones del tipo f(x) = mx + b.

a) Grafica las funciones f(x) = 3x + 1y g(x) = 7 + 5 en el mismo plano cartesiano.
b) Observa que hay un punto P en el que se cortan.

c) Para encontrar la coordenada x de P, haz f(x) = g(x) y resuelve la ecuacion
resultante.

d) Con ayuda del inciso anterior, encuentra la coordenada y de P.

e) Explica la idea geométrica detras del método descrito para encontrar las coorde-
nadas de P.

6. Siguiendo los pasos del ejercicio anterior, trata de encontrar el punto de interseccion de
las graficas de f(x) = —4x+ 10y g(x) = 3 —4x. ;Qué es lo que falla geométricamente?
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(Coémo se refleja este problema en la ecuacion f(x) = g(x)?

7. Encuentra el punto de interseccion (si existe) de las grificas de los siguientes pares de

funciones.
f(x)=2x+6 f(x)=2x+3
a) { g(x) = -3x d) { g(x) = -3x
x)=3-x
b){p = p(x) = —4 +7x
g =—x+ 12 e){q(x):2+6x—l
1 4
o1 TS r(t) = 3 - 2-5
5 N1 oot
s(x) = Zx -3 s(t) = 7

4.3. Aplicaciones

4.3.1. ;Qué es un modelo matematico?

Resolver un problema siempre es un reto, casi siempre cuesta trabajo y la mayoria de las
veces hay que invertir dinero para hacer experimentos que permitan encontrar la solucién.
Asi que casi siempre aparece otro problema, que consiste en resolver el problema original con
el menor trabajo posible —en general, invirtiendo la menor cantidad posible de recursos—.
Una de las mejores maneras de hacer esto es plantear y resolver el problema primero en el
papel y luego llevar la solucién encontrada a la practica.

Pongamos un ejemplo simple: supongamos que queremos averiguar la velocidad a la que un
coche se debe desplazar para cubrir 15 kildmetros en 12 minutos. A (casi) nadie se le ocu-
rriria experimentar haciendo el recorrido real en coche a distintas velocidades hasta encontrar
aquélla que permita cumplir la condicion del problema (esto es, recorrer los 15 kilémetros en
12 minutos).

En fin, a nosotros se nos ocurrié pero nos dimos inmediatamente cuenta que es una mala idea:
gasta recursos y tiempo que se pueden dedicar a otras cosas. Un enfoque mads interesante seria
resolver primero el problema en el papel, y luego verificar que la solucién es correcta (ahi
si, empiricamente), lo que mostraria, entre otras cosas, que no hemos olvidado ningun factor
importante en nuestros calculos.
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d . . . . .
Recordando que v = P donde v es la velocidad, d es la distancia y ¢ el tiempo, se tiene que,

15 km 75 km En la précti )

— = 75— En la préctica, sin
12 min h p

embargo, puede haber factores que hagan que esta solucién no sea la éptima: trafico, curvas

que no permitan mantener la velocidad, etc. Sin embargo, hemos avanzado bastante ayudados
por la teoria.

bajo las condiciones del problema, necesitamos que v =

En general, y respondiendo a la pregunta que da nombre a esta seccion, un modelo matemati-
co es un conjunto de ecuaciones o funciones que reflejan de alguna manera los aspectos mas

relevantes de cierta situacion. Cuando decimos v = —, estamos haciendo un modelo que re-

fleja la manera en la que se desplaza un objeto a velocidad constate. Nuestro modelo sera
adecuado para el problema si la variacion en la velocidad del coche es pequena. Si, como en

. . m
el ejemplo precedente, el coche no puede mantener una velocidad cercana a 75T, entonces

el modelo no serd de gran ayuda y habrd que modificarlo.

4.3.2. Tres modelos matematicos sencillos

El tipo de funciones que hemos venido estudiando en este capitulo nos pueden ayudar a
modelar algunos fendmenos, y por lo tanto a entenderlos y resolver problemas relacionados
con ellos (al menos en teoria).

Veamos algunas situaciones que se pueden modelar adecuadamente con este tipo de funcio-
nes:

Comprando azicar

Supongamos que el precio del azicar a granel es de $8 por kilogramo. Quisiéramos construir
una funcién que nos calcule el total a pagar, T, como funcién de la cantidad x de azicar
comprada. Estrictamente hablando, x no es una variable real, y ni siquiera racional: si alguien
pretende comprar 0.000000001 kg. de aziicar, la bascula no tendria la precision suficiente para
hacer la medida correspondiente, y ain resolviendo este problema, la cantidad a pagar seria
tan insignificante que seria imposible hacer el cobro. Sin embargo, consideraremos que x es
una variable real, lo que simplifica nuestro modelo sin introducir complicaciones que reflejen
estas situaciones poco comunes. Observemos, antes que nada, qué valores puede tomar x:
notemos que x tiene que ser positivo (podemos permitir incluso x = 0, si pensamos en la
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situacion rara, pero admisible, de que alguien quisiera comprar cero kilogramos de azucar).
Esto es Dom(7T) = [0, o0).

Ahora bien, por cada kilo de azicar comprado, se pagaran $8, de modo que al comprar x
kilogramos de azicar, el total a pagar serd de 8x pesos; esto es, 7(x) = 8x. Nota que T es una
funcion de la forma f(x) = mx+ b,conb =0y m = 8.

Introduzcamos una complicacion: supongamos ahora que ademads del aziicar hay que pagar
una bolsa que cuesta $1 para transportarla. Si incluimos este nuevo gasto en la cuenta total,
se tiene que la nueva funcién del total a pagar, que denotamos por 7T, para distinguirla de la
anterior, es To(x) = 8x + 1.

En este momento, alguien podria objetar, con toda razén, que si x es grande, no toda el aztcar
cabra en la unica bolsa comprada. En otras palabras, el costo de las bolsas para transportar
el azdcar no es constante, sino que es también una funcién de la cantidad x. La funcién
resultante (que no es de la forma f(x) = mx + b) se calcula en los ejercicios.

Lo que queremos hacer notar con estas sucesivas complicaciones de la situacion, es que el
modelo particular que sea el mds adecuado depende de las circunstancias reales en las que se
desarrolle el problema. Siempre hay que tener esto presente.

El plano inclinado

Al dejar caer una canica por un plano inclinado, como se muestra en el dibujo, se tiene que
la velocidad de la canica en el instante ¢ estd dada por

v(t) = vy + g sen(a)t,

donde vy es la velocidad inicial de la canica en m/s* (es decir, la velocidad con la que se
avienta originalmente), ¢ es el tiempo en segundos, g = 9.81m/s* y sen(a) es el seno del
angulo de inclinacién del plano respecto a la horizontal (no hemos visto en este texto las
funciones trigonométricas, de las cuales f(x) = sen(x) es una de las mas comunes; el lector
no familiarizado puede considerar a sen(a) como una constante positiva (que depende de la
constante @)).



134 Capitulo 4. Funciones de la forma f(x) = mx + b

X(z)‘

Figura 4.12: Plano inclinado

Observa que la funcion v(7) = vy+g sen(a)t tiene la forma f(x) = mx+b, donde v, juega el pa-
pel de by la constante g sen(«) juega el papel de m. Dado que el experimento comienza cuan-
do ¢ = 0, no tiene sentido considerar valores negativos de ¢, de modo que Dom(v) = [0, c0).
Dado que la constante g sen(a) es positiva, se tiene que Ran(v) = [vy, 00). La interpretacion de
este hecho en el contexto del problema es que la canica alcanza (en algiin momento) cualquier
velocidad que sea mayor o igual a v.

Para fijar ideas, supongamos que @ = 45°, de manera que sen(a) = LZ’ y que la canica se

avienta con una velocidad inicial de 2 m/s. Con estas condiciones particulares, la funcién v
toma la forma particular v(¢) = 2 + it. Numéricamente, v(¢) ~ 2 + 6.94¢. (El simbolo ~
2

significa “aproximadamente igual a”).

Este modelo permite responder preguntas como las siguientes:
m ;Cudl es la velocidad de la canica en el instante ¢ = 77
= ;Cudl es la diferencia de velocidades entre los instantes t = Sy ¢t = 87
= ;En qué momento la canica alcanza una velocidad de 10 m/s?

Este tipo de cuestiones las resolverds en los ejercicios. Por lo pronto s6lo notemos que
sin el modelo matemaético, estas preguntas serian bastante dificiles de responder, aunque el
fendmeno estudiado es bastante simple.

Grados Fahrenheit vs. grados centigrados

Las dos escalas mds comunes para determinar la temperatura de un objeto son los grados
Fahrenheit y los grados centigrados. La temperatura de un objeto medida en grados Fahren-
heit la denotamos por °F, mientras que su temperatura en grados centigrados la escribimos
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°C. La relacion entre una y otra escala se puede construir sabiendo que dicha relacion es de
la forma f(x) = mx+by que 32°F corresponden a 0°C (la temperatura de congelamiento del
agua), y que 212°F corresponden a 100°C(la temperatura de ebullicién del agua al nivel del
mar).

Grafiquemos los puntos que tenemos en el plano cartesiano, tomando al eje x como los grados
centigrados y al eje y como los grados Fahrenheit. Tenemos lo siguiente:

°F
210+

32/ .

100 °C

Figura 4.13: ;Cémo convertir de °C a °F?

Para encontrar la regla de correspondencia de la funcién cuya gréfica es la recta punteada en

el dibujo de arriba, se tiene que b = 32 (porque es el punto en el cual la recta corta al eje y), y
212-32 180

100-0 100 ,
en grados centigrados y f representa la temperatura en grados Fahrenheit.

que m = = 1.8. Esto es, f(c) = 1.8¢ + 32, donde c representa la temperatura

En los ejercicios, encontrarés la funcién inversa de esta; es decir, la funcién que transforma
grados Fahrenheit en grados Centigrados. Sin embargo, adelantamos algunas cuestiones que
es posible resolver gracias a este modelo:

= ;Cuadl es la temperatura comun del cuerpo humano (37°C), medida en grados Fahren-
heit?

= Debido a que la presién atmosférica a la altura de la Ciudad de México es menor que a
nivel del mar, el agua hierve a una temperatura de 92°C. ;Cudl es esta temperatura en
grados Fahrenheit?

= Una receta de cocina pide hornear un pastel a 355°F. ;Qué temperatura es ésta en
grados centigrados?



136 Capitulo 4. Funciones de la forma f(x) = mx + b

= Sila diferencia de temperatura entre dos objetos es de 1°C, ;cual serd su diferencia de
temperatura medida en grados Fahrenheit?

4.3.3. Ejercicios de la secciéon

1. Grafica la funcion
1 sixeZ

X
f(x):{ [x] sixgZ

2. Este problema se refiere al ejemplo 4.3.2. Sup6én que por cada kilogramo o fraccion
que se quiera comprar de azucar es necesario comprar una bolsa para transportarla.

a) Encuentra una funcién que dé el costo de las bolsas a partir de la cantidad x de
azucar a comprar. Nota que esta funcion da saltos: si x < 1 se necesitard solo una
bolsa, pero si x > 1, se necesitardn al menos dos bolsas. Sugerencia: La funcion
del ejercicio anterior puede ser de utilidad.

b) Encuentra una funcién que dé el costo total (incluyendo las bolsas para transpor-
tarla) de comprar x cantidad de azicar.

¢) Grafica la funcion del inciso anterior. ;A qué corresponden los saltos en la grafica
de esta funcion?

3. Cierto producto se vende a un precio de $9 el kilogramo.

a) Encuentra una funcion que relacione la cantidad comprada x con el precio total a
pagar.
b) Grafica esta funcién junto con la funcién 7,(x) = 8x + 1 del ejemplo 4.3.2.

c) Observa que ambas graficas pasan por el punto (1,9). ;Qué significa este hecho
en términos de cantidades compradas y costos?

4. Responde las preguntas planteadas al final del ejemplo de las escalas de temperatura.

5. El objetivo de este ejercicio es encontrar una funcién de la forma f(x) = mx + b que
transforme la temperatura en grados Fahrenheit a temperatura en grados centigrados.

a) Identifica el eje x del plano cartesiano con grados Fahrenheit, y el eje y con grados
centigrados.

b) Ya conoces dos puntos de la gréfica de la funcion que convierte de grados Fah-
renheit a grados centigrados. ;Cudles son? Graficalos y traza la recta que los une.
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¢) Encuentra m y b para la funcion cuya grafica es la recta de arriba.

d) Escribe la regla de correspondencia de la funcién que convierte grados Fahrenheit
(f) en grados centigrados (c). Asi, la funcién debera tener la forma c(f) = ...,
pues en este caso los grados centigrados dependen de los grados Fahrenheit.

6. Una tercera escala usada para medir temperaturas es la escala de Kelvin . El cero de esta
escala corresponde a —273.15° C (que tedricamente corresponde a una temperatura en
la que un cuerpo ya no tiene almacenada energia calorifica, nada puede estar mas frio
que 0 K). Un aumento de un grado Kelvin (abreviado K) corresponde a un aumento de
un grado centigrado. Encuentra funciones de la forma f(x) = mx + b que transformen
de grados centigrados a grados Kelvin y viceversa.

7. Con ayuda del ejercicio anterior, encuentra funciones de la forma f(x) = mx + b que
transformen temperaturas en grados Kelvin a temperaturas en grados Fahrenheit, y
viceversa. Nota que con esto, ya tenemos una manera de convertir directamente de
cualquiera de las tres escalas de temperatura a cualquier otra. En total tenemos seis
funciones, que representamos en el siguiente diagrama:

°K
°C«<—°F
8. Una pulgada equivale a 2.54 cm. Encuentra una funcion que transforme de centimetros
a pulgadas.

9. En una tienda hay un rollo de tela de ancho 1.5 metros. Cuando un cliente quiere
comprar, escoge la longitud x que desea, de modo que compra un rectangulo de x por
1.5 metros.

a) Encuentra una funcién que describa el perimetro P como funcion del largo esco-
gido x. Sugerencia: por simplicidad, no consideres el caso x = 0, de modo que el
dominio de la funcién sera (0, o).

b) Encuentra una funcion que describa la cantidad de metros cuadrados comprados
de tela, en términos de x.

10. Expresa la cantidad necesaria de metal (en cm?) necesaria para construir un cilindro
con tapas como el que se muestra en la figura, en funcién de A, siendo r constante a lo
largo del problema.
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11. Considera un tridngulo de base constante b y altura variable 4. Expresa su drea como
funcién de h.

4.4. Ejercicios del capitulo

1. En este ejercicio mostramos que si dos rectas /'y /” son paralelas, entonces tienen la
misma pendiente.

Figura 4.14: [ y I’ son paralelas
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a) Basandote en la ilustracion 4.14, muestra que los tridngulos rectangulos APQOR y
AP'Q’R’ tienen los mismos angulos, y son por lo tanto semejantes.

R 'R’
b) Concluye que OR _Q , y por lo tanto las pendientes de [ y I’ son iguales.

PO - PO

2. Inversamente a lo mostrado en el ejercicio anterior, aqui se muestra que si dos rectas /
y I’ tienen la misma pendiente, entonces son paralelas.

t

’

.//
P Q’
e
P 0

Figura 4.15: [ y I’ tienen la misma pendiente

a) Sean [y I’ dos rectas con la misma pendiente. Considera la recta vertical ¢, que

cortaaly /! en Ry R’, respectivamente. Considera también los tridngulos APQR
y AP'Q’R’, con segmentos horizontales PQ 'y P'Q’.

R 'R’
b) Dado que [y [’ tienen la misma pendiente, se tiene que oR = Q

PQ P/Q/'

¢) Muestra que los tridngulos APQR y AP’ Q'R’ son semejantes.
d) Concluye que /PRQ = /P'R'Q’, y que por lo tanto /'y I’ son paralelas.

3. En este ejercicio mostramos que si dos rectas son perpendiculares entre si, entonces el
producto de sus pendientes es —1.
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\

[0 P\ 0

Figura 4.16: [ y I’ son perpendiculares

a) Considera dos rectas perpendiculares [ y I’ de pendientes m y m’, respectivamente,
y sea P su punto de interseccion.

b) Considera el tridngulo rectaingulo APQR, donde el segmento horizontal PQ tiene
longitud 1. ;Cuadl es la longitud de QR?

¢) Considera ahora el tridngulo rectingulo APQ’R’, donde el segmento horizontal
PQ’ tiene longitud m. Explica por qué los tridngulos APQR y APQ’R’ son con-
gruentes.

d) (Cuanto mide el segmento R'Q’?

1
e) Muestra que la pendiente de I’ es ——.
m

f) Concluye que el producto de las pendientes de [y I’ es —1.

g) (Qué pasaria en la construccion anterior si la recta [ fuera horizontal (es decir, si
su pendiente fuera cero)?

4. Modifica el ejercicio anterior para mostrar que si dos rectas [ y I’ son tales que el pro-
ducto de sus pendientes es —1, entonces /'y I’ son perpendiculares entre si. Sugerencia:
a grandes rasgos, se trata de invertir los pasos del ejercicio anterior.

5. En cada caso, encuentra las ecuaciones de rectas con las caracteristicas pedidas:



4.4. Ejercicios del capitulo 141

a) Paralela a y = 3x y pasa por A =  e) Perpendicular ay = x + 3 y pasa por
(0,-4). P =(0,3).

b) Paralela a y = —5x + 7y pasa por  f) Perpendicularay = —x—2y pasa por
B =(-3,4). 0=-1.

1 3 .

c) Paralelaay = Ex ~ 1 y pasaporel  g) Perpendicularay = 7—2xy pasa por

origen. R =(1,-1).
3 1 3 7

d) Paralelaay = —?x s y pasa por  h) Perpendicular ay = 3 + Ex y pasa
1 3
(g, —2). por (1’ Z)

En célculo diferencial, uno de los conceptos mds importantes es el de recta tangente a una
grafica, que es la recta que mejor se aproxima a la grafica de una funcién en un punto parti-
cular. La pendiente de esta recta (es decir, su m), es la derivada de la funcion en el punto. De
dicha cantidad y otras similares, se podra extraer una buena cantidad de informacién sobre la
funcién, como si es creciente o dereciente, o si tiene un minimo o un miximo en algin punto
de su dominio, o incluso si la grafica se “dobla” hacia arriba o hacia abajo en ese punto. Los
siguientes ejercicios exploran estas ideas.

Recta no

Recta tangente
tangente T
enx=0 en x = 32

Figura 4.17: Recta tangente y recta no tangente

6. En este ejercicio se explica la idea de funcién derivada. Considera una funcién con una
grafica como la de la figura 4.17. Observa que a cada x € Dom(f) le corresponde el
punto sobre la grafica P = (x, f(x)). Si a este punto le asociamos la pendiente de la recta
tangente a la grafica (que pasa por P), obtenemos la funcion derivada de f, denotada
por f’(x). Contesta las siguientes preguntas basdndote en la grafica del dibujo:
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Figura 4.18: f(x) = —x(x + 1)(x + 2)

a) Encuentra graficamente dos valores de x para los cuales f'(x) = 0.
b) Senala varios valores de x (al menos tres) para los cuales f'(x) > 0.

c¢) Seiiala varios valores de x (al menos tres) para los cuales f’(x) < 0.

7. Considera la funcién f(x) = 1/x. Por medio de dibujar varias rectas tangentes a su

gréifica, haz un esbozo de la grafica de f’. Recuerda que f’ es la funcion que a cada
valor de x le asocia la pendiente de la recta tangente a la gréifica de f.

Considera la funcién f(x) = mx + b. Tomando en cuenta el hecho de que la recta
tangente a una recta es ella misma, encuentra f’(x). Sugerencia: recuerda que f” le
asocia, a cada x, la pendiente de la recta tangente a f en el punto (x, f(x)). (Cudl es la
pendiente de la recta tangente a una recta dada?

Hay funciones que no tienen recta tangente en todos sus puntos. El ejemplo tipico de
esto es la funcidn valor absoluto: si x = 0, la recta que mejor se aproxima a la gréfica
esy = xaladerechade Oyy = —x alaizquierda de 0. Se concluye que no hay recta
tangente en x = 0. Otro ejemplo de funcién que no tiene recta tangente en todos sus
puntos es la funcién mayor entero, f(x) = [x]. ;Para qué valores de x se tiene que f no
tiene recta tangente?

En general, se dice que una funcién es derivable en un punto x de su dominio, si su
gréfica tiene recta tangente en el punto (x, f(x)). De acuerdo a lo visto arriba, f(x) = |x|
no es derivable en x = 0. El ejemplo es de suma importancia porque muestra que una
funcioén continua (es decir, cuya gréfica es de un solo pedazo) puede ser no derivable.
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10. La funcién f(x) = x> + 1 tiene derivada f’(x) = 2x. Es decir, la pendiente de la recta
tangente a la grafica de f en el punto (x, f(x)), es 2x. Por ejemplo, si x = 3, se tiene que
f'(3) = 2(3) = 6. Esto quiere decir que la pendiente de la recta tangente a la grafica de
f enel punto (3, 10), es 6.

a) Grafica la funcién f(x) = x*> + 1.

b) Encuentra la ecuacion de la recta tangente a f en el punto (3, 10).

¢) Encuentra la ecuacion de la recta tangente a f en el punto (0, 1).

d) (Para qué valor de x se tiene que la recta tangente a f tiene pendiente —17?

e) (Para qué valor de x se tiene que la recta tangente a f tiene pendiente 0?
11. Continuamos trabajando con la funcién f(x) = x> + 1 y su derivada f’(x) = 2x.

a) (Para qué valores de x se tiene que f’(x) > 0? ;Para cudles f"(x) < 0?

b) (En qué intervalo es f creciente? ;En qué intervalo es decreciente?

¢) Compara tus respuestas a las dos ultimas preguntas. ;Cual podria ser una posible
relacion entre el signo de f” y el hecho de que f sea creciente o decreciente? ; Va
esto de acuerdo con la intuicién geométrica?






Capitulo 5

Funciones seno y coseno

En este capitulo estudiaremos las funciones seno y coseno. La regla de correspondencia de
estas funciones tiene un origen geométrico. En términos generales, se trata de asociarle, a
cada distancia recorrida sobre un circulo de radio 1 con centro en (0, 0), alguna de las coor-
denadas del punto resultante (la primera en el caso de f(¢) = cos(¢); la segunda en el caso de
g(t) = sen(?)), como se ilustra en el siguiente dibujo:

0Or=(cos(?),sen(r))

Figura 5.1: t — O,

5.1. Medidas de angulos en radianes

Aunque en términos practicos muchas veces se usan los grados para medir dngulos, esta
unidad de medida tiene la desventaja de que la division del dngulo recto en 90 partes iguales

145
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(o de la circunferencia completa en 360 partes iguales) es arbitraria (es decir, no hay ninguna
razon matematica para preferir el nimero 90 sobre algun otro, como 100). Esta eleccion no
siempre da los mejores resultados. Por eso es que comtinmente se usa otra unidad, llamada
radian. Dicha unidad estd basada en la razén entre el arco (el pedazo de circulo) que resulta
al trazar un angulo y el radio de dicho circulo.

Para medir un dngulo a en radianes (abreviado rad), lo consideraremos centrado en un circulo
de radio r, como se ilustra en la imagen:

d
Figura 5.2: @ mide — radianes
r

d
Por definicion, el 4ngulo @ medird — radianes, donde d es la longitud del segmento de circulo

,
que queda comprendido dentro del dngulo @ (un poco mas formalmente, se dice que d es la
longitud del arco subtendido por @).

A partir de la definicién, uno podria pensar que la medida del dngulo @ en radianes depende

del radio del circulo en el que se considere al dngulo a. Sin embargo, esto no es asi, puesto

que la longitud del arco definido por « varia proporcionalmente con el radio, de tal manera

que el cociente ‘—j es siempre el mismo sin importar quién sea r. En los circulos del dibujo de
D _d

abajo, se tiene que 7 = <.
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Figura5.3: £ = ¢

Veamos algunos casos concretos:

Ejemplo 1
Sea a el angulo que corresponde a la mitad de la circunferencia; es decir, « es el angulo que
mide 180°.

Figura 5.4: 7 rad = 180°

Para responder a la pregunta de cudl es la medida de a en radianes, es necesario calcular la
longitud del arco subtendido por « y dividir dicha cantidad entre r. Dado que el perimetro
del circulo completo mide 2nr, se tiene que el arco tiene una longitud de nir. De esta forma,
a mide %t = r radianes.

Ejemplo 2

Sea B un angulo recto. En grados, 8 mide 90°. Es un ejercicio para el lector hacer el dibujo
correspondiente, y mostrar que en este caso el arco subtendido por § tiene una longitud de 7,
de modo que B mide % + r = 7 radianes.
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Basandose en estos dos ejemplos, el lector puede calcular la medida en radianes de dngulos
que midan 360°, 60°,45°,30°, y algunos otros. Ver ejercicios (3) y (4).

Partiendo de cualquiera de estos dngulos para los que se conocen su medida tanto en grados
como en radianes, es posible encontrar la equivalencia entre estas dos unidades. Basémonos,
para fijar ideas, en el hecho de que

360° = 2nx rad. (5.1)

Dividiendo esta igualdad entre 360 en ambos lados, tenemos que
1° = — rad.

Si, por el contrario, dividimos la igualdad (5.1) entre 27, obtenemos

180°
lrad = — .
b1

Numéricamente, % ~ 57.29577. .., lo que significa que un radidn mide aproximadamente
57.29577. .. grados, mientras que 755 = 0.0174 lo que muestra que 1° mide aproximadamente
0.0174radianes. Aunque estas igualdades no seran de (mucha) utilidad préctica, las incluimos
aqui porque son preguntas que surgen comunmente entre los estudiantes.

5.1.1. Angulos positivos y negativos

En la seccion siguiente serd necesario medir &ngulos tanto positivos como negativos; también,
serd indispensable que a cada nimero real —por grande que sea— le corresponda un dngulo.
Estas generalizaciones las desarrollamos aqui. Su principal consecuencia es que el dominio
de las funciones seno y coseno sea R.

Vimos arriba que la medida de un dngulo (en radianes) no dependia del radio del circulo
auxiliar que se considerara, asi que podemos usar » = 1, lo que simplifica un poco algunas
operaciones. Con esto en mente, se tiene que la longitud del arco subtendido por un dngulo
(en un circulo de radio r = 1 y centro C) coincide con su medida en radianes, ya que el
cociente ”;’ = ‘1—1 = d. Ahora bien, si se fija un punto P sobre el circulo, a cada longitud d se
le puede asociar el punto Q (que depende de d) sobre el circulo, y que resulta de recorrer
el perimetro del circulo una distancia d. Por un acuerdo entre matematicos, dicho recorrido
se hara en la direccion contraria a las manecillas del reloj si d > 0, y en la direccién de las
manecillas del reloj sid < 0.
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Estas ideas se ilustran en el siguiente dibujo:

Figura 5.5: Angulos positivos y negativos

Se tiene que para d > 2m (0 d < —2m), se recorrerd mds de una vez completa el perimetro
del circulo. Esto no cambia en nada el hecho basico de que a cada d € R se le esté asociando
un angulo. Esta ultima observacion s6lo muestra que distintos nimeros d tendrdn asociados
el mismo 4ngulo (esto es, en nuestro lenguaje, que la funcion definida entre nimeros reales
y angulos no es inyectiva). Por ejemplo, los nimeros d; = 0y d, = 2r tienen asociado el
mismo dngulo; de la misma manera, py = 5y p» = 57 también tienen asociado el mismo
angulo. También se da el caso en el que un nimero positivo y otro negativo tengan asociado
el mismo punto Q, y por lo tanto determinen el mismo dngulo con centro en C: q; = 5y
Q= —37”. En la seccion de ejercicios se pide al lector que compruebe estas afirmaciones.

5.1.2. Ejercicios de la seccion

1. Para completar el ejemplo 2, muestra que el arco subtendido por un dngulo recto en

una circunferencia de radio r, mide %-; de modo que, en radianes, el dngulo recto mide
s

2.
2. Calcula la medida en radianes de un dngulo que mida 15°.

3. Basdndote en el ejercicio anterior, encuentra la medida en radianes de un dngulo que
mida un multiplo entero de 15° (es decir, 15°, 30°, 45°, 60°, .. ., 330°, 345°, 360°).

4. Los angulos del ejercicio anterior no son los tnicos cuya medida en radianes es un
multiplo racional de 7. Calcula la medida en radianes de un dngulo de 72° para verificar
la afirmacién anterior.



150 Capitulo 5. Funciones seno y coseno

5. a) Verifica que los numeros reales d; = 0y d, = 2 determinan el mismo punto Q
sobre el circulo de radio 1 (y por lo tanto determinan también el mismo 4dngulo).

b) Haz lo mismo que en el ejercicio anterior para las parejas de puntos p; = 5, p =
SV =5Yq=-35.

c) Encuentra otras tres parejas de nimeros reales que determinen el mismo punto Q
sobre el circulo de radio 1.

6. Sean p,q € R con la propiedad de que ambos determinan el mismo punto Q sobre
el circulo de acuerdo a la construccion de la seccion 5.1.1. ;Qué se puede decir del
L)

. . ) ‘ . . 4
nimero p — g? Mas especificamente, ;qué se puede decir del cociente
Vs

7. (Cuéanto vale la suma de los angulos interiores de un tridngulo, medidos en radianes?

8. (Cuanto vale la suma de los angulos interiores de un poligono (regular) de n lados?

5.2. Funciones seno y coseno

Esta es la seccion central del capitulo, y en ella se definen las funciones que le dan nombre.
Es posible que el estudiante conozca ya estas funciones para dngulos comprendidos en el
intervalo (0, 90) (en grados). En todo caso, debe tener presente que las que aqui trabajamos,
son generalizaciones de aquéllas para que su dominio sea todo R. La unidad de medida de
los angulos siempre serd, a menos que se diga lo contrario, el radian.

Dado que en mucho de lo que haremos el circulo de radio 1 y centro en C = (0, 0) jugard un
papel importante, la siguiente definicion resulta util:

Definicion 23. El circulo unitario es el circulo de radio 1 con centro en C = (0, 0).

Si Q = (x,y) es un punto del circulo unitario, se puede construir el tridngulo rectangulo con
vértices en Q, C = (0,0) y R = (x,0), como se ilustra en el siguiente dibujo.
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Figura 5.6: Circulo unitario

Observa que los catetos del AQCR tienen longitudes |x| y |y|. Nota que los valores absolutos
son necesarios para que estas longitudes sean positivas, sin importar en qué cuadrante se halle
Q. De acuerdo con el teorema de Pitdgoras, se tiene que |x|> + [y|> = 1%; es decir, x> + y> = 1.
Resumimos esto en la siguiente

Observacion 4. Si Q = (x, ) es un punto sobre el circulo unitario, se tiene que x> +y* = 1.

Dado un ndmero real #, sea Q, el punto que resulta de recorrer ¢ unidades sobre el perimetro
del circulo unitario a partir del punto P = (1,0). De acuerdo a la convencion de la seccidon
5.1.1, si t > 0, recorremos el perimetro en la direccion contraria a las manecillas del reloj, y
si t < 0 recorremos el perimetro en la direccion de las manecillas del reloj.

Definicion 24. 1. La funcién seno, denotada por f(#) = sen(), asocia a cada nimero real
t la segunda coordenada del punto Q, de la construccidn del parrafo anterior.

2. La funcién coseno, denotada por g(f) = cos(#), asocia a cada numero real ¢ la primera
coordenada del punto Q, de la construccion del parrafo anterior.
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O

f(B)=sen(r) /
c y P

/

g(t)=cos(7)

Figura 5.7: Definiciones de sen(?) y cos(?)

5.2.1. Dominio y rango de sen(?) y cos(?)

Dado que la construccién de arriba es posible para cualquier ¢ € R, se tiene que Dom(sen) =
R, y también que Dom(cos) = R.

Para encontrar el rango de estas funciones, observa que las coordenadas del punto Q, = (x,y)
siempre cumplen -1 < x < 1y -1 <y < 1. De hecho, dado un valor y € [-1, 1] existe al
menos un punto sobre el circulo unitario cuya segunda coordenada es y; de aqui, que existe
t € R tal que Q, tiene por segunda coordenada a la y dada. Esto muestra que Ran(sen) =
[-1,1]. Un andlisis similar para x € [—1, 1] muestra que Ran(cos) = [—1, 1].

5.2.2. Comparacion de sen(z) y cos(¢) con la definicion mediante triangu-
los rectangulos

Probablemente el estudiante estd familiarizado con otras definiciones de las funciones sen y
cos, que involucraban el cociente de algun cateto con la hipotenusa. Las recordamos breve-
mente aqui para luego poder ver que, bajo ciertas restricciones sobre el dngulo, coinciden con
las que se dan aqui.

Definicion 25. Dado un dngulo @ y un ACRQ rectangulo que tenga a @ como uno de sus
angulos agudos, definimos

R
S€Nyra(@) = c_g

R
COSqrag(@) = xR

co-
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Los subindices trad significan que €stas son las definiciones tradicionales, en oposicion a las
definiciones basadas en el circulo unitario que dimos en la definicion (24).

Es un ejercicio de semejanza de tridngulos mostrar que estas definiciones no dependen en
realidad de ACRQ, sino solamente del dngulo 7.

Figura 5.8: Tridngulo rectdngulo con angulo ¢

De acuerdo a esta definicion, para poder calcular seng,q(f) 0 coSy.q(f) €s necesario que 0 <
t < m/2, ya que en otro caso no es posible construir el ACRQ de manera que ¢ sea uno de
sus angulos agudos. Esto muestra que Dom(sen,q(¢)) = (0,7/2), y que Dom(cosy.q()) =
(0,7/2). Este hecho muestra que, como funciones, sen(f) # seNgy,q(f) y cos(f) # COSaa(?),
pues para que dos funciones sean iguales se necesita (entre otras cosas) igualdad entre sus
dominios.

Sin embargo, para 0 < ¢t < /2, y tomando ACRQ con hipotenusa de longitud 1 (es decir,
haciendo CQ = 1) y C como el origen del plano cartesiano (ver figura 5.7) , se tiene que

R R
SeNq(f) = g—Q = QT = sen(?).
Para coseno tenemos una igualdad similar:
CR CR
COSad(?) = C_Q = ER = cos(?).

Es decir, aunque las funciones sen(f) y seny,q(f) no son iguales, si coinciden en el intervalo
t € (0,7/2). Lo mismo se puede decir para las funciones cos(?) y cOSyqaq(?).

5.2.3. Evaluacion de sen(f) y cos(7) para algunos valores de ¢

Es posible calcular algunos valores de sen(f) y cos(?), en algunos casos mediante la equiva-
lencia vista en la seccion 5.2.2. Aqui haremos dichas construcciones y las generalizaremos
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para valores de ¢ en los intervalos [0, 2x] y [-27, O].

Cuando 7 es un multiplo entero de /2 (es decir, cuando ¢t = 0, £7, +, J_r%”, +27,...), los

puntos Q, tienen coordenadas particularmente sencillas, porque coinciden con la interseccién
del circulo unitario con los ejes coordenados. En la ilustracion se muestran algunos de ellos.

(ST

Ox Q0=02r

Qsl

2

Figura 5.9: Q; parat = 0,n/2,7,31/2, 21

Basandonos en estos puntos Q,, podemos realizar las evaluaciones de sen(t) y cos(?) para los
valores de ¢ que son multiplos enteros de /2.

n 3
Casost =0, 5,71, >
Sit =0, se tiene que Qp = (1,0), de manera que sen(0) = 0y cos(0) = 1.
Sit=rm/2,setiene que Q. = (0,1) y asi sen(rr/2) = 1y cos(x/2) = 0.
Sit = m, se tiene que O, = (—1,0), y por lo tanto sen(r) = 0y cos(r) = —1.
Sit =3nr/2, se tiene que Q3,2 = (0,—1), y por lo tanto sen(37/2) = =1y cos(37/2) = 0.

En los ejercicios el lector calculara sen(f) y cos(#) para algunos otros multiplos enteros de
t=n/2.

Vs
Casotr = -
aso 3

Para calcular sen(rr/3) y cos(rr/3), serd necesario tener presente la equivalencia vista en 5.2.2.
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Dado que en un tridngulo equildtero los tres angulos internos miden lo mismo, y que la suma
de los tres es m radianes, se tiene que cada uno de ellos mide /3. Sea, entonces, el AABC
un tridngulo equildtero de lado 1. Asi, ZABC mide n/3. Si dividimos AABC mediante la
mediana que pasa por A (o la bisectriz de ZCAB, o la mediatriz de BC (todas estas rectas son
iguales dado que AABC es equilatero)), obtenemos un tridngulo rectdngulo AABD, donde
(ABD = [/ABC. Por ser D el punto medio de BC, se tiene que el segmento BD mide 1/2,

mientras que, segun el teorema de Pitdgoras, AD mide - Esta situacion se resume en el
siguiente dibujo:

S5

Figura 5.10: AD = %5

A partir de esto, se observa que

sen(m/3) = g, cos(mw/3) = %

Para este calculo, usamos fuertemente que seng,q(f) = sen(?) para 0 < ¢ < /2. De hecho,
lo que calculamos fue seng.q(71/3), que por la identidad anterior sabemos que es sen(r/3).
Usando ahora la definicion de sen(?) basada en el circulo unitario, calcularemos sen(¢) para los
multiplos enteros de /3. Los puntos Q; sobre el circulo unitario para t = 27/3,4nr/3,57/3,
que seran necesarios para hacer estos cédlculos, se muestran en el siguiente dibujo.
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Qzﬁ o

[
wIN

Q4l Q5E

Figura 5.11: Q,,% paran =1,2,4,5

Observa que los puntos Q2,3 Y On/3 son simétricos con respecto al eje y. Esto nos dice que
3
Qonj3 = (—% T‘f) y por lo tanto

Un razonamiento similar permite mostrar que Qun/3 = (—%, —?), Osz3 = (%, —g), de donde
se concluye que

sen( ¥ - L) cos () -

1
2 3 2

En los ejercicios, se pide al lector que use el otro angulo agudo del AABD de la figura 5.10
para calcular
sen(rr/6) y cos(m/6).

t=n/4

Calculemos, por ultimo, sen(xr/4) y cos(xr/4). Para hacer esto, partimos de un cuadrado de
lado 1 dividido por su diagonal.
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Figura 5.12: AC = V2

Se observa del dibujo que ZCAB mide 7/4 radianes y, por el teorema de Pitdgoras, se tiene
que la hipotenusa AC mide V2. De aqui que sen(rr/4) = 1/ V2 y cos(n/4) = 1/ V2.

Procediendo como en el caso de ¢ = 7r/3, se puede calcular sen(?) y cos(¢) para multiplos ente-
ros de m/4; es decir, para t = /4, /2, +3m/4, £n, ... Observa que ya habiamos evaluado
nuestras funciones para algunos de estos puntos (de hecho, para los multiplos enteros de ).

5.2.4. La periodicidad de sen(?) y cos(¢)

En esta subseccion estudiaremos la periodicidad, que es una propiedad interesante de las
funciones sen(?) y cos(?), misma que nos permitird evaluarlas en puntos ¢ fuera del intervalo
[0, 27], y por lo tanto graficarlas. Otras funciones trigonométricas, que apareceran en capitu-
los posteriores, también tienen esta propiedad.

Recordemos que @, es el punto sobre el circulo unitario que se obtiene después de recorrer
una distancia ¢ a partir del punto (1,0). La clave del asunto es que Qyp = Q,,. En general,
Q; = Qri2r, dado que, 27 unidades recorriendo el perimetro del circulo unitario equivalen a
una vuelta completa. De aqui que sen(?) = sen(f+2x). De manera similar, cos(?) = cos(f+2m).

Observa también que 27 es el nimero positivo mas pequeilo con esta propiedad: cualquier
otro t < 2m no alcanzaria a dar una vuelta completa al circulo. Sin embargo, hay otros nume-
ros k con la propiedad de que Q, = Q. (y por lo tanto sen(?) = sen(f + k), cos(f) = cos(t +k)).
Dichos k corresponden a dar un numero entero de vueltas al circulo unitario. Es un ejercicio
para el lector encontrar estos otros valores de k.

La siguiente definicidon permite nombrar esta propiedad tan util de sen(?) y cos(?):
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Definicion 26. Sea f : R — R una funcién. Diremos que f es una funcion periddica si existe
¢ > 0 tal que

fx)=fx+o) (5.2)

para toda x € R. Al nimero ¢ més pequeiio que hace cierta la ecuacion 5.2 se le llama periodo
de f.

El parrafo previo a la definicion muestra que sen(?) y cos(¢) son funciones periddicas de
periodo 2.

Para conocer la gréifica de una funcidn periddica f, bastard estudiarla en un intervalo de
longitud ¢, donde c es el periodo de la funcion. Esto es una consecuencia de que f(t+c) = f()
para toda ¢ € R. En términos de la grafica, lo que esta igualdad dice es que la grafica se repite
cada intervalo de longitud ¢, como muestra el dibujo.

Figura 5.13: Funcién de periodo ¢

De todo esto se concluye que bastard conocer la grafica de sen(¢) y cos(t) para ¢ € [0, 2x] para
conocerla para todo r € R.

5.2.5. Laidentidad cos’(¢) + sen’(¢) = 1

Cuando se tiene una ecuacion, hay valores de las variables que hacen cierta la igualdad y
valores que la hacen falsa. Por ejemplo, en la ecuaciéon 3 + x = 5, el valor de x = 2 hace
cierta la igualdad (porque 3 + 2 = 5), mientras que cualquier otro valor para x hara que
la igualdad sea falsa. Hay ecuaciones para las cudles mas de un valor de la incégnita hace
verdadera la igualdad: (x + 1)> = 9 tiene dos soluciones, al igual que |x — 1| = 10 (;cudles son
dichas soluciones?). Existen ecuaciones que resultan verdaderas para cualquier valor que se
le dé a la variable (o variables, si hay mas de una). Dichas ecuaciones reciben el nombre de
identidades.

Un ejemplo de identidad es 2 + 2 = 4 (que ademas parece ser la favorita de la gente para
ejemplificar un hecho obvio). Aqui no hay variables involucradas. Ejemplos de identidades
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con variables son:

? =
x+3 = 3+x, (5.3)
2x = —=Sx+7x.

Un ejemplo de identidad que involucra dos variables es la conocida férmula para desarrollar
el binomio al cuadrado:

(a+b)* = a® +2ab + b*.

El hecho de que esta igualdad sea independiente de los valores de a y b (y la frecuencia con
que aparece) es lo que hace tan 1til esta expresion.

Las identidades trigonométricas (es decir, aquellas identidades que involucran funciones tri-
gonométricas) son muy utiles, entre otras cosas porque permiten calcular valores de seno y
coseno que de otra forma requeririan métodos mucho mas sofisticados. A continuacién se
deduce la mds comun de ellas.

Recordemos la observacion (4), que dice que para cualquier ¢, el punto Q; = (x,y) sobre el
circulo unitario satisface la ecuacién x> +y? = 1. Por otro lado, sabemos que las coordenadas
de Q, son precisamente (cos(?), sen(t)), de modo que se tiene

cos?(¢) + sen’(r) = 1 5.4)

para cualquier ¢ € R.

Manipulando algebraicamente la ecuacion (5.4) se ve que las igualdades
sen’(¢) = 1 — cos(?),
cos?(t) = 1 — sen’(?)

también son ciertas para cualquier ¢ € R. Estas identidades son muy ttiles cuando se conoce
alguno de los valores sen(¢) o cos(?) y se desea conocer el otro.

g y usando la identidad cos*(f) = 1 — sen?(¢)
V32 _ 3 _ 1
B =1-3=4

Veamos un ejemplo. Sabiendo que sen(%) =

=z i 2(z) =1 —sen2(z) =1 -
para ¢ = %, se tiene que cos (3)—1 sen (3)—1 ( =7
En resumen, tenemos que cos> (%)
signo, basta con ver que 0 < % <

tanto cos (%) > 0. Asi, cos (g)

1, de modo que cos (’5“) es 1 0 —1. Para determinar su
, de modo que Qs estd en el primer cuadrante y por lo

NN

=
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5.2.6. Ejercicios de la seccion
1. Calcula sen(?) y cos(¢) para los siguientes valores de ¢. Puede resultar util usar la perio-
dicidad de estas funciones.

a) t=-n/2,—-n,-3n/2,-2n.
b) t =13n/2,-97/2, +123n/2.
¢) t=-17n/3,54r/3,47n/4,-3157/4.

2. a) (Cuanto vale sen(¢) para t = nrr/2, donde n € N es par?
b) (Qué dos valores puede tomar sen(¢) para t = mnr/2, donde m € N es impar?

c) (De qué depende cudl de estos dos valores tome sen(#)? Es decir, ;para qué valores
de m se obtiene uno de los dos posibles valores de sen(?) y para cudles el otro?

d) Plantea y responde preguntas andlogas a las anteriores para cos(t).

3. Usando un tridngulo equildtero de lado 1 y un razonamiento similar al usado para el
calculo de sen (g) y COS (%), calcula sen (g) y cOS (’é)

4. Usando un razonamiento semejante expuesto para el caso t = 7/3, encuentra los valores
de sen(f) y cos(t) parat = 3n/4,5n /4, Tn /4.

5. Completa la siguiente tabla con los valores que hemos encontrado hasta el momento
para sen(?) y cos(?).

t sen(t) | cos(t) . sen?) | cos(?)
0 7 Sn/4

7/ 3 4r/3

x/ 5 3n/2

7/ 57/3

2r/3 Tn/4

3rn/4 o
by

6. (Cuadles son los valores de k (distintos a 2r) para los cuales sen(f) = sen(t + k), para
todar € R?

7. Verifica que las ecuaciones de 5.3 son identidades.
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8. Otras identidades trigonométricas que involucran a sen(f) y cos(f) son:

1 — cos(2¢)

2
1) =
sen”(7) 7

(5.5)
sen(2¢) = 2 cos(?) sen(?)

que se conocen como identidades del dngulo doble. La deduccion de estas formulas
estd fuera de nuestro alcance (por el momento), pero las podemos usar para calcular
valores de sen(?) y cos(?) para ¢ distintas a las ya vistas.

a) Usa la primera férmula para calcular sen’(r/8). Usando el circulo unitario para
determinar el signo de sen(rr/8), determina su valor.

b) Usa la segunda férmula (y el inciso anterior) para calcular cos(zr/8).

c) Encuentra otra t € [0, 7] para el que sea posible calcular sen(#) y cos(f) usando un
razonamiento similar al de los incisos anteriores.

d) ;Cudantas de estas ¢ es posible encontrar?

5.3. Analisis de sen(?) y cos(?)

En esta altima seccién del capitulo, y con ayuda del trabajo previo, construimos las graficas de
sen(?) y cos(f) . También estudiaremos algunas de las modificaciones mas comunes a dichas
funciones, y su influencia en las graficas correspondientes.

5.3.1. Graficas de sen(r) y cos(?)

Con toda la informacién que hemos reunido en la seccién anterior sobre sen(?) y cos(?) es
posible darnos una idea bastante buena de como son sus gréficas. S6lo elaboraremos la grafica
de sen(t), dejando la grafica de cos(#) como un ejercicio (imprescindible) para el lector.

A partir de la tabla hecha en el ejercicio 5 de la seccion 5.2.6, podemos encontrar los siguien-
tes puntos en la gréfica de sen(?).
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NN

-

> 2n
.

Figura 5.14: Puntos conocidos de la grafica de f(x) = sen(x)

De aqui se concluye que la grafica de sen(f) es como sigue, para t € [0, 2r].

IR
>

Figura 5.15: Grafica de f(x) = sen(x) para x € [0, 27]

Gracias a la periodicidad de f(x) = sen(x) (estudiada en la seccioén 5.2.4), se tiene que la

grafica para f € [0, 27].

grifica completa de sen(f) consiste simplemente de repeticiones a izquierda y derecha de la
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Figura 5.16: Grifica de f(x) = sen(x)

532. f(x)=asen(bx+h)+k

Si recordamos lo visto en la seccién 2.3, sabemos que la funcién g(x) = f(x — h) + k es una
traslacion de la gréafica de f(x). Dicha traslacion consiste de un desplazamiento horizontal de
|h| unidades (a la derecha si & > 0 y a la izquierda si &2 < 0) y un desplazamiento vertical de
|k| unidades (hacia arriba si k > 0 y hacia abajo si k < 0).

Con la notacién del parrafo anterior, si hacemos f(x) = sen(x), tenemos que g(x) = sen(x —
h) + k es una traslacion de la gréfica de f(x) = sen(x) con las caracteristicas descritas arriba.
Estas no son las tnicas formas de modificar una funcién. En esta subseccién estudiamos otras
de ellas, representadas por la funcion g(x) = a sen(bx), donde a y b son constantes positivas.

Veamos primero qué pasa al modificar el valor de a, y haciendo por lo pronto b = 1, de manera
que trabajaremos con la funcién g,(x) = a sen(x). Observa la a que aparece como subindice
de g. Dicha letra indica que la funcién g, cambia conforme cambia el valor de a; es decir,
para cada a tenemos una funcion g, diferente. Aqui buscamos esclarecer como va cambiando
la grafica de g, al cambiar a. En un primer momento, observa que para a = 1, tenemos que
g1(x) = sen(x). Es decir, g; es la funcién f(x) = sen(x), cuya grafica ya conocemos.

Consideremos ahora los casos a = 2 'y a = 3, que dan lugar, respectivamente, a las funciones
g2(x) = 2sen(x) y g3(x) = 3sen(x). Dado que ya se conocen los valores de g;(x) = sen(x), es
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un ejercicio sencillo completar la siguiente tabla para los valores de g, y g3.

X sen(x) | 2sen(x) | 3sen(x) X sen(x) | 2sen(x) | 3sen(x)
0 Sn/4

/4 4r/3

n/3 3r/2

/2 5n/3

2r/3 /4

3n/4 2
T

Al hacer las gréficas correspondientes a g1, g, y g3, se obtiene lo siguiente:

|
5
|
(STE]
S
N

g1(x)=sen(x)
82(x)=2 sen(x)

83(0)=3 sen(x)

Figura 5.17: Grifica de g,(x) = asen(x), paraa = 1,2,3

Observa que la altura mdxima de la gréfica de g, es 2, mientras que la de g5 es 3. Algo similar
sucede con las alturas minimas: la de g, es =2, y la de g3 es —3. Con respecto a los rangos, se
tiene lo siguiente: Ran(g;) = [-1, 1], Ran(g,) = [-2, 2], Ran(g3) = [-3, 3].

La generalizacion que extraemos de aqui es que la altura maxima de g, es a, mientras que la
minima es —a, y Ran(g,) = [—a, a]. De hecho, nos es posible encontrar puntos x,y € R para
los cuales g(x) = —a y g(y) = a. Para encontrarlos, nos bastara encontrar puntos x, y para los
cuales sen(x) = —1 y sen(y) = 1. Asi, podemos hacer x = —n/2,3n/2,...yy=n/2,5n/2,...
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La verificacion de esto consiste simplemente en evaluar:

g(-n/2) = asen(—mn/2) g(r/2) = asen(n/2)
= a(-1) = a(l)
= —a = a.

Con todos estos argumentos, esperamos haber convencido al lector de que la grafica de
g4(x) = asen(x) es como sigue:

|
3
|
[STE]
(ST

N

-a e ga(x)=asen(x)

Figura 5.18: Grifica de g,(x) = asen(x)

En varias aplicaciones, donde la funcion f(x) = a sen(x) modela ondas, el niimero a recibe el
nombre de amplitud.

Analicemos ahora las funciones del tipo h,(x) = sen(bx). Antes que nada, notemos la dife-
rencia entre h;, y g,, ilustrada en los siguientes diagramas:

hy(x) 8a(X)
x > bx — sen(bx) x — sen(x) — asen(x)

En palabras, h;, primero multiplica a x por b, y al resultado de esta operacion le aplica la
funcidn seno. La funcién g, hace las cosas en el otro orden posible: primero calcula sen(x)
y a este nimero lo multiplica por a. La diferencia de este cambio en el orden de hacer las
cosas, Como veremos, no es pequefa.

Al igual que antes, estudiaremos la manera en que b afecta a la funcién A, (y su grafica)
dandole varios valores a b y comparando sus gréficas. El caso mas simple se da cuando b = 1,
pues en ese caso h,(f) = sen(?). Veamos qué pasa cuando b = 2. En este caso, h,(f) = sen(2¢).
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Podriamos analizar la grifica de h, por medio de una tabulacion, como hicimos antes pa-
ra estudiar las funciones g,; sin embargo, aqui intentaremos otro enfoque. Notemos que la
expresion 2¢ recorre la recta real al doble de velocidad que la expresion t. Es decir, si ¢ re-
corre el intervalo [0, ], entonces 2¢ recorrerd el intervalo [0, 2rr]. Pensados como dngulos, el
punto Q», recorrerd una vuelta completa sobre el circulo unitario por cada media vuelta del
punto Q. ;Qué significa esto en términos de las graficas? Que por cada ciclo completo de
f(x) = sen(x), se tienen dos ciclos completos de h(x) = sen(2x). De aqui se sigue que la
gréfica de h, es como sigue:

1+ -~
Sf(x)=sen(x) - _ Pad AN .
\\ // \\ ,/
Y N 7/
/n\ ', \/r h S
hy(x)=sen(2x) Selo- 1+ AT

Figura 5.19: f(x) = sen(x) y ha(x) = sen(2x)

Este mismo razonamiento permite esbozar las grificas de h3, hy, etc. Queda pendiente, sin
embargo, la cuestion de como es la gréfica de h, cuando b no es entero. Analicemos el caso
b = 1/2. La cuestidn esencial es determinar como se mueve (,/, con respecto a Q,: por cada
vuelta de este ultimo, el primero da inicamente media vuelta. Esto es, por cada ciclo completo
de f(x) = sen(x) se tendrd medio ciclo de h;»(x) = sen(x/2). La conclusion inmediata es que
la grafica de h,, es la siguiente:

- % T ] éN‘; FC9=sen(x)
S 1k ~._.-" h%(x):sen(%)

Figura 5.20: hy2(x) = sen(x/2) y f(x) = sen(x)
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5.3.3. Intervalos donde sen(?) y cos(?) son funciones inyectivas

En capitulos posteriores, serd necesario saber cudles son los intervalos mas grandes donde
una funcién es inyectiva. Esto permitird —entre otras cosas— garantizar la existencia de la
funcidn inversa.

Partiendo de que ya se conoce la gréifica de f(f) = sen(z), podemos observar que, si nos
restringimos a ¢t € [—m/2, /2], se tiene que cualquier recta horizontal corta a la grafica a lo
mas una vez (ninguna, si la altura de la recta es menor a —1 o mayor a 1; una, si la altura
de la recta estd entre —1 y 1). Esto nos dice que la funcién f(¢) = sen(r) es inyectiva para
t € [-n/2,m/2]. Observando la grafica, notamos que no es posible hacer mas grande este
intervalo sin que se pierda la inyectividad de la funcion.

Por otra parte, [-/2, /2] no es el inico intervalo donde f es inyectiva. Dado que la funcién
es periddica, si se traslada uno 27 unidades a la derecha (o a la izquierda) se obtiene otro
intervalo donde f(¢) = sen(¢) también es inyectiva. Asi, para t € [37/2,57/2], se tiene que
f(t) = sen(?) es inyectiva.

Un anélisis similar para g(f) = cos(f) muestra que dicha funcion es inyectiva en el interva-
lo [0, ], asi como en los intervalos resultantes tras trasladarse (a izquierda o derecha) una
distancia de 2.

En los ejercicios 7 y 8, el lector encontrard otros intervalos de longitud r donde las funciones
f(x) = sen(x) y g(x) = cos(x) son inyectivas.

5.3.4. Ejercicios de la seccion

1. Grafica la funcion g(¢) = cos(?).

2. Con ayuda de la seccidn 2.3, grafica las siguientes funciones:

a) p(t) =sen(t)+ 1 d) s(t) = cos(t +m/2)
b) q(t) = sen(t) — 1 e) w(t) =sen(t —n)+n/4
c) r(t) =sen(t +/2) f) u(t) =cos(t+n/4)—-2

3. Describe como varian las gréaficas de p,(x) = acos(x) y g,(x) = cos(bx) al variar las
constantes positivas a y b. Este ejercicio es, en buena medida, la mitad no escrita de la
subseccion (5.3.2).
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4. Grafica las siguientes funciones:
a) a(t) = —sen(r) d) g(x) =2cos(x)
b) B(f) = — cos(t) e) h(t) = cos’(t) + sen’(?)
c) f(x)=cos(2x)
5. Encuentra una expresion para la funcién sen(a), donde « estd medido en grados. Suge-
rencia: ;Como se convierte de grados a radianes?
6. Repite el ejercicio anterior para cos(a).
7. Los intervalos descritos en la subseccion 5.3.3 no son los unicos de longitud 7 donde
la funcién f(r) = sen(?) es inyectiva.
a) Muestra que hay otro intervalo de longitud 7, contenido en [0, 2x], donde f(¢) =
sen(?) es inyectiva.
b) Con base en el inciso anterior, encuentra otros intervalos de longitud 7 donde
f(t) = sen(¢) no es inyectiva.
8. De manera similar al ejercicio anterior, muestra que los intervalos [0, 7] y sus despla-
zamientos no son los Unicos donde g(#) = cos(?) es inyectiva.
9. ¢(En qué intervalos es la funcién f(f) = sen(?) creciente? ;En qué intervalos es decre-
ciente?
10. ;En qué intervalos es la funcién g(r) = cos(?) creciente? ;En qué intervalos es decre-
ciente?
11. Describe los intervalos més grandes donde la funcién s3(x) = sen(3x) es inyectiva.
12. Describe los intervalos mas grandes donde la funcion A, »(x) = sen(x/2) es inyectiva.

54.

Ejercicios del capitulo

. Ademads de los grados y radianes, existen otras unidades de medida de dngulos. Una

de ellas es el grado binario, abreviado brads, que consiste en 1/256 = 1/2% de vuelta
completa. Otra de ellas es el grado centesimal, abreviado grad, que consiste en 1/400
de vuelta completa. Partiendo de las equivalencias para una vuelta completa, encuentra
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formulas que relacionen las cuatro unidades mencionadas para medir dngulos: grados,
radianes, grados binarios y grados centesimales.

2. El minuto de grado se define como 1/60 de grado y se denota por un apoéstrofe, asi 1’
significa un minuto de grado. De forma andloga, el segundo de grado se define como
1/60 de minuto y se denota por dos apostrofes, de modo que 1” significa un segundo
de grado. Suponiendo que la Tierra es una esfera perfecta con un radio de 6371km,
encuentra la distancia d que hay que recorrer sobre la superficie terrestre para hacer un
angulo @ = 1° con el centro del planeta. ;Cudl es esta distanciaparaa = 1" oa = 1”?

Figura 5.21: Sir = 6371kmy @ = 1’, ;cudnto vale d?, jsi@ = 1"?

3. Basadndote en un reloj de manecillas con horario, minutero y segundero, responde las
siguientes preguntas:

a) (Cuéntos grados (o minutos o segundos de grado) se mueve el segundero cada
segundo que transcurre?

b) ¢(Cudntos grados (o minutos o segundos de grado) se mueve el minutero cada
segundo?

c) ¢(Cuantos grados (o minutos o segundos de grado) se mueve el horario cada se-
gundo?

4. Modifica adecuadamente las funciones f(¢) = sen(?) y g(¢) = cos(¢) para obtener fun-
ciones que F(a) y G(a) que a cada dngulo @ medido en grados binarios, le asocien
sen(@) y cos(a), respectivamente.

5. Repite el ejercicio anterior, reemplazando grados binarios por grados centesimales.

6. Con ayuda de las férmulas del angulo doble (ecuacion (5.5)), calcula sen(r/12) y
cos(m/12).
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7. Las siguientes identidades trigonométricas relacionan el seno y el coseno de dos dngu-
los con el seno y el coseno de la suma de dichos angulos:

cos(a + B) = cos(a) cos(B) — sen(a) sen(B),
sen(a + ) = sen(a@) cos(B) + cos(a) sen(B).

a) Usando el ejercicio previo y las identidades de arriba, calcula sen(?) y cos(¢) para
t = 5m/12. Sugerencia: Sr/12 = n/3 + n/12.

b) Partiendo de estas identidades, deduce la identidad
sen(2¢) = 2 cos(?) sen(?).

Sugerencia: haz t = @ = .

¢) Deduce también, a partir de estas identidades, que

1 — cos(2¢)

2
1) =
sen-(1) >

Sugerencia: haz t = a = 8. Luego, utiliza la identidad cos?(¢) + sen*(f) = 1.

d) Observa que las féormulas deducidas en los incisos anteriores son las identidades
del angulo doble (ecuacion (5.5)).

8. Haz un esbozo de la grafica de la funcion f(x) = asen(bx) + c¢. Indica qué papel juegan
eneldibujoa, by c.

9. La funcion F a cada ntimero real ¢ le asocia la primera coordenada del punto R, donde
R, es el punto que se obtiene al recorrer, empezando en (2,0), la longitud ¢ sobre el
circulo de radio 2 y centro en (0, 0). Seguimos aqui la convencién de que si ¢ > 0 se
recorre el perimetro del circulo en sentido contrario a las manecillas del reloj, mien-
tras que si ¢ < 0 se recorre el perimetro del circulo en la direccion de las manecillas.
Encuentra una expresion para F(f) en términos de cos(?).
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10.

11.

12.

13.

Figura 5.22: Construccion de R,

La funcién G a cada numero real ¢ le asocia la segunda coordenada del punto R,, donde
R, es como en el ejercicio anterior. Encuentra una expresion para G(¢) en términos de
sen(?).

En este ejercicio se define una funcién o : R — R2. Es decir, a cada niimero real, o le
asocia un punto del plano. La regla de correspondencia de o estd dada por

o (1) = (cos(?), sen(?)).

a) Recordando la manera en que definimos sen(t) y cos(#), muestra que o () = Q,,
paratodat € R.

b) ({Cudles son los puntos en R? que estdn relacionados, bajo o, con alguien en R? Es
decir, ;quién es, geométricamente, Ran(o)? Nota que Ran(o") es un subconjunto
de R2.

Basandote en el ejercicio anterior, encuentra geométricamente Ran(a), donde @ : R —
R? est4 definida por a(f) = (2 cos(#), sen(?)). La curva descrita por el rango de a recibe
el nombre de elipse. En general, cualquier curva descrita por una funcion de la forma
B(t) = (acos(t), bsen(t)), donde a y b son constantes positivas, es una elipse.

Hay muchas curvas que se pueden describir usando las funciones sen(¢) y cos(), como
en los ejercicios anteriores. La curva descrita por la funcién

o(t) = (rt — rsen(t), r — cos(?))

es una cicloide, que geométricamente resulta del trazo que hace un punto en el extremo
de una rueda de radio r, mientras avanza por una linea recta. Haz un esbozo de la curva
descrita por o






Capitulo 6

Construyendo nuevas funciones

Lo que hemos hecho en este texto es construir una lista de funciones (lo cudl requirié una
definicion de este concepto), asi como tratar de comprenderlas por medio de su gréfica y otras
caracteristicas (paridad, intervalos de crecimiento, etc.). En este capitulo veremos una varias
formas de construir nuevas funciones a partir de las ya conocidas. Ademads de las operaciones
de suma (resta) y multiplicacién (divisidn), se estudia la composiciéon de funciones, que es
una operacién que no tiene su contraparte en la aritmética, pero que resulta indispensable
tanto en la teoria como en las aplicaciones.

6.1. Operaciones con funciones que se pueden hacer con
nameros

Al evaluar una funcién con codominio R en un elemento del dominio se obtiene un nimero
real. Asi, si se tienen dos funciones f'y g, y se evalia ambas en el mismo niimero x, se tienen
dos ndmeros reales que pueden ser sumados, restados, multiplicados o divididos (cuando el
denominador no es cero) entre si. Estas operaciones dan lugar a nuevas funciones, que se
definen con detalle a continuacion.

6.1.1. Multiplicacion por una constante

Supongamos que se tiene una funcion f y un nimero real c. Con estos ingredientes es posible
construir una nueva funcion, llamada cf, que tiene por regla de correspondencia (cf)(x) =

173
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cf(x).

Obsérvese que el lado izquierdo de la igualdad denota la nueva funcién cf evaluada en el
punto x, mientras que el lado derecho denota una multiplicacién de nimeros reales: ¢ por
f(x). Es fundamental entender esta diferencia para poder comprender a la funcién cf.

R S
f S fw cf Scef

Figura 6.1:

Como siempre que tenemos una nueva funcion, resulta fundamental conocer su dominio.
Nos preguntamos entonces: /para qué puntos x tiene sentido la multiplicacion cf(x)? Como
siempre es posible multiplicar cualesquiera dos nimeros reales, la unica restriccion es que
podamos calcular f(x); es decir, que x € Dom(f). Asi, hemos mostrado que Dom(cf) =
Dom(f).

Veamos dos casos que ilustren estas ideas:

Ejemplo:

Sea f(x) = x%, y ¢ = 3. ;{Quién es, entonces, la funcién 3f? ;Cémo es su regla de corres-
pondencia, su dominio, su grifica? De acuerdo a lo expuesto arriba, tenemos que (3f)(x) =
3f(x) = 3x%. Asi, la regla de correspondencia de nuestra nueva funcién estd dada por x
3x%. Dado que Dom(f) = R, se tiene que Dom(3f) = R. Finalmente, veamos c6mo afecta el
factor 3 a la bien conocida grafica de f(x) = x*:
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3f(x)=3x2

fx)=x2

Figura 6.2:

El factor 3, al triplicar el valor de f(x) hace que la grifica se estire en direccion vertical.
Veremos en el siguiente ejemplo que para otros valores de c, el efecto sobre la grafica de f
puede ser diferente.

Ejemplo:

Sea g(x) = x|y c = % Estudiaremos regla de correspondencia, dominio y grafica de la
funcion 3g. Se tiene que (%g) (x) = 1g(x) = 1|x|. Dado que Dom(g) = R, se tiene que
Dom(%g) = R. En cuanto a la grafica, tenemos lo siguiente:

g(x)=[x|

Figura 6.3:

Observa que, en este caso, el factor % lo que hizo fue encoger la grafica de g en direccion
vertical. Esto tiene sentido si pensamos que, para g(x) positiva, se tiene que 0 < %g(x) <
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g(x); en oposicion a lo que pasaba en el ejemplo anterior, donde, para f(x) positiva, se tenia

0< f(x) <3f(x).

Los ejemplos anteriores nos sugieren que, para ¢ > 1 la grafica se estira verticalmente, mien-
tras que para ¢ < 1, la gréfica se encoge verticalmente. S6lo hay que cuidar el caso ¢ < 0, que
tiene un efecto distinto en la grafica de f. Por lo pronto, tenemos lo siguiente:

1. Para c > 1, la grifica de cf es similar a la de f, pero estirada verticalmente.
2. Parac =1, cf = f (y por lo tanto tienen la misma gréfica).

3. Para0 < ¢ < 1, la grafica de cf es similar a la de f, pero encogida verticalmente.

¢ Qué pasa cuando ¢ < 0?

Cuando ¢ < 0, se tiene que cf(x) y f(x) tienen signos opuestos, de modo que las gréficas
de f y cf estardn siempre de lados distintos del eje x, y coincidirdn en los puntos donde lo
cruzan (ya que si f(x) = 0 entonces también c f(x) = 0).

Veamos qué pasa cuando ¢ = —1. Para evitar confusiones, llamemos g a la funcién (-1)f =
—f. ({Como se relacionan las gréficas de f y g? Dado que g(x) = —f(x) para toda x, se tiene
que la gréfica de g es un reflejo de la de f con respecto al eje x. A manera de ejemplo,
consideremos la funcién g(x) = —[x], que es igual a la funcién —f, donde f(x) = [x]. El
lector puede verificar que la grafica de g es como sigue:

—-
~

|

Figura 6.4: g(x) = —[x]



6.1. Operaciones con funciones que se pueden hacer con niimeros 177

Observa que la grafica de f va por debajo del eje x cuando la de g va por encima del eje x,
y viceversa. Mds atn: como previmos, la grafica de g es un reflejo (en el eje x) de la de f.
También se tiene que ambas funciones coinciden en el intervalo [0, 1), puesto que ahi ambas
valen 0.

Finalmente, podemos combinar los dos aspectos estudiados hasta ahora para completar nues-
tro estudio de cf:

4. Sic < 0 la graficade cf serd un reflejo de la de f.

5. Sic < -1, la gréifica de cf serd un reflejo estirado de la de f.

6. Sic = —1,la grifica de cf = —f serd un reflejo exacto de la de f.
7. Si—1 < ¢ <0, la grafica de cf serd un reflejo encogido de la de f.

El estudiante no debe ver esta serie de reglas como un objeto a memorizar. Su importancia
radica

1. En su utilidad para graficar funciones del tipo cf, donde la grafica de f es conocida, y

2. en los razonamientos que elaboramos para llegar a ellas. Son estos ultimos los que
constituyen la parte medular de casi todos los procesos que estudiamos.

6.1.2. Suma y resta de funciones

En los siguientes parrafos, dadas dos funciones f'y g, definiremos las funciones f+gy f —g.

Sean f y g dos funciones con dominio Dom(f) y Dom(g), respectivamente. Definimos la
funcién f + g por medio de la regla de correspondencia

(f + &) = f(x) + g(x).

Observemos (de manera similar a lo que se hizo al definir cf), que el lado izquierdo de la
igualdad de arriba representa la funcién f + g evaluada en el punto x, mientras que el lado
derecho representa la suma de dos numeros reales: f(x) y g(x) (que son a su vez la evaluacion
de fy g en el punto x).



178 Capitulo 6. Construyendo nuevas funciones
X \/

FH8 >N (0 +g(x)

Figura 6.5:

La pregunta que surge inmediatamente es: ;cudl es el dominio de f + g? Para responderla,
observemos que las expresiones f(x) y g(x) tienen sentido si y s6lo si x € Dom(f) y x €
Dom(g), que sucede si y solo si x € Dom(f) NDom(g). En resumen, Dom(f + g) = Dom(f)N
Dom(g).

Antes de ver algunos ejemplos, observemos que, de manera completamente similar a lo visto
arriba, podemos definir la funcién f — g mediante la regla de correspondencia

(f =) = f(x) - g(x).

También se tiene que Dom(f — g) = Dom(f) N Dom(g).

Veamos, ahora si, algunos ejemplos.

Ejemplo:

Sean f(x) = 2x+1y g(x) = x+3. Lafuncién f + g tiene regla de correspondencia (f +g)(x) =
f()+g(x) =2x+1)+(x+3) =3x+4. Dado que Dom(f) = Ry Dom(g) = R, se concluye
que Dom(f + g) = R.
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(f+g)(x)=3x+4

g(x)=x+3
/ f)=2x+1

A

Figura 6.6:

Ejemplo:

Sean f(x) = /xy g(x) = 1. La funcién f + g tiene regla de correspondencia (f + g)(x) =
f(x) + g(x) = Vx + 1. En este caso, Dom(f) = [0, c0) y Dom(g) = R, de modo que Dom(f +
g) =[0,00) NR = [0, 0).

Ejemplo:
(Qué sucede con la funcién f + g si Dom(f) N Dom(g) = 0? En este caso, tendriamos que

Dom(f + g) = 0 de manera que la funcién f + g no esta definida en este caso'.

(Coémo es la grifica de f + g? En general es mds sencillo graficar, partiendo de cero, la nueva
funcién f + g, que tratar de deducir su grafica a partir de la graficas de f y g. Sin embargo,
hay una idea geométrica que explicamos a continuacién. Los puntos en la graficade f + g
tienen la forma (x, (f + g)(x)) = (x, f(x) + g(x)). Por otro lado, los puntos en la grafica de f
son de la forma (x, f(x)) y los de la gréfica de g son de la forma (x, g(x)). Esto muestra que
los puntos de la gréfica de f + g se obtienen sumando las segundas coordenadas de puntos en
las graficas de fy g (para el mismo valor de x). El siguiente dibujo ilustra esta situacion:

I'Siendo estrictos, hay una dnica funcién 4 : @ — Y. Sin embargo, esta funcién “rara” no nos interesa aqui.
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gn=2-%
(1,2.35)
(f+g)(x)=sen(x)+2—%

(1,.85)

f(x)=sen(x)

Figura 6.7:

Un situacidon completamente andloga se da para la gréfica de la funcién f — g.

6.1.3. Multiplicacion y division de funciones

De manera similar a la seccion anterior, dadas dos funciones f y g, es posible definir fun-
ciones fgy f/g. En este ultimo caso, sin embargo, hay que tener cuidado de evitar que el
denominador se haga cero.

Sean f'y g funciones con dominios Dom( f) y Dom(g), respectivamente. Definimos la funcién
producto, fg, mediante la regla de correspondencia (fg)(x) = f(x)g(x). Al igual que en el
caso de la suma de funciones, x € Dom(fg) siy s6lo si x € Dom(f) y x € Dom(g), de modo
que Dom(fg) = Dom(f) N Dom(g).

Ejemplo:

Consideremos las funciones f(x) = x + 1y g(x) = x — 1. La funcién producto tiene por regla
de correspondencia (fg)(x) = f(x)g(x) = (x+1)(x—1) = x*— 1. Dado que Dom(f) y Dom(g)
son ambos R, se tiene que Dom(fg) = R.

Ejemplo:

El producto de dos funciones constantes es otra funcién constante. Sean f(x) = cy g(x) = d.
Entonces (fg)(x) = f(x)g(x) = cd. Asi, fg es la funcidn constante cd, con dominio R (;por
qué se tiene Dom(fg) = R?).

Ejemplo:
Sean f(x) = xy g(x) = 1/x. Laregla de correspondencia de fg esta dada por x — 1 (puesto
que x(1/x) = 1). Sin embargo, Dom(fg) = Dom(f)NDom(g) = R\{0}. Este caso nos permite
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insistir en lo siguiente: Dom(fg) no es el dominio natural de la regla de correspondencia de
fg, sino que Dom(fg) = Dom(f) N Dom(g).

En cuanto a la division o cociente de funciones, podemos definir la funcién f/g mediante la

regla de correspondencia ]—C(x) = % Sin embargo, el dominio de = sufre una modificacion
8 8x 8
importante. Para que la expresion @ tenga sentido, es necesario que x € Dom(f) NDom(g)
glx

y ademads que g(x) # 0. Asi, Dom(f/g) = Dom(f) N Dom(g) \ {x € Dom(g)|g(x) = 0}, o, lo
que es lo mismo, Dom(f/g) = Dom(f) N Dom(g) \ g~'(0).

Ejemplo:
Sean f(x) = 1, g(x) = x. Observa que f/g es la funcién s(x) = 1/x, y que su dominio no es
igual a Dom(f) N Dom(g) = R, sino que hay que quitar el punto donde g(x) = 0. Asi, resulta

que Dom(f/g) = R\ {0}.

Ejemplo:
Sea 0 la funcién constante cero y f alguna otra funcién. Si se intenta hacer el cociente f/0,
resulta que Dom(f/0) = Dom(f) N 0 = 0, de modo que la funcién f/0 no estd definida.

Ejemplo:
Sea f(x) = 1y g(x) = sen(x). A la funcion cociente (f/g)(x) = 1/ sen(x) se le conoce como
cosecante, abreviado csc. Observa que

R\ {x € R| sen(x) = 0}
R\ A{O, £m, +271, ...}

Dom(csc)

Con ayuda de los valores conocidos para sen(x), se puede ver que la grifica de csc(x) es como
sigue:
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Figura 6.8:

Hay otros tres cocientes que se pueden formar con las funciones sen(x) y cos(x), a saber:
sen(x) cos(x) 1

cos(x)” sen(x) 4 cos(x)’
(abreviado tan), cotangente (abreviado cot) y secante (abreviado sec).

Estos cocientes reciben, respectivamente, los nombres de tangente

Estas funciones, junto con las ya estudiadas sen(x) y cos(x) son las funciones trigonométri-
cas bésicas que, bajo otros enfoques, uno relaciona con las razones entre lados distintos de
tridngulos rectdngulos. Aunque los dominios de estas funciones no son todo R (salvo en los
casos de sen(x) y cos(x)), son mucho mds amplios consideradas como cocientes de funciones
que como razones entre lados de un tridngulo rectdngulo (donde por fuerza O < x < 7/2). En
los ejercicios de esta seccidn se pide encontrar dominios, reglas de correspondencia y gréficas
de estas funciones.

Para terminar esta seccion, hacemos notar que, aunque la gréfica de fg estd determinada por
las funciones f y g (y por lo tanto también por sus grificas), la relacion entre ellas no es
tan inmediata como en el caso de cf y f + g. Desde luego, cualquier punto en la grafica
de fg tiene la forma (x, f(x)g(x)), y es por lo tanto el resultado de multiplicar las segundas
coordenadas de puntos en las graficas de f y g (para el mismo valor de x); sin embargo, esta
observacion no es de gran utilidad practica. Una guia mas ttil resulta de considerar los signos
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de f(x)y g(x) para determinar el de (fg)(x).

1
sen(x)’
el signo de sen(x) (ya que la funcién constante 1 es siempre positiva); esto quiere decir que
csc(x) es positiva si y sélo si sen(x) es positiva. Asi, y dado que sen(x) > 0 para x € (0, x), se
tiene que csc(x) > 0 en ese intervalo.

Por ejemplo, en el caso de la funcion csc(x) = el signo de csc(x) esta determinado por

6.1.4. Resumen

Definimos, a partir de dos funciones conocidas fy g, las funciones cf, f+g, f—g, fgy f/g.
También calculamos sus dominios (que dependerdn de los dominios de fy g).

Definicién 27. Sean f y g dos funciones, con dominios Dom(f) y Dom(g), respectivamente,
y ¢ € R. Definimos las funciones cf, f + g, f — g, fg y f/g mediante las siguientes reglas de
correspondencia:

- (eNH)x) = ce(f(x)

2. (f+9)) = f(x)+gx)
3. (f -9 = f(x) —gx)
4. (fe)x) = f(x)g(x)
(G- L2

4 g(x)

Para calcular los dominios de estas funciones, tenemos que ver para qué puntos x tiene sentido
cada una de las expresiones de arriba. En el primer caso, el de (cf)(x) = ¢(f(x)), tenemos que

la expresion de la derecha tiene sentido siempre que podamos calcular f(x); esto es, siempre
que x € Dom(f). Asi, tenemos que Dom(cf) = Dom(f).

p—

9,1

En los siguientes tres casos f + g, f — gy fg las expresiones tendran sentido si y solo si las
evaluaciones f(x) y g(x) se pueden realizar; esto es, si x € Dom(f) y x € Dom(g), que es una
condicion equivalente a x € Dom(f) N Dom(g). Asi, se tiene que

Dom(f + g) = Dom(f — g) = Dom(fg) = Dom(f) N Dom(g).

Finalmente, en el caso de "é, tenemos que la expresion % tiene sentido si y sélo si x €

Dom(f) N Dom(g) (para que se puedan hacer las evaluaciones f(x), g(x)) y ademds g(x) # 0,
ya que de otra manera estariamos haciendo una division entre cero.
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Asi, Dom(f/g) = Dom(f) N Dom(g) N {x € Dom(g)|g(x) # 0}.

Otra manera de ver esto es la siguiente: para que 22 tenga sentido, es necesario qguitarle a
g para que - g q

Dom(f) N Dom(g) el conjunto donde la g se hace cero. Esto es, Dom(f/g) = Dom(f) N
Dom(g) \ g™ (0).

6.1.5. Ejercicios de la seccion

1. En cada caso, grafica todas las funciones de la forma cf, para los valores indicados de
cy f:
a) f(x)=lx[,c=-2,-1,0,1,2.
b) f(x)=(x-1?%c=-3,-1,1,3.
c) f(x)=sen(x),c=-1,-1/2,0,1/3,1,3.

d) f(x) =[x—-1]+2,¢c=-4,-1/4,5,10. (Observa que cf(x) = c([x — 1]+ 2) =
clx—-1]+2c).

six<0

Six>0 ,c=0,1/3,1/2,1,2.

2 f(x)={(1)
f) f(X): \/}’C:_l’l

1
g f(x)=—,

X
2. Encuentra un valor adecuado de ¢ para que las funciones f(x) = cx* y g(x) = —12 se
intersecten en los puntos (£2, —12).

c=-1,0,1,2. (;Observa que Dom(0f) # R!)

3. Grafica los siguientes pares de funciones comparandolas entre si.
a) f(x) =2lxl, g(x) = Ix|
b) gx) =—x+2,h(x) =5(-x+2)
c) p(x) =sen(x), g(x) = =3 sen(x)
4. Sea f(x) = %1 Encuentra ¢ € R con la propiedad de que (cf)(1) = 7. Encuentra
también d € R con la propiedad de que (df)(2) = -3.

5. Encuentra dominio, regla de correspondencia y graficade f+gy f —g, para los valores
dados en cada inciso:
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a) f(x) =2,8(x)=-3 g f(x)=-x*+2x-1g(x)=3x+1
b) f(x) =x,g(x) = x* hy f(x)=x+1,g(x)=x+1.

=1 - _
) f&) = 5 800 = ~1 i) f(x) = sen(x) + cos(x), gx) =
d) f(x)=|x,g(x)=x sen(x) —cos(x) (Nota que, en este ca-

_ _ so, f + gy f — g tienen reglas de co-
€) f(0 =1Ixl, g(x) = x rrespondencia y graficas mas senci-

) f) = Vx g(x) = VI-x llas que f'y g).

6. Diremos que dos nimeros a y b son inversos aditivos uno del otro si a + b = 0. Por
ejemplo, 3 y —3 son inversos aditivos porque su suma da cero: 3 + (-3) = 0. Entre
funciones, decimos que f es inverso aditivo de g si f + g = 0 (donde el cero de la
derecha denota la funcidn constante cero).

a) Encuentra el inverso aditivo de la funcién constante f(x) = 7.
b) Encuentra el inverso aditivo de la funcién f(x) = 2x + 1.

¢) Muestra que toda funcion f tiene un inverso aditivo g, en el sentido de que f+g =
0 ;Cual es el dominio de g?

7. Demuestra que f + f = 2f para cualquier funcién f. Sugerencia: dos funciones son
iguales si su regla de correspondencia, dominio y codominio son iguales.

8. Es posible combinar las tres operaciones con funciones vistas hasta el momento (mul-
tiplicacién por una constante, suma y resta). Por ejemplo: si f(x) = x%, g(x) = —x
entonces la funcién 3 f + g tiene regla de correspondencia (3f + g)(x) = 3f(x) + g(x) =
3(x?) + (=x) = 3x*> — x. En cada caso, encuentra dominio, regla de correspondencia y
graificade cf + g:

a) f(x)=2x,g(x)=x,c=-1/2.
b) f(x) = sen(x), g(x) = 3sen(x), c = —2.
) f(x)=x%gx)=xc=3
d) f(x)=1/x,8x) =xc=1
9. Encuentra regla de correspondencia, dominio y grafica de las siguientes funciones:

a) af,donde a(t) = 2t—1,8(t) = —>+1. sen(x) — 1.

b) fg,donde f(x) = sen(x) + 1, g(x) = ¢) fg, donde f(x) = g(x) = +/x. Nota:
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10.

11.

12.

13.

) 5 1
Dom(fg) # R. ;Por qué? h) 7 donde f(x) = !/vx En este caso, el

numerador del cociente de funciones

d) pg, donde p(x) = (x + D(x - :
es la funcidn constante 1.

1
1), C[(x) = v v Nota: 2
iDom(pq) # R!(x + D= D ) ‘%, donde f(x) = cos(x), g(x) =
sen(x), h(x) = 1 . Sugerencia: en ge-

e) ]_C, donde f(x) = x+ 1, g(x) = x — 1. neral, ;cOmo esta da_c:azl}? regla de co-

rrespondencia de i ?
=, donde f(x) = x°, g(x) = x+ L.
) £, donde f(x) = 2% g(x) = x + 1 7
f j) ——, donde f(x) = x%, g(x) = 3x> +
g+h
12x — 1, h(x) = =3x* — 12x — 1. Su-

f
8) 2" donde f(x) = —5x+2, g(x) = 2. gerencia: ver ejercicio anterior.

Encuentra dominio, regla de correspondencia y gréifica de cada una de las siguientes
funciones:

sen(x) _ cos(x) _
cos(x) b) cot(x) = sen(x) €) sec(x) = cos(x)

a) tan(x) =

En analogia a lo que sucede con los numeros (donde al producto xx se le denota
comiinmente por x?), al producto de una funcién f consigo misma, se le denota por

f2
a) Explica por qué Dom(f?) = Dom(f).
b) Encuentra regla de correspondencia y gréfica de 2, donde f(x) = 1/x.

c¢) Encuentra regla de correspondencia y grafica de f2, donde f(x) = sen(x).

Dados dos numeros reales distintos de cero, a y b, diremos que son inversos multi-
plicativos entre si si su producto es 1; esto es, si ab = 1. Sea f una funcion tal que
f(x) # 0 para toda x € Dom(f). Muestra que f tiene un inverso multiplicativo; es
decir, encuentra una funcion g tal que fg = 1 (donde el 1 de la derecha representa la
funcidén constante 1).

Considera la funcién f(x) = x*> - 1. ; Tiene f un inverso multiplicativo en el sentido del
ejercicio anterior? Responde la misma pregunta para la funcién g(x) = x> + 1?
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6.2. Composicion de funciones

Todas las operaciones con funciones vistas hasta el momento tienen su contraparte numérica.
La composicion de funciones es una excepcion a esto, pues su origen estd en la funciéon como
correspondencia entre dos conjuntos. La idea basica de la composicién es aplicar una funcién
al resultado de otra para tener una funcién “compuesta” por dos partes.

Definicion 28. Sean f : X —» Yy g : Z — W dos funciones. La funcién g o f, llamada la
composicion de f con g, es la funcién definida por la regla de correspondencia

(g 0 Hx) = g(f(x)), (6.1)

y tiene por dominio el conjunto de x € X para las cuales el lado derecho de (6.1) tiene sentido.

Los simbolos g(f(x)) en la definicion anterior significan la funcién g evaluada en el punto
f(x). Esto es, para evaluar la funcién g o f en el punto x, se evalda f en x (obteniendo f(x))y
luego, a este valor se le aplica la funcién g. El siguiente dibujo, basado en la idea de funcién
como maquina, tal vez sea ttil para aclarar esta operacion:

Y
S f() ~

8 ™ g(f(x)

Figura 6.9:

Para que la expresion g(f(x)) tenga sentido, son necesarias dos cosas:
1. x € Dom(f), para que f(x) tenga sentido.
2. f(x) € Dom(g), para que g(f(x)) tenga sentido.

Ahora bien, la segunda condicién es equivalente a x € f~'(Dom(g)).
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De aqui que, x € Dom(g o f) siy s6lo si x € Dom(f) y x € f~!(Dom(g)); esto es,

Dom(g o f) = Dom(f) N f~'(Dom(g)) = {x € Dom(f)|f(x) € Dom(g)}.

Un ejemplo sencillo lo tenemos en el siguiente diagrama:

Dom(g) Cod(g)

Cod(f)

Figura 6.10:

Observa que algunos de los elementos de Dom( f) pueden recorrer el diagrama hasta Cod(g) y
otros no. En este caso, p, gy s si pueden recorrer todo el diagrama (porque f(p), f(q), f(s) €

Dom(g)), mientras que r y ¢ no (porque f(r), f(¢) ¢ Dom(g)). Asi, la composicion g o f es la
siguiente funcidn:

1

q 2

3

4

’ gof 5
Dom(g o f) Cod(g o f)

Figura 6.11:
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Puede ser que no exista ninguna x que pueda hacer el recorrido completo x — f(x) +—
g(f(x)). En este caso, decimos que la composicion g o f no esté definida. Ilustramos esto con

un ejemplo:

A
o
b
o

Q
VA NN

/]

Figura 6.12:

Observa que el codominio de f y el dominio de g no tienen ningin elemento en comtn, de
donde se concluye que la funcién g o f no estd definida. Un tercer ejemplo lo tenemos en las

siguientes funciones:

Figura 6.13:
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En este caso, dado que no hay ningun elemento en Dom(f) para el que se pueda hacer todo
el recorrido, se tiene que la composicion g o f no estd definida.

Un ejemplo mds elaborado lo dan las siguientes funciones: f(x) = —x* — 1, g(x) = +/x. Nota
que Ran(f) = (oo, —1] y Dom(g) = [0, o), de manera que Dom(go f) = {x € Dom(f)|f(x) €
Dom(g)} = 0y por lo tanto la composicion g o f no estd definida.

A continuacién presentamos algunos ejemplos que nos permitan clarificar el concepto que
nos ocupa.

Ejemplo:

Sean f(x) = vxy g(x) = x*. Calcular dominio y regla de correspondencia de g o f.

Se tiene que Dom(f) = [0, c0) y Dom(g) = R. Asi,
Dom(g o f) {x € Dom(f)| f(x) € Dom(g) }

{x€[0,00) VxeR}
= [0, ),

donde la dltima igualdad se da porque /x € R se cumple para cualquier x € R.

En cuanto a la regla de correspondencia, tenemos que

(go fHx) g(f(x))
g(Vx)
(Vx)?
X.

Tenemos entonces que (g o f)(x) = x. Uno podria pensar que, dado que esta regla de corres-
pondencia tiene sentido para cualquier x € R, se deberia tener Dom(g o f) = R. Sin embargo,
esto no es asi, porque para x < 0 la expresiéon f(x) = +/x no tiene sentido, de manera que
g(f(x)) tampoco. Para enfatizar: Dom(go f) = [0, c0), como concluimos en el parrafo anterior.

Ejemplo:
Una de las caracteristicas méas sorprendentes de la composicion es que no es conmutativa: en
general, f o g # g o f. Calculemos g o f donde g(x) = x* y f(x) = +/x, como en el ejemplo

anterior.
(f 0 8)x) S(g(x)
= f(x?)
Va2

|x],

mientras que (g o f)(x) = x.
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Ejemplo:
Sean f(x) = 1 y g(x) = x-l—il Calcular dominio y regla de correspondencia de g o f.
En primera instancia, notemos que Dom(f) = R\ {0} y Dom(g) = R\ {-1}. Asi, Dom(g o

f) = {x € Dom(f)|f(x) € Dom(g)} = {x € R\ {0}| f(x) e R\ {-1}}. Es decir, necesitamos
encontrar los puntos x para los cuales f(x) # —1.

Ahora bien, encontrar las x para las cuales f(x) # —1 es equivalente a encontrar las x para las
cuales f(x) = —1y quitarlas de Dom(f). En simbolos, Dom(go f) = (R \ {O)\{x] f(x) = —1}.

Para encontrar este dltimo conjunto, necesitamos resolver la ecuacién — = —1, que tiene
X
por Unica solucién x = 4. De aqui se concluye que Dom(g o f) = (R \ {0}) \ {4} = R\ {0, 4}.

Para calcular la regla de correspondencia de g o f, recordemos que ésta estd dada por (g o
)(x) = g(f(x)). En este caso particular, tenemos

(g ° Hx) = g(f(x))

Observa que, en el altimo paso, fue posible cancelar la x comiin a numerador y denominador
porque x # 0 (ya que 0 ¢ Dom(g o f), como vimos en el parrafo anterior).

Ejemplo:

. . ) . 1
En algunos casos, es posible componer una funcién consigo misma. Sea f(x) = —. La regla
X
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de correspondencia de f o f estd dada por

(fof><x>:f(1)

X

mientras que Dom(f o f) = R\ {0}, como se muestra a continuacion:
Dom(f o f) {x € Dom(f)| f(x) € Dom(f)}

{xeR\ {0} £ e R\ {0}}

R\ {0},

1

donde la ultima igualdad se da porque — # O para cualquier x € R\ {0}. Una vez mas,
X

insistimos que aunque la regla de correspondencia (f o f)(x) = x tiene sentido para toda

1
x € R, Dom(f o f) # R, puesto que f(x) = — no tiene sentido para x = 0.
X

6.2.1. Ejercicios de la seccion

1. Recuerda la funcién identidad Id : R — R que tiene regla de correspondencia Id(x) = x.
Verifica que, para cualquier funcién f, se tiene que fold = feldo f = f. Estoes, la
funcion identidad se comporta como un neutro con respecto a la composicion (es decir,
componer con Id por cualquiera de los dos lados no afecta a la funcion original).

2. Considera las funciones f(x) = g y g(x) = 2x. Muestraque fog=Idy go f = 1d.

Funciones con esta propiedad se dice que son inversas entre si. El concepto de funcién
inversa es tan importante, que toda la siguiente seccion estard dedicada a €l.

3. Sean f(x) = x* y g(x) = +/x. Verifica que f o g = Id (para x € [0, 0)) pero g o f # Id.
Este ejemplo muestra que, para que dos funciones sean inversas, es imprescindible
verificar que ambas composiciones dan la identidad; en otras palabras, que una com-
posicion sea la identidad no garantiza que la otra también lo sea.

4. Sea f(x) = c una funcién constante, y g : R — R una funcién cualquiera. Explica por
qué siempre tienen sentido las composiciones fo gy go f. ;Quiénes f o g? ;Quién es
gof?
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5. Considera la funcién g(x) = x+ 2, y sea f una funcion cualquiera. ;Como es la grafica
de g o f comparada con la de f? (Sugerencia: revisa la seccion (2.3) del capitulo 2.)

6. Sean f'y g como en el problema anterior. ;Cémo es la grifica de f o g comparada con
la de f? (Misma sugerencia que en el ejercicio anterior.)

7. Repite los dos ejercicios anteriores con g(x) = x+ ¢, donde c¢ es una constante (es decir,

c €R).

8. Considerando las funciones dadas en la primera lista, encuentra dominio y regla de
correspondencia de las composiciones indicadas en la segunda lista.

1
a) () = —

b) p(x) = x*
c) s(x)=3x-2

Dgof
n por
) rop
V) gog

V) gog
Notaquegog# gog.

V) pop

d) g(x) = |x| 2) h(x)= V-x+1
e) q(x) = [x] h) r(x) = sen(x)
f at =11 ) A = T
vil) a@of3
VIII) @ oS
IX) aof
Observa que a o f = Id (ver 5)
X) foa

Observa que f o a = 1d (ver 5).

(Qué nombre reciben las funciones
que al componerlas de ambas mane-
ras posibles dan Id?

9. Expresa las siguientes funciones como composicion de dos funciones mds sencillas:

a) g(x) = sen(x?).

b) h(x) = sen’(x). La notacién sen?(x)
puede ser confusa al principio, pe-
ro es equivalente a (sen(x))* (y mds

econdmica).

c) f(x)=vVx—-1
d) p(x) =2x]+ 12

e) g(x) = x* + 3x* + 2. Sugerencia: es-
coge a g(x) = x* como una de las
funciones.

(i)z +1

1
g a(x) =3[x]-9
h) B(x) =[7x-2]

) rx) =
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10. Es posible componer tres funciones (o mas), mediante la regla (fogoh)(x) = f(g(h(x)))
(o reglas analogas para un nimero mayor de funciones). Considerando las funciones

f) = (x+1)72 g(x) = 1, h(x) = Vx*+1,

X

encuentra dominio y regla de correspondencia de las composiciones siguientes:

a) gofoh ¢) hofof
b) fogoh f) gohog
¢) hogof g fogof
d) hofog h) hogog

6.3. Funciones inversas

En términos coloquiales, diremos que dos funciones son inversas si una deshace lo que hace
la otra al componerlas. Por ejemplo: las funciones f(x) = x + 2y g(x) = x — 2 son inversas
porque g quita el 2 que agrega f. Esto se ve méas claramente al estudiar las composiciones

fogygolf:

fog = fglxv) gof = g(f(»
= f(x-2) = glx+2)
= (x=2)+2 = (x+2)-2
X = X

El hecho de que fog(x) = xygo f(x) = xesequivalentea fog =Idy go f = Id (donde Id
es la funcion identidad, Id(x) = x), que a su vez es una manera mas matematica de decir que
f 'y g son funciones que deshacen lo que hace la otra.

Mis formalmente, el concepto de funcién inversa es el siguiente:
Definicion 29. Dadas dos funciones f : A —» By g : B — A, diremos que son funciones
inversas si fog =1dy go f = 1d. En este caso es comtin denotar a g por f~! (ya f por g!).

Observemos, en primer lugar, que las composiciones f o g y g o f tienen sentido porque
Dom(f) = Cod(g) y Cod(f) = Dom(g). De aqui que Dom(f o g) = By Dom(go f) =AYy
porlotanto fog:B— Bygof:A — A.



6.3. Funciones inversas 195

A manera de ejemplo, mostraremos que las funciones f : R - Ry g : R — R con reglas
y+1

de correspondencia f(x) = 2x -1y g(y) = son inversas entre si. En primer lugar,

observemos que Dom(go f) = Ry Dom(fog) = R. En cuanto a las reglas de correspondencia,
se tiene que

(f o9 = f(g»)

de modo que f o g = Id. De manera similar, se tiene que

(g o Hx) =g(f(»)

=g2x-1)
C@2x-D+1
B 2
=X,

de donde g o f = Id. De aqui se concluye que f y g son funciones inversas.

En el resto de la seccidn mostraremos que si una funcidn es biyectiva entonces tiene inversa.
También mostraremos que si f es una funcidn inyectiva (pero no suprayectiva) se puede
modificar su codominio para obtener una funcion biyectiva (y que por lo tanto tiene inversa).
La idea serd mostrar estas afirmaciones para funciones muy sencillas y luego generalizarlas.

Dado que es necesario que el lector tenga bien presentes los siguientes conceptos, nos permi-
timos escribir el siguiente recordatorio:

1. Una funcion f es inyectiva (0 uno a uno) si, para cualesquiera x # y en Dom(f), se
tiene f(x) # f(y). Equivalentemente, f es una funcion inyectiva si f(x) = f(y) implica
X =Y.

2. Una funcion f es suprayectiva (o sobre) si Cod(f) = Ran(f).
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3. Una funcidn f es biyectiva si es inyectiva y suprayectiva.

Consideremos una funcién biyectiva f. Por ejemplo:

Observa que si invertimos la direccion de las flechas de f, obtenemos una funcién que tiene
por dominio a Cod(f) y por codominio a Dom(f), como se ilustra en seguida:

Dicha funcién (que aqui llamamos g) tiene la propiedad de que al componerla con f en cual-
quiera de los dos 6rdenes posibles, resulta en la funcidn identidad. Es decir, g es la funcion in-
versa de f. Esta afirmacion es inmediata de verificar, dada la forma en que se construy6 g, por
ejemplo: g(f(a)) = g(¢) = a. Notemos también que Dom(g) = Cod(f) y Cod(g) = Dom(f).

A continuacién mostramos mediante un ejemplo la necesidad de que una funcidon sea biyec-
tiva para que al invertir las flechas se obtenga una funcién. Si en los siguientes diagramas
invertimos la direccion de las flechas no se obtiene una funcién, porque las funciones origi-
nales no son biyectivas.

~

""%

DN~ W N =
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Nota que en el caso de g, la relacidon que resulta de invertir las flechas no es una funcion
porque ¢ tendria dos imdgenes. Esto es una consecuencia de que la funcion original g no sea
inyectiva. En el caso de f, la relacion que resulta de invertir las flechas no es una funcioén
porque 3 no estd relacionado con nadie; esto es una consecuencia de que este elemento, 3, no
esté en Ran(f), que a su vez es una consecuencia de que f no sea una funcién suprayectiva.
Asi, para que la relacion que resulta de invertir las flechas sea una funcion, es necesario que la
funcion sea tanto inyectiva como suprayectiva; es decir, biyectiva. Con estos razonamientos
esperamos haber convencido al lector del hecho de que es necesario que una funcién sea bi-
yectiva para que tenga inversa. De hecho, también es suficiente que una funcién sea biyectiva
para que tenga inversa. En otras palabras, una funcidn es biyectiva si y sélo si tiene inversa.

Estudiemos, una vez mas, la funcion f de arriba:

f
\ —7

Como ya se dijo, al invertir la direccion de las flechas de f, no se obtiene una funcién, porque
no seria cierto que a cada elemento del dominio de la nueva funcidn se le asocia un elemento
del codominio. Sin embargo, si restringimos Cod(f) para que sea igual a Ran(f), tendremos
una funcién biyectiva y por lo tanto con inversa:

Para ser completamente claros: esta nueva funcién f y la funcién original f no son iguales, ya
que Cod(f) # Cod(f). Sin embargo, son muy parecidas dado que tienen el mismo dominio
y la misma regla de correspondencia, con la ventaja adicional de que f es biyectiva y tiene
por lo tanto una funcién inversa. Por estas razones, al inverso de f le llamaremos también el
inverso de f, o la funcidn inversa de f. Este abuso de notacién no tiene ningtn pero, siempre
y cuando lo tengamos presente.
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De aqui se concluyen dos cosas:
1. Las funciones biyectivas tienen inverso.

2. Las funciones inyectivas tienen inverso si se restringe su codominio para que sea igual
a su rango (puesto que con esta restriccion tenemos en realidad una funcién biyectiva).

6.3.1. Grafica de la funcion inversa

. Cémo estén relacionadas las tablas de las funciones fy f~!? Recordemos que la regla de
correspondencia de la funcién f~! consiste de deshacer lo que hace f. Esto es, si se tiene que
f(a) = b, entonces se tendra que f~'(b) = a, lo que se traduce en que la tabla de f~! se obtiene
intercambiando de lugar las columnas de la tabla de f. Por ejemplo, si f(x) = x + 2, se tiene
que f~!(x) = x—2, como sabemos por un ejemplo anterior. Las tabulaciones correspondientes
a fy f! se muestran a continuacion:

x| f) x | )
3 -1 30 -5
200 2| -4
1|1 -1 -3
0| 2 0| -2
1| 3 1| -1
2| 4 21 0
315 3] 1

Observa que, como previmos, las columnas de la tabla de ! son iguales a las de la tabla de
f, pero intercambiadas de lugar.

Abhora bien, ;cudl es la relacién entre la gréifica de f y la de f~'? Recordemos que la grafica
de una funcién f consiste de todas las parejas del tipo (x, f(x)), donde x € Dom(f). Dado
que la tabla de f~! es igual a la de f pero con las columnas intercambiadas, se concluye que
la grafica de f~! consiste de todas las parejas de la forma (f(x), x), donde x € Dom( f).

Esto también se puede entender de otra manera: la grifica de f consiste de los puntos de la
forma (x,y), con x € Dom(f) y y = f(x). Dado que entonces f~!(y) = x, se tiene que la
grifica de f~! consiste de puntos de la forma (y, f~'(y)) = (y, x). Esto es, la grdfica de f~!
consiste de las mismas parejas que la grifica de f, pero con el orden intercambiado.



6.3. Funciones inversas

199

Ahora bien, los puntos P = (a,b) y Q = (b, a) se obtienen uno del otro mediante una reflexion
a lo largo de la recta y = x, como se ilustra en el siguiente dibujo:

P=(a,b) ..

Figura 6.14:

Esta idea geométrica nos dice que la grifica de f~! (que consiste de los puntos de la forma
O, 1)) = (f(x), x)) es un reflejo a lo largo de la recta y = x de la gréfica de f (que consiste

de los puntos de la forma (x, f(x))).

Este hecho tiene una interpretacién geométrica, y es que la grafica de f~! se obtiene reflejando
la gréafica de f a lo largo de la recta y = x, pues esta reflexién corresponde a la accion de
intercambiar el orden de los elementos de la pareja (x, f(x)). Ejemplificamos esta idea en el
siguiente dibujo, que muestra las graficas de f(x) = vx y su inversa, f~'(x) = x?, con x > 0.
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f)=x2 e

.’ FH@=vx

Figura 6.15:

Una manera de visualizar esta reflexion es dibujar la grafica de f en una hoja de papel delgado
y, tomandola por las esquinas que corresponden a los cuadrantes I (x > 0,y > 0) y Il
(x < 0,y < 0) darle la vuelta, de manera que la cara en blanco quede frente al observador.
Puesta a contraluz, serd posible ver la grafica de f~! desde el otro lado del papel.

6.3.2. Calculo de funciones inversas

Si f es una funcién biyectiva, sabemos por la seccidn anterior que la funcién inversa de f,
f7!, existe. En algunos casos esta informacién puede ser suficiente, pero en algunos otros es
necesario contar con una expresién explicita para la regla de correspondencia de f~!. En esta
seccion veremos como encontrar dicha expresion en los casos mas simples.

El método es como sigue: supongamos que la funcion f relaciona a x € Dom(f) con y €
Cod(f); es decir,

f(x)=y. (6.2)

Buscamos una regla de correspondencia que invierta esta expresion; en otras palabras, que-
remos expresar a x como funciéon de y. Una manera de lograr esto es despejando x de la
expresion f(x) =y, lo que resultard en una expresion del tipo

x = g(y). (6.3)
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Con ayuda de las ecuaciones (6.2) y (6.3) es posible mostrar que g es efectivamente la funcion
inversa de f:

fg) =fx) =y, g(f(x) = g(y) = x.

En teoria, este método funciona siempre. En la practica, muchas veces resulta muy compli-
cado (o de plano imposible) despejar a x de la ecuacion (6.2).

Veamos algunos casos mds o menos sencillos:

Ejemplo:

Sea f(x) = 3x + 1. Encontrar f~' (si es que existe).

En primer lugar, observamos que la funcion f es biyectiva, de modo que tiene sentido buscar
su funcién inversa. Una vez que sabemos que el objeto que estamos buscando realmente
existe, nos podemos plantear la pregunta de como encontrarlo. De acuerdo a la exposicion
de arriba, buscamos resolver la expresiéon y = 3x + 1. [ljn poco de manipulacién algebraica
y—

; es decir, f~!(y) = —

Y
muestra que entonces x =

Ejemplo:

Sea f(x) = +/x. Encontrar f~! (si es que existe).

Notemos que Dom(f) = [0, o) y Cod(f) = R (como siempre que no se especifica nada sobre
el codominio). Dado que Ran(f) = [0, c0), se tiene que f no es suprayectiva. Sin embargo,
sf es inyectiva, y de acuerdo a lo expuesto antes, f~' si existe (en realidad lo que existe
es la funcién inversa de f : [0,00) — [0, 00), pero identificamos a f‘l con f7!). De estas
observaciones se concluye que f~! tendra dominio [0, o) y codominio [0, co). En cuanto al
célculo de la regla de correspondencia, hacemos y = +/x y al despejar obtenemos y*> = x, lo
que nos dice que f~'(y) = y%.

Insistimos en el hecho de que Dom(f~!) = [0, ), y Cod(f~!) = [0, o). Este detalle tiene su
importancia, porque la funcién g(x) = x?, que tiene la misma regla de correspondencia que
f -1 no tiene funcién inversa, dado que no es inyectiva.

Ejemplo:

Sea f : [0,7] — R con regla de correspondencia f(x) = cos(x). Encontrar ! (si es que
existe).

Al igual que en el caso anterior, f es una funcién inyectiva pero no suprayectiva. Para que
tenga funcién inversa serd necesario restringir su codominio y trabajar con la funcién f :
[0,7] — [—1,1] (que en un pequefio abuso de notacién denotamos también por f), que es
biyectiva. Para encontrar la regla de correspondencia de f~', habria que despejar x de la
ecuacion y = cos(x), lo cual es imposible de hacer por medio de manipulacion algebraica.
Este es un ejemplo en el que el método descrito aqui no resulta util. El hecho de que no



202 Capitulo 6. Construyendo nuevas funciones

podamos calcular la regla de correspondencia de f~! no afecta en nada su existencia.

6.3.3. Ejercicios de la seccion

1. Basado en un ejercicio de [1] Di si los siguientes pares de funciones son inversas entre
si.

a) f(x)=3x+1,g(x)=x- %

b) f(x)=x>-10, g(x) = vx + 10.

) f(x) = —8 +4x, g(x) = 2 +2.
1 1
d) f(x)= m,g(x) = > +2.
e) f(x) = (x+3) g(x) = (x - 3)%

2. En cada caso, encuentra la funcién inversa de la funcién dada. Es posible que sea
necesario restringir el codominio para obtener una funcion biyectiva.

_ 1
a) f(x)=4x-9 f) r(x) = — 7> con Dom(q) = [0, o).
5x-2
b) g(x) = 2= y ¢) a(x) = ax+b, donde a # 0. ;Por qué
3 es necesaria esta condicién?
c) h(x) = X h) B(x) = a o a, donde a(x) = ax + b,
cona # 0.
d) p(x) =x .
. ] x sixeQ
e) gqx)=(x-2°+9 ) 7(x)_{2x six¢Q

3. Explica por qué la funcioén f(x) = [x] no tiene funcién inversa.

4. Explica por qué la funcién f : Z — 7Z con regla de correspondencia f(x) = [x] s es
biyectiva. ;Cudl es su funcién inversa? ;Cudl es la diferencia con el inciso anterior?

5. (Cudl es la funcién inversa de Id : R — R?

6. ;Cudl es la funcién inversa de f : R\ {0} — R\ {0} con regla de correspondencia

f(x) = 1/x?
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10.

1.

12.

. Encuentra una funcion f : R — R que sea inyectiva pero no suprayectiva. Verifica que

la gréfica de la relacion inversa (obtenida con el procedimiento explicado en 6.3.1) no
corresponde a la gréfica de una funcion.

. Encuentra una funcién f : R — R que sea suprayectiva pero no inyectiva. Verifica que

la grafica de la relacion inversa (obtenida con el procedimiento explicado en 6.3.1) no
corresponde a la gréfica de una funcion.

. La funcién a(x) = sen(x) no es suprayectiva ni inyectiva. Haciendo Cod(a) = [-1, 1],

tendremos una funcién suprayectiva pero no inyectiva. Si ademds restringimos el do-
minio a [-x/2,7/2], obtendremos una nueva funciéon & : [-7/2,7/2] — [-1, 1] bi-
yectiva, y por lo tanto con inversa. Haz restricciones similares para S(x) = cos(x) y
v(x) = tan(x) para obtener funciones biyectivas. Nota que, en cada caso, hay muchas
maneras (de hecho infinitas) de hacer esto.

En cada caso, encuentra la grafica de la funcidén inversa a la funcién dada.
a) a:[-n/2,7/2] - [-1, 1], a(x) = sen(x).
b) B:[0,n] = [-1,1],B8(x) = cos(x).
c) y:(—n/2,n/2) = R, y(x) = tan(x).

Estas funciones reciben el nombre de arcoseno, arcocoseno y arcotangente, respecti-
vamente. Como se dijo en el ejercicio anterior, la eleccion de los dominios de a, Sy vy
es arbitraria. Sin embargo, las que se usan aqui son las mas comunes por ser las méas
cercanas al origen.

Encuentra dominios y codominios adecuados para que las funciones cot(x), sec(x) y
csc(x) sean biyectivas y por lo tanto invertibles. (Sugerencia: ;cudles son los criterios
sobre la gréifica de una funcién para saber si es inyectiva o suprayectiva?)

Encuentra las gréificas de las funciones inversas del inciso anterior.

6.4. Ejercicios del capitulo

1.

Di si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas. Justifica tu respuesta.
a) La suma de dos funciones constantes no necesariamente es una funcidén constante.

b) El producto de dos funciones constantes es una funcidn constante.
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h)

Para cualquier funcion f, siempre es posible calcular las funciones f + fy ff.
Para cualquier funcién f, siempre es posible realizar la composicioén f o f.

Para cualquier funcién f, se tiene que fo f = ff.

1
f ; = 7 para cualesquiera funciones g y 4.
8

Si Dom(f) = Dom(g) entonces se puede realizar la composicién fog, y Dom(f o
g) = Dom(f).

Laigualdad (f+g)* = f>+2fg+g* para cualesquiera funciones f, g con Dom(f) =
Dom(g).

2. Recordemos que 1d, la funcion identidad, tiene regla de correspondencia Id(x) = x.
Resuelve los siguientes incisos:

a)

b)

c)

d)

Expresa a la funcién p(x) = 5x* como resultado de aplicar ciertas operaciones
con funciones a la funcion Id.

Expresa a la funcién p(x) = 4x’ — 7x* + 1 como resultado de aplicar ciertas
operaciones con funciones a la funcion Id.

Generalizando los dos incisos anteriores, convéncete de que cualquier polinomio
(es decir, cualquier funcién de la forma p(x) = a,x" + a,_; X' + ... + a;x + ay,
donde a,, a,-1, ..., ai, ap son constantes) se puede expresar como resultado de
aplicar operaciones con funciones a la funcién Id.

Finalmente, muestra que cualquier funcién que sea cociente de polinomios (es

X

decir, cualquier funcién de la forma F(x) = % donde p y g son polinomios con
q(x

q # 0) se puede expresar como resultado de aplicar operaciones con funciones a

Id.

3. La funcion c(x) representa los gastos de cierta empresa en el mes x, la funcion v(x)
representa las ventas de esas misma empresa en el mes x. Usando operaciones de fun-
ciones, encuentra una funcién que represente las ganancias netas de dicha empresa en
el mes x.

4. Para un gas ideal, la presion es directamente proporcional a la temperatura e inversa-

T
mente proporcional al volumen que ocupa, de manera que P = /l‘—/, donde A es una

constante. Si tanto 7" como V son funciones del tiempo ¢, entonces la presion también
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lo sera. De hecho se tendra que

IO
P(1) _/IV(I)'

Con base en esto, responde las siguientes preguntas:

a) Si la temperatura permanece constante y el volumen disminuye con el paso del
tiempo (como en un globo que estd siendo aplastado) ;qué pasa con la presién?

b) Si el volumen permanece constante y la temperatura disminuye con el paso del
tiempo (como en un tanque de gas LP que se pone a enfriar) ;qué pasa con la
presion?

¢) Ahora supongamos que la presiéon permanece constante y el volumen aumenta
(como en un globo eléstico al que se le mete cada vez mds aire) ;Qué pasa con la
temperatura?

d) Por ultimo, expresa la temperatura como funcion de la presion y el volumen.

5. El consumo de aire de un buzo (es decir, la cantidad de litros de aire a presion de
una atmdsfera que consume) es una funcion de la presion a la que se encuentra (que

depende directamente de su profundidad) y del tiempo transcurrido. En férmulas, tene-
Prof(z)

mos Consumo = 14( + 1) t donde Prof(z) es la funcion profundidad medida en

It . . . . .
metros y 14 —— es el consumo de litros de aire por minuto a presion de una atmosfera.
min

Encuentra la cantidad de litros de aire consumidos si la grafica de la funcién profundi-
dad es como sigue:

20 &e——0
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Capitulo 6. Construyendo nuevas funciones

10.

11.

12.

13.

14.

Sea
(1 six¢Q
ﬂ”‘{o six e Q.

Muestra que f o f = 0, la funcién constante cero.

. Considera las funciones constantes (es decir, las funciones de la forma f.(x) = ¢, donde

¢ € R (donde el subindice ¢ de f, indica que ésta depende de ese valor ¢) y la funcién
g(x) = x. ;Coémo son las gréficas de las funciones de la forma f.g + f;?

. Muestra que (f + g) o h = (f o h) + (g o h). Esto es, muestra que para cualquier x, se

tiene que ((f + g) o h)(x) coincide con (f o h)(x) + (g o h)(x).

Muestra mediante un ejemplo que fo(g+5) no necesariamente es igual a (fog)+(foh).
Es decir, encuentra funciones f, g y & tales que las funciones fo(g+h)y (fog)+(foh)
no sean iguales. [SUGERENcIA: Haz f(x) = x°.]

Sea f : R — R una funcién arbitraria. Encuentra dominio y regla de correspondencia
de la funcién § (En qué caso se tendrd que Dom (;) =0?

(Coémo debe de ser la graficade f : R — R para que f sea su propia inversa? Sugeren-
cia: usa el resultado principal de 6.3.1.

En este ejercicio encontramos las inversas de las funciones f.(x) = x + ¢, g.(x) = cx, y
mostramos que la funcion A.(x) = x° no necesariamente es invertible.

a) Sea f.(x) = x + ¢, donde ¢ € R. Muestra que f, y f-. son funciones inversas.

b) Sea g.(x) = cx, donde ¢ € R. Muestra que g. y g1/ son funciones inversas (si
c#0).

1/c

c¢) Explica por qué en general no es cierto que h.(x) = xy h;;. = x'/ sean funciones

inversas, para ¢ € Q. Sugerencia: ;qué pasa cuando ¢ = 27
El kilo de arroz, vendido a granel, cuesta $ 15.
a) Encuentra una funcion f que relacione peso a comprar con precio a pagar.
b) Encuentra el inverso de la funcién f. En este contexto, ;cdmo se interpreta a la

funcién f~1?

1
La funcién s(t) = —Egt2 para t > 0, describe la posicién de un objeto que se deja

caer libremente y es sujeto a la atraccién gravitacional de la Tierra (g ~ 9.81m/s? es
la aceleracion que la Tierra produce en un objeto cercano a ella). Explica por qué s es
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15.

16.

17.

18.
19.

20.

una funcidn invertible, encuentra su funcion inversa y dale una interpretacion en este
contexto.

Cuando se avienta un objeto verticalmente hacia arriba con velocidad inicial vy, su

posicion estd descrita por la funcién s(z) = ) gt +vyt, donde g es como en el ejercicio

anterior.
a) Explica intuitivamente por qué s no es una funcion inyectiva.
b) Muestra dos valores distintos de ¢ que tengan la misma imagen bajo s.

¢) Con base en los incisos anteriores, explica por qué no es posible determinar el
momento de lanzamiento del objeto a partir solamente de la posicion del objeto.

d) Contrasta tu respuesta al inciso anterior con la del problema precedente.

Ejercicio tomado de [1] Sean f : A —» By g : B — C funciones invertibles. Muestra
que g o f también lo es. Sugerencia: El hecho de que f y g sean invertibles garantiza la
existenciade 'y g7!.

Ejercicio tomado de [1] Sea f una funcién impar e invertible. Muestra que f~! es
también una funcién impar.

Explica por qué una funcién f : R — R que sea par no puede ser invertible.

Sea f : R — R una funcion invertible. Basandote en los dos ejercicios anteriores, ;se
concluye necesariamente que f debe ser impar?

Ejercicio tomado de [1] Considera la funcién f(x) = x* + 3x + 1. Encuentra f~'(1),
F£1(=3)y £71(5). Sugerencia: encuentra nimeros a, b, ¢ tales que f(a) = 1, f(b) = -3,
f(c) = 5. Una vez que los tengas, ;cémo usarlos para encontrar lo que se pide?






Apéndice A
Apéndice: ecuaciones y desigualdades

Una de las herramientas que se necesitan en el capitulo 2 es la resolucion de ecuaciones
y desigualdades, para encontrar la imagen inversa de un punto o de un intervalo bajo una
funcion. En este apéndice daremos una introduccion a estos dos temas, suficiente apenas para
comprender la teoria y resolver los ejercicios de dicho capitulo. Desde luego, las aplicaciones
de la resolucion de ecuaciones y desigualdades no se reducen sélo a esto, sino que son muy
extensas.

A.1. (;Qué es una ecuacion?

Una ecuacion es una igualdad entre dos expresiones (muchas veces algebraicas) al menos
una de las cuales involucra una incégnita, que es una letra que representa alguna cantidad
desconocida.

Por ejemplo, si igualamos las expresiones x + 1 y 2, se obtiene la ecuaciéon x + 1 = 2. Puede
ser que ambas expresiones involucren a la incognita: x4+ 1 = 7x — 2 también es una ecuacion.
Al igualar las expresiones 1 + 3 y 8 — 4 se obtiene la igualdad 1 + 3 = 8 — 4. Esta igualdad
es cierta, pues ambos lados son iguales; no se trata de una ecuacion, pues no hay ninguna
incognita. Al igualar las expresiones 2+ 3y 7+ 1 se obtiene una igualdad falsa: 2+3 =7+1,
que tampoco es una ecuacion.

Las expresiones a igualar pueden involucrar cualquiera de las funciones vistas en el texto,
como valor absoluto, mayor entero, potencias o raices, o cualquiera de las funciones trigo-
nométricas.

209
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También es posible tener ecuaciones con mds de una incégnita, como 2x + 3y = 1, 04x—y =
%. En este texto nos limitamos a ecuaciones con a lo més dos incdgnitas, aunque la mayoria
de ellas tendran una sola.

Es comun pensar a una ecuaciéon como una relacion que cumple una (o varias) cantidades
desconocidas (que son las incognitas). La idea de resolver una ecuacion consiste entonces en
encontrar el valor —o los valores— de las incognitas que hagan cierta esa relacion.

A.2. ;Qué significa resolver una ecuacion?

Una solucion de una ecuacion es un valor de la incognita (o un valor de cada una de las
incognitas, si se trata de una ecuacién con dos variables) con la propiedad de que al sustituirlo
en la ecuacion se obtiene una igualdad verdadera. Por ejemplo, en la ecuacién

2x+1 =11,

x =5 es una solucidn, puesto que 2(5) + 1 = 11. x = 0 no es solucidn, porque al substituir
este valor para x en la ecuacion original, se obtiene 2(0) + 1 = 11, lo cual no es verdadero.

Verifiquemos ahora que x = 1/2 es solucién de la ecuacion 8x — 5 = —1. Simplemente
hay que substituir el valor x = 1/2, y verificar que la igualdad asi obtenida es verdadera:
8(1/2) =5 = —1, que se transforma en 4 — 5 = —1, que es cierta.

(Qué pasa en el caso de una ecuacion con dos variables? La idea sigue siendo la misma:
substituir cada incégnita por su valor y comprobar si se da o no la igualdad entre ambos
lados. Por ejemplo, al considerar la ecuaciéon x +y = 1, se tiene que x = 1,y = 0 es una
solucién, porque al substituir x por 1y y por 0, se obtiene 1 + 0 = 1, que es una igualdad
verdadera.

Es probable que el lector se esté preguntando por qué decimos “una” solucién y no “la”
solucion. La razon, tal vez sorprendente, es que hay ecuaciones con mds de una solucién. Por
ejemplo, la ecuaciéon x*> = 9 tiene dos soluciones: x = 3 (que es la mas conocida) y x = —3.
De hecho, hay ecuaciones con una infinidad de soluciones, como3x+5 =x+4+x+ 1+ x,
o sen(x) = 0 (ver capitulo sobre funciones trigonométricas para este ultimo ejemplo). Es un
ejercicio para el lector verificar que x = 4,y = =3y x = =1,y = 2 son soluciones de la
ecuacion con dos incdgnitas x + y = 1. De hecho, esta ecuacion tiene infinitas soluciones.

Por otro lado, también hay ecuaciones que no tienen solucién. Un caso de esto nos lo da la
ecuacion x> = —1. ;C6émo verificar que ningtn nimero real satisface esto? Hacer todas las
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substituciones es imposible, puesto que hay un nimero infinito de valores para x. Necesita-
mos entonces un método indirecto: observa que, sin importar cudl sea el valor de x, se tiene
que x> > 0 (esto es una consecuencia de las leyes de los signos). Por otro lado, se tiene que
-1 < 0. Esto muestra que x> y —1 no pueden nunca ser iguales (si lo fueran, los dos serfan
positivos o los dos negativos, pero acabamos de mostrar que uno es siempre positivo (o cero)
mientras que el otro es siempre negativo). Se concluye entonces que la ecuacién x> = —1 no
tiene solucion.

Con lo que sabemos hasta ahorita es posible resolver algunas ecuaciones sencillas, como
x+9 =71,0x+298 = 731. Todo lo que hay que hacer es darle a x distintos valores hasta que
se obtenga una igualdad verdadera. En este tltimo ejemplo, después de varias substituciones
(que debe intentar el lector antes de seguir leyendo), se puede concluir que x = 433 es
una solucién. Desde luego, este método pierde su poder rapidamente: intentar resolver asi la
ecuacion 6x* + x — 6 = 0 se puede volver frustrante, ademas de que nada garantiza que se
hayan encontrado todas las soluciones.

En la siguiente seccion veremos un método para resolver los tipos mds simples de ecuaciones.

A.3. Resolucion de ecuaciones lineales

Nuestro método para resolver ecuaciones estd basado en una observacién bdsica, que es la
siguiente:
Observacion 5. Si f es una funcién y a = b, entonces f(a) = f(b).

Esto es una consecuencia inmediata de la definicién de funcidn, que dice que un objeto del
dominio esta relacionado con exactamente un objeto del codominio. Al aplicar esta observa-
cion a las funciones f(x) = x + ¢y g(x) = xc, se obtienen las siguientes dos reglas, que son
la base de nuestro desarrollo posterior.

Regla 1. Sia = bentoncesa+c=>b+c.

y

Regla 2. Si a = b entonces ac = bc.

Otras reglas irdn apareciendo a lo largo del texto, pero éstas son las fundamentales para
comprender el resto de la exposicion. Primero, asegurémonos de entender lo que dicen: la
regla 1 nos dice que si tenemos dos expresiones iguales, al sumarles una tercera expresion
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a cada una de ellas, se sigue conservando la igualdad. Esto debe ser claro cuando en ambos
lados de la igualdad hay tnicamente ntimeros. Por ejemplo: 5 = Sy porlotanto 5+7 = 5+7
(puesto que ambos lados dan 12). Veamos un caso menos obvio: 4 = 3 + 1, de donde se tiene
que 4 + 11 =3+ 1+ 11, lo cual se ve claramente al hacer las operaciones correspondientes:
ambos lados dan 15. Ahora bien, los casos realmente utiles aparecen cuando en alguno de los
dos lados aparecen una o mds o incognitas. Un ejemplo de esto es el siguiente: x — 8 = 10.
Observemos qué pasa si, de acuerdo a la regla 1 sumamos 8 a cada lado: x — 8 + 8 = 10 + 8.
Dado que —8+8 = 0, se tiene que el lado izquierdo es simplemente x, mientras que el derecho
es 18. Esto es, x = 18. En resumen, hemos hecho lo siguiente:

x—-8 = 10
x—8+8 = 10+8
x+0 = 18

x = 18

En este ejemplo particular, sumar 8 a cada lado de la igualdad result6 util porque permitio
dejar a la x sola; es decir, permiti6 resolver la ecuacién. En otros casos, el nimero que se
deba sumar puede cambiar. Nuestro segundo ejemplo estd dado por la ecuacién x + 4 = 17.
(Qué numero tenemos que afiadir para que al sumarlo con x + 4 nos dé simplemente x? Esto
es equivalente a preguntarse qué nimero afiadirle a 4 para que dé 0. El nimero buscado es
—4. Se tiene entonces, afladiendo —4 a ambos lados de la ecuacidn,

x+4 = 17
x+4+(-4) = 17+ (-4
x+0 = 13

x = 13

Es decir, la solucidn de esta ecuacion es x = 13.

Hay que notar también que la regla 1 es cierta independientemente de si su uso simplifica
la resolucién de la ecuacion o no. En el caso anterior, podriamos haber sumado 5 de cada
lado, obteniendo x + 4 + 5 = 17 + 5, que al hacer las operaciones se vuelve x + 9 = 22. La
observacion es que esta ultima expresion se dedujo correctamente de la ecuacion original.
Que no sea util para resolverla no la hace menos vélida. Esto es, al sumar cantidades iguales
podemos simplificar la ecuacion o no, pero en cualquier caso es posible seguir trabajando con
la nueva igualdad para resolver la ecuacion.

Veamos ahora otro caso un poco mas elaborado. Intentemos resolver la ecuacién —5x =
9 — 6x. Lo que se tiene que hacer aqui es sumar una expresion adecuada para eliminar el —6x
que aparece del lado derecho de la ecuacion. Dicha expresion necesariamente involucra a x,
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porque si no, seria imposible que cancelara el t€érmino —6x. Sumemos 6x y observemos qué
sucede. Se obtiene lo siguiente:

-5x = 9-6x
—S5x+6x = 9-6x+6x
x = 9

La ecuacion estd resuelta y la solucién es x = 9.

Veamos ahora un ejemplo que requiera el uso de la regla 2. Resolvamos la ecuacion 2x = 13.
La idea, anédloga a la anterior, es multiplicar ambos lados de la ecuacion para que desaparezca
el 2 que multiplica a x. Tenemos entonces que encontrar un niimero que al multiplicarlo por
2 nos dé como resultado 1 (ya que 1x = x). Dicho nimero es 1/2, de modo que, usando la
regla 2, se tiene %2x = %13, de donde se obtiene x = % Es un ejercicio para el lector verificar
que esto es una solucidn de la ecuacion original.

X

La misma regla 2 sirve para resolver una ecuacion como 3 = 17. En este caso necesitamos
eliminar el 3 que divide a x. En otras palabras, necesitamos un nimero que al multiplicarlo
por 1/3 dé como resultado 1. Dicho nimero es 3. Se tiene entonces lo siguiente:

=17
3(2) = 307
Ix = 51
x = 5l

Una vez mds, es tarea del lector verificar que x = 51 es realmente una solucion de 3 = 17.

Finalmente, es posible combinar las dos reglas anteriores para resolver ecuaciones que involu-
cren tanto suma como producto. [lustremos esta idea resolviendo la ecuacion 5x+12 = 2x+9.
La idea es desaparecer el 12 del lado izquierdo de la ecuacion (sumando —12 de ambos la-
dos) y luego desaparecer el 2x del lado derecho (sumando —2x de ambos lados). Para esto,
necesitamos usar dos veces la regla 1:

S5x+12 = 2x+9
Sx+12+(-12) = 2x+9+(-12)

5x = 2x-3
S5x+(-2x) = 2x-3+(-2x)
3x = -3

Para terminar, multiplicamos ambos lados por %, obteniendo x = —1.
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A.3.1. Ejercicios de la seccion

Resuelve la siguientes ecuaciones con base en las reglas 1y 2.

_ 1
L 2x-1=4 7. —5x+§:x—3
2. 2=x-7
3. —7x+8=0 8 _xpioXt4
3 -1
4, 5x+1=2x-8
x+2 3 1 -1
5. :—4 . = - = — 3
3 9 4x+2 2x+
x+1 x-=-2
6. =3 10. 7x—1=8+7x

A.4. Resolucion de ecuaciones cuadraticas

Uno de las funciones m4s usadas en el texto es f(x) = x* y diferentes modificaciones de ella.
En esta seccion estudiamos como resolver ecuaciones cuadraticas, esto es, ecuaciones donde
la x aparece elevada al cuadrado (y a ninguna potencia mayor).

La regla basica para tratar con este tipo de ecuaciones (ademads, por supuesto, de las dos an-
teriores) es la siguiente:

Regla 3. Para cualquier a € R, se tiene que Va2 = |al.

Muchos de nosotros hemos cometido el error de pensar que Va2 = a. Esto es falso si a < 0.
Por ejemplo, si a = —1, se tiene que +/(—1)? = Vi=1%-1.

La regla 3 nos permitird convertir una ecuacion cuadratica en una que involucre unicamente
valor absoluto, de manera que serd indispensable saber resolver ecuaciones que involucren
esta expresion. Para esto, necesitamos la siguiente

Regla 4. Si x| = a, entonces x = a 0 x = —a.

Esto quiere decir que la ecuacion |x| = a tiene dos soluciones (si a # 0), que son precisamente
X =ayx=—a.A veces resumimos estas dos expresiones escribiendo x = +a. Ejemplifican-
do para aclarar, tenemos que si |x| = 3, entonces x puede tomar los valores 3 o —3 y hacer
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cierta la igualdad; es decir, tanto 3 como —3 son soluciones de la ecuacion |x| = 3. El razo-
namiento para resolver ecuaciones como |2x + 1| = 7 es similar, como se ve a continuacion.
Hay dos valores que puede tomar 2x + 1 para que su valor absoluto sea 7: =7 y 7. De aqui se
tiene que 2x + 1 = 7, o bien 2x + 1 = —7. La ventaja es que ya sabemos como resolver estas
ecuaciones, pues ya no involucran valor absoluto. De la primera se obtiene x = 3 y de la se-
gunda x = —4 (es un ejercicio para el lector hacer los pasos que llevan a estas conclusiones).
En resumen, la ecuacion |2x + 1| = 7 tiene dos soluciones: x =3y x = —4.

Con esto en mente, podemos resolver ya algunas ecuaciones cuadraticas. Empecemos re-
solviendo x*> = 25. Aplicando la observacién 5, con la funcién raiz cuadrada, se tiene que
Va2 = V25 y por lo tanto x| = 5 (segun la regla 3). De aqui que, aplicando la regla 4, se
tengax =50 x = 5.

El razonamiento para resolver ecuaciones como (x — 2)? = 20 es muy similar: primero apli-
camos la funcién raiz cuadrada de ambos lados y luego resolvemos la ecuacién con valor
absoluto que resulta de ahi. En detalle, se tiene lo siguiente:

(x=2)?% = 20
V(x=2)? V20
lx-2| = V20

x—2= 120
x=V20+2

o O

=
Il
|

Il
=
o
s
[\S )

Ahora bien, ;qué pasa al intentar resolver ecuaciones como x> + 2x + 1 = 4? La idea bésica
es modificar el lado izquierdo de la igualdad para llevarlo a la forma (x + a)?, de modo que
su resolucién sea similar a la del dltimo ejemplo. Recordemos que (x + a)? = x> + 2ax + a®.
Esto quiere decir que, si esperamos que (x + a)* sea igual a x> + 2x + 1, entonces se debe
tener también x> + 2ax + a®> = x*> + 2x + 1. Igualando los coeficientes de x y los términos
independientes, se tiene que 2a = 2y a*> = 1. De aqui que a = 1. Dicho de otra manera,
x* +2x+ 1 = (x + 1)% Esto es muy ltil, porque quiere decir que la ecuacién que estamos
tratando de resolver es equivalente a (x + 1)> = 4 (en este ejemplo corrimos con suerte,
puesto que pudimos factorizar el lado izquierdo de la ecuacién sin modificarlo). Finalmente,
podemos resolver esta ecuacion con el método aprendido antes: aplicando raiz cuadrada de
ambos lados y luego resolviendo la ecuacion con valor absoluto que aparece. Retomando
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desde el principio, tenemos:

X+2x+1 = 4
x+1)? = 4
Jor 1P = VE
x+1 = 2

x+1=2 o x+1=-2
x=1 o x=-3

Falta por analizar el caso en el que hay que modificar el lado izquierdo de la ecuacién para
poder factorizar. Estudiemos el ejemplo x?—6x+10 = 17. Si quisiéramos ver al lado izquierdo
de la forma (x + a)?, deberiamos tener

¥ —6x+10 = x* + 2ax + a* (A.1)
Entonces, deberfamos tener 2a = —6 y a® = 10. Si resolvemos la primera ecuacién, se tiene
que a = =3 y entonces a’> = 9 # 10. Si resolvemos la segunda, entonces a = V10 y por lo

tanto 2a = 2 V10 # 6. O sea que no es posible resolver ambas ecuaciones simultdneamente.

Pero, si modificamos adecuadamente el lado izquierdo, esto serd posible. La observacion
crucial es que es més sencillo modificar el término independiente que el término lineal (ya que
si modificamos este Ultimo, aparecerd una x en el lado derecho de la ecuacién, complicando
todo). Asi, hagamos a = -3, que hace iguales los dos términos lineales que aparecen en
A.1, entonces a®> = 9. La pregunta es ;qué tenemos que hacer para que aparezca un término
independiente 9 en el lado izquierdo? Restar 1. Retomando la ecuacion original, tenemos

X-6x+10 = 17

2 —6x+10+(=1) = 17+(=1)
X*-6x+9 = 16
(x=3)?2 = 16

y a partir de este punto el camino ya es conocido: aplicamos la funcién raiz cuadrada a ambos
lados de la ecuacién y luego resolvemos la ecuacién con valor absoluto que resulta:

V(x —3)? V16

lx=3] = 4
x-3=4 o x-3=-4
x=T7 o x=-1
El lector puede verificar que, efectivamente, x = 7 y x = —1 son soluciones de la ecuacion

original, x> — 6x + 10 = 17.
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A4.1. Ejercicios de la seccion

Resuelve las siguientes ecuaciones con base en las reglas estudiadas.

1. x> =10 6. 3x> +12x =4

2. —3x* = -48 7. x> +6x+10=0

3 —(x+2P = -1 8. 4x? = —dx— 1

4 2 —2x+1=100 9. 3x*+1=2x"+2x+36
5. x>—6x-16=0 10. 5x2+x+5:w

4

A.5. (Qué es una desigualdad?

Informalmente podemos decir que una desigualdad es una ecuacion en donde el signo = ha
sido reemplazado por alguno de los siguientes: <, <,>,>. Ejemplos de desigualdades con

una variable son: x < 7,2x+ 1 <8x+ 1,1 >3 —4x, mientrasque x + y < 1, x < 2y? + 1,
x — 3y > 4x — 12 son ejemplos de desigualdades con dos variables.

A.6. (Qué significa resolver una desigualdad?

Andlogamente al caso de las ecuaciones, encontrar una solucion para una desigualdad con-
siste en encontrar valores para las incégnitas de manera que al sustituirlas la relacidén que se
obtenga sea verdadera. Por ejemplo, x = —3,—1,0,0.5 son soluciones de x < 1 porque las
desigualdades -3 < 1, -1 < 1,0 < 1, 0.5 < 1 son verdaderas. Por otro lado, x = 2 no es
solucion porque la desigualdad 2 < 1 es falsa.

Casi todas las desigualdades tienen un nimero infinito de soluciones, pero también existen
aquellas que tienen exactamente una, o incluso ninguna. Veamos un ejemplo de cada caso:

Desigualdad con exactamente una soluciéon
x* < 0 sélo tiene la solucién: x = 0. Para cualquier otro valor de x, se tiene que x> > 0, de
modo que la dnica solucién es la mencionada, x = 0.

Desigualdad sin soluciones
Modificando ligeramente el ejemplo anterior se obtiene una desigualdad sin soluciones: x> <
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—1 (dado que x*> > 0, se concluye que para ningin valor de x se tiene x> < —1).

Ahora bien, cuando se pide resolver una desigualdad, lo que se debe entender es que se piden
encontrar todas sus posibles soluciones. Por ejemplo, las soluciones de x < 2 consisten de
todas las x que son menores que 2. Esto es, las soluciones de x < 2 son los elementos del
intervalo abierto (—oo, 2).

Observa que al considerar la desigualdad x < 2 (con < en vez de <) se tiene que 2 si es
solucion de esta nueva desigualdad, aunque no lo fuera de la anterior. De hecho, las soluciones
de esta desigualdad son los elementos del intervalo (—co, 2].

Al conjunto de todas las soluciones de una desigualdad, se le conoce como conjunto solucion
de dicha desigualdad. Lo mas comun es que el conjunto solucion de una desigualdad se pueda
describir como un intervalo o como unién de ellos.

La siguiente tabla especifica los conjuntos soluciéon de las desigualdades mas simples:

Desigualdad | Conjunto solucion
x<a (—00,a)
x<a (=00, a]
xX>a (a, )
x=>a [a, o)

A.7. Resolucion de desigualdades lineales

Como en el caso de las ecuaciones, casi toda la teoria estd basada en una observacion, que se
enuncia en seguida:

Observacion 6. Si f es una funcidn creciente, entonces f conserva desigualdades. Es decir,
a < b implica f(a) < f(b).
Si f es una funcién decreciente, entonces f invierte desigualdades. Es decir, a < b implica

f(a) > f(b).

Estas afirmaciones son una consecuencia inmediata (tautolégica, de hecho) de las definicio-
nes de funcidn creciente y decreciente. De aqui se deducen, al igual que antes, dos reglas que
nos permiten operar con desigualdades y resolver algunos casos sencillos. El caso de la suma
es completamente anédlogo al de las ecuaciones, pero el de la multiplicacién tiene un detalle
diferente. Veamos:
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Regla 5. Sia < bentoncesa +c < b +c.
Regla 6. Sia < by c > 0, entonces ac < bc.
Sia <byc<0,entonces ac > bc.

Estas reglas son una consecuencia de la observacion 6 aplicadas a las funciones f(x) = x + ¢
(creciente siempre) y g(x) = cx, (creciente si ¢ > o'y decreciente si ¢ < 0).

Nota que la segunda parte de la regla 6 pide que el sentido de la desigualdad se invierta al
multiplicar por un nimero negativo. Esto tiene sentido: 3 < 5 es una desigualdad verdadera,
pero si multiplicamos ambos lados por un nimero negativo, digamos —1, no se tiene -3 < =5
(que es falso), sino —3 > =5 (que es verdadero).

Estas dos reglas (junto con nuestra experiencia previa para resolver ecuaciones) nos permite
resolver algunas desigualdades:

Ejemplo:

Resolver la desigualdad 5x + 1 < 12.

Usando laregla 5, se tiene que Sx+1+(—1) < 12+(-1), de donde se tiene que 5x < 11. Luego,
multiplicando por 1/5 (que es > 0y por lo tanto conserva el sentido de la desigualdad) se

1 11
tiene —5x < §1 1, de donde se concluye x < 5 Ast, el conjunto solucién de esta desigualdad

11
es|—oo, —|.
5

Ejemplo:

Resolver la desigualdad 3x + 1 < 5x — 7.

Primero, usemos la regla 5 dos veces para juntar todos los términos con x del lado izquierdo
y todos los términos independientes del lado derecho:

3x+1+(-1) < 5x-7+(-1)
3x < 5x-8
3x+(=5x) < 5x-8+(-5x)
-2x < 8

En este punto es necesario usar la regla 6. Es necesario multiplicar por —%, que es menor que
cero, de forma que el sentido de la desigualdad se invertira:

-2x
-(3) 20

x > -4,

<
=

-(3)8
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lo que nos dice que el conjunto solucion de la desigualdad original, 3x + 1 < 5x — 7, es
[_4’ OO)

Ejemplo:

En el capitulo 1 se hizo la afirmacién de que entre dos nimeros reales distintos siempre existe
una infinidad de nimeros reales. En este ejercicio veremos que esto es cierto. Si x,y € R con

: X+
x <y, se tiene que x + x < y+ x, de modo que 2x < x+yy por lo tanto x < Ty De manera
X+

similar, x < y implica x + y < 2y y por lo tanto Y < y. Juntando estas dos desigualdades

se tiene que
X+y

2

x < <.

+ " ..
Y entre x y y. Repitiendo este procedimiento para x

e e x
Asi, ya encontramos un numero a =

y a, encontraremos otro nimero real b entre x y y. Repetimos una vez mas el procedimiento,
ahora para x y b. Continuando de esta forma, se verifica la afirmacion deseada. La idea se
ilustra en el siguiente dibujo:

X a y
..... . ; -
..... . . ;

Figura A.1: f(x) = |x|

A.7.1. Ejercicios de la seccion

Resuelve las siguientes desigualdades con base en las reglas estudiadas.

I.3x+1< -2 3. x+12<13-5x

2.1-x21 4. Tx—-2<13-5x
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5. —4-2x<10x+8 g 2tx 1
)
_ 3—x 1
6. Sx—2+7x<0 9 <44y
s
3-2x 1-x 3-2x
7. 1 10. >
5 7 3 73

A.8. Desigualdades con valor absoluto

Las desigualdades que involucran valor absoluto aparecen con frecuencia en el estudio de
la continuidad en cdlculo diferencial. También son la base para un estudio més profundo de
muchos temas de esta drea.

Recordemos que la grafica de la funcién f(x) = |x| es como sigue:

f)=Ix]

Figura A.2:

(Coémo ayuda esto para resolver las desigualdades |x| < a y [x] > a? Al resolver |x| < a
estamos buscando las x tales que su valor absoluto es menor que a. Esto es, buscamos las x
cuya imagen queda por debajo de la recta horizontal y = a que, de acuerdo a la grafica, son
las x que estdn entre —a y a; es decir, las x que cumplen las desigualdades —a < xy x < a,
que comunmente abreviamos por —a < x < a. En otras palabras, las desigualdades |x| < a'y
—a < x < a son equivalentes.

Hagamos un andlisis similar para la otra desigualdad que nos interesa: |x| > a. En este caso,
buscamos las x cuya imagen queda por encima de la recta horizontal y = a, que de acuerdo a
la gréfica son las x que cumplen x < —a o x > a. Esto quiere decir que la desigualdad |x| > a
es equivalente a x < —a o x > a.

En resumen, tenemos lo siguiente:
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Regla 7. Si |x| < a entonces —a < x < a.
Regla 8. Si |x| > a entonces x < —a 0 x > a.

Estas dos reglas son la base para resolver desigualdades mas elaboradas que involucren valor
absoluto. Por ejemplo, para resolver |3x — 1| < 17, usaremos la regla 7 para transformar la
desigualdad en —17 < 3x — 1 < 17 (recordando que esta expresion es una abreviatura de las
desigualdades —17 < 3x — 1 y 3x — 1 < 17). Se resuelve esta ultima expresion usando las
reglas ya conocidas:

-17 < 3x—-1 < 17
-17+1 < 3x-1+1 < 17+1
-16 < 3x < 18
%(—16) < %3x < %18
16 < X < 6.

3
El dltimo renglén muestra entonces que el conjunto solucién de la desigualdad original es

&y

La resolucién de la desigualdad |2x + 3] > 9 muestra el uso de la regla 8, que a veces resulta
confuso por la “0” que involucra. Segun la regla mencionada, esto se transforma en 2x + 3 <
-9 02x+ 3 > 9. Es posible resolver estas dos desigualdades con los métodos ya conocidos.

Se tiene lo siguiente:

2x+3 < -9 o 2x+3 > 9
2x+3+(-3) < -94+(-3) o 2x+3+(-3) > 9+ (-3)
2x < -12 0 2x > 6
%Zx < %(—12) o %Zx > %6
x < -6 o x > 3

De donde se concluye que x € (—o0,—6) 0 x € (3, ). Es decir, el conjunto solucion de la
desigualdad |2x + 3| > 9 es (—co0, —6) U (3, o0).

A.8.1. Ejercicios de la seccion

Resuelve las siguientes desigualdades con base en las reglas estudiadas.

1. |xl <1 3. lx+6] <7

2. |x[ =2 4. 3-x]>8
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5. 2x+4]< 10 8. [5x+2[>0

1

-1 o

. |x3 s 9.‘1+2‘s3
2x+ 1

7. P2x+1]<0 10. ‘>4

A.9. Desigualdades cuadraticas

Sabiendo ya resolver desigualdades que involucran valor absoluto (al menos las que lo in-
volucran en un solo lado de la expresion), estamos preparados para enfrentar desigualdades
cuadraticas. La idea es esencialmente la misma que la que se usa para resolver ecuaciones
cuadrdticas: completar cuadrados y aplicar la raiz cuadrada, que se transforma, junto con el
cuadrado, en un valor absoluto.

Falta tan solo analizar el comportamiento de la funcién f(x) = +/x al aplicarla a una de-
sigualdad. Pero recordando que f es una funcién creciente, y haciendo uso de la observaciéon
6 se tiene la siguiente

Regla 9. Si a y b son dos niimeros no negativos tales que a < b entonces va < Vb.

Estamos listos, ahora si, para resolver nuestro primer ejemplo de desigualdad cuadratica:
x* < 16. Aplicando raiz cuadrada de ambos lados, y sabiendo que esta operacién conserva la
desigualdad, se tiene Vx2 < V16. De aqui que |x| < 4 y por lo tanto —4 < x < 4. Se sigue
que el conjunto solucién es (—4, 4).

Un ejemplo con un detalle més estd dado por x>~2x+1 > 20. Al factorizar el lado izquierdo se
tiene (x — 1)? > 20. Extrayendo raiz cuadrada en ambos lados, obtenemos +/(x — 1)? > V20;
es decir, |[x—1| > V20. De aqui que x—1 < — V20 0 x—1 > V20, y por lo tanto x < — V20+1
ox> V20 + 1. El conjunto solucion es (—oo, — V20 + 1) U (V20 + 1, c0).

Finalmente, veamos un caso en el que sea necesario completar el cuadrado para resolver la
desigualdad: x*> + 6x + 1 < —2. Como vimos en la parte de este apéndice correspondiente a
ecuaciones, se busca modificar la expresién x> + 6x + 1 para que tenga la forma x? + 2ax + a°.
Esto obliga a hacer a = 3 y por lo tanto a sumar 8 en la desigualdad original (para completar
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el cuadrado):

X +6x+1
X+6x+1+8
X2 +6x+9
(x+3)?

|x + 3|

(AN VAN VAN VANR VAN VAN

de donde

V6 <x+3<
3-V6 <x<

-2
-2+8

6
6

V6
V6,

V6

~3 + V6.

De aqui se concluye que el conjunto solucién es [-3 — V6, -3 + V6].

A.9.1. Ejercicios de la seccion

Resuelve las siguientes desigualdades con base en las reglas estudiadas.

1.
2.

3

n

W

X2S4 6
x*>9
-1 7
=)< —
= D7 < 150 g
1
.()c+2)224—1 9
) 1
.x+x+Zﬁl 10.

15

. -1)< —

x(x )_4
L 4x?+16x > -7

11
.2x2—Z<x2+3x

x-Dx+2)<1

24x + 245
< —

22
YTy
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