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Introducciéon

La motivacién de escribir este libro ha sido en base a la experiencia de los cursos de matematicas
del ciclo béasico que he impartido en la Universidad Auténoma de la Ciudad de México, y darme
cuenta de las principales necesidades que han requerido los estudiantes de esta universidad, sobre
todo, de aquellos que cursan alguna de las carreras de ingenieria. Los temas que se abordan cubren
nociones elementales de geometria y trigonometria, temas fundamentales del Célculo Diferencial e
Integral, haciendo un andlisis basico en el estudio de las funciones trigonométricas, exponenciales,
logaritmicas e hiperbdlicas. El libro contiene un capitulo de geometria plana, uno de trigonometria

y uno de aplicaciones de la trigonometria al célculo.

El origen de la geometria se remonta al Medio Oriente (Antiguo Egipto), a partir de la necesidad
de medir predios agrarios y en la construcciéon de piramides y monumentos. Estos conocimientos
se extendieron a los griegos y fue Thales de Mileto quien inicié la geometria desde un punto vista
formal. Las propiedades se demostraban por medio de razonamientos légicos. Posteriormente, el
gran matemadtico griego Euclides quien en su famosa obra titulada FElementos recopila, ordena y
sistematiza todos los conocimientos de la geometria. Una limitacién del trabajo de Euclides fue no
reconocer la posibilidad de sistemas geométricos perfectamente consistentes, donde el quinto postu-
lado no era vélido (por un punto exterior a una recta, se puede trazar una unica paralela a la recta
dada). De esta forma, para Euclides y los gedmetras posteriores hasta el siglo XVIII pasé inadvertida

la posibilidad de geometrias no euclidianas, hasta los trabajos de Lobatschevsky, Gauss y Riemann.

En cuanto a la trigonometria, fueron los babilonios y egipcios los primeros en utilizar los angu-
los de un tridngulo y las razones trigonométricas. Con el estudio de la astronomia, la trigonometria
tuvo un desarrollo sustancial mediante sus numerables aplicaciones como: la prediccién de los
movimientos y posiciones de los cuerpos celestes; otras aplicaciones fueron el mejoramiento a la

exactitud en las rutas de navegacion; en el calculo del tiempo y en los calendarios, etcétera.

Los temas que se abordan en este libro son ampliamente conocidos. Estos se estudian generalmente
en alguna unidad o en algin(os) subtema(s) de algunas materias de las carreras de Ingenieria de
la UACM, como son: Algebra y Geometria Analitica, Calculo Diferencial, Céalculo Integral, Célcu-
lo Vectorial, entre otras. Por ejemplo, en Algebra y Geometria Analitica se da una introduccién
a la trigonometria y se estudia el teorema de Pitdgoras, las razones trigonométricas del tridngu-
lo rectangulo y la ley de senos y cosenos. En el contexto del Calculo Diferencial se estudian las
propiedades de las funciones trigonométricas y de la funciéon exponencial y logaritmo. Las coorde-

nadas y gréficas polares en Calculo Integral, etcétera.

Regularmente, estos temas se encuentran dispersados en diferentes bibliografias de acuerdo con
las necesidades que tiene cada autor para o de acuerdo con la materia referente. La intencion de

este libro es integrar los temas fundamentales relacionados con la trigonometria en un solo ejemplar.



12

Antes de entrar al estudio de la trigonometria, es importante estudiar con detenimiento algunos
temas relacionados con la geometria plana, como son: razones y proporciones, semejanza y con-
gruencia de tridngulos. Estos explican el porqué del uso de las razones trigonométricas en los
tridngulos rectangulos y de aqui también la deduccién de las leyes de seno y cosenos. Por esta razon

el libro comienza su primer capitulo con geometria plana.

El segundo capitulo de este libro aborda el estudio de la trigonometria. Aqui se definen las fun-
ciones trigonométricas, la ley de senos y cosenos, las inversas de las funciones trigonométricas, las

funciones hiperbdlicas y las funciones trascendentes (logaritmo y exponencial).

En el tercer capitulo se aplica lo aprendido de los dos primeros a limites, derivadas e integrales.
También se incluye una seccion a las coordenadas polares y como éstas se relacionan con las coor-
denadas rectangulares, asi como las versiones en forma polar de algunas féormulas conocidas en el

calculo.

En cada una de las secciones se expone un amplio nimero de ejemplos, y para poner en prictica los
temas que se vayan estudiando, se propone una serie de actividades a resolver antes de una lista de
ejercicios propuestos al final de cada seccién. Estas actividades tienen la finalidad de comprender,
retener y madurar los conceptos fundamentales estudiados en ese momento antes de avanzar con

el estudio de otros temas.

Para enriquecer el aprendizaje del estudiante, se demuestran con detalle la mayoria de los teo-
remas y proposiciones expuestos en este libro para una mayor comprension en los temas y de esta

forma evitar la mecanizacién en el aprendizaje.

Por 1ltimo, queda por agradecer a todas aquellas personas que contribuyeron a la mejora de esta
obra y de manera muy especial a Catalina Trevilla, Claudia América Serrano Liceaga y Fausto
Jarquin por ser ellos quienes revisaron minuciosamente cada detalle de este libro. También debo

agradecer a Ana Beatriz Alonso por todo el apoyo editorial brindado.
Espero que este libro tenga la utilidad que se requiere para el aprovechamiento de un mejor apren-

dizaje en los temas que se exponen, sobre todo para los estudiantes de ingenieria y de modelacién

matemética de la UACM en quienes con mucho carino se escribié la presente obra.

Rafael Torres Simon



Capitulo 1

Geometria Plana

1.1. Las nociones basicas

La geometria plana es una rama de la geometria que estudia las figuras cuyos puntos estan
contenidos en un plano, como la recta, el tridngulo o el circulo. Esta parte de la geometria tam-
bién se conoce como geometria euclidea, en honor al matematico griego Euclides, el primero en
estudiarla en el siglo IV a.C. Su extenso tratado Elementos de Geometria se mantuvo como texto

autorizado de geometria hasta la aparicién de las llamadas Geometrias no euclideas en el siglo XIX.

Se comenzaré explicando algunos conceptos bésicos de la geometria.

o Por punto se entiende a aquel ente que no se divide en partes, es decir, el punto no posee
magnitud ni tamano. Para representar puntos se emplearan letras mayusculas: A, B, C,

etcétera.
o
A

I se entiende a aquel ente que tiene longitud pero carece de ancho y se extiende de

o Por linea
manera indefinida en dos direcciones. En lo sucesivo, se empleard la letra [ para representar

a una linea recta.

o Por plano se entiende a aquel ente que tiene una superficie uniformemente distribuida con

lineas que se cruzan sobre él. Un plano tiene drea pero carece de volumen.

1Una linea no necesariamente es recta.

13
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Nota: Se debe tener presente que ninguno de los enunciados anteriores de punto, recta y plano

constituyen una definicién, son secillamente explicaciones o ideas de lo que nos imaginamos acerca

de estos conceptos.

Actividad 1. Considera A y B dos puntos.
(a) ;Cuéantas lineas pasan por los dos puntos?

(b) iCuéntas de estas lineas son rectas?

A

Seguramente, habras contestado que por A y B pasa una unica linea recta. De esta manera, se

puede decir que una linea recta o simplemente recta, es la que estd determinada por dos de sus

puntos.

Observemos la figura:

Por A y B pasa una infinidad de lineas, pero solo una es linea recta. En esta figura, A y B

determinan la recta [.

Nota: Una recta divide al plano en tres partes: la recta y dos semiplanos.

Por segmento, se entiende como la porcién de una recta. Es decir, si A y B son dos puntos
sobre una recta, al pedazo de recta comprendido entre estos puntos, incluyendo los puntos, es el

segmento AB.

En general, el segmento AB es igual que al segmento BA. En algunos casos, se consideran

segmentos dirigidos, es decir, dado un segmento AB, se le puede asociar un sentido, por ejemplo
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de A a B. En este caso, el segmento AB es un segmento dirigido y BA tendra el sentido opuesto.
Asi, se tendria la igualdad BA = —AB.

De igual manera, se entenderd por rayo a una porciéon de recta que tiene un punto inicial y se
extiende de manera indefinida hacia una direcciéon. De esta manera, cada punto O de una recta,

divide a esta en dos rayos.

)

—
De esta figura se tienen dos rayos: OA y @

Nota: Un segmento tiene dos extremos, mientras que un rayo sélo tiene un punto inicial.

B A
’A/ 0)
segmento AB rayo OA

Cuando dos rayos tienen un punto inicial en comun, se dice que forman un dngulo entre ellos.
De esta manera, un angulo, se puede definir como la parte comtn de dos semiplanos. El borde del
angulo, también llamado lados del angulo, lo forman los dos rayos, mientras que el punto inicial

comun de los rayos es el vértice del angulo.

B

—
En esta figura se puede apreciar el angulo AOB o BOA, donde OA y @ son los lados del
angulo y O es el vértice. Es indiferente qué lado se nombra primero, mas ain, no importa qué punto

se nombra en cada uno de los dos lados.
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Para representar al angulo AOB o BOA se indicard mediante la notacién:

<AOB y <BOA respectivamente.

En esta figura, el dngulo correspondiente se puede designar por: <AOB, <DOB, <AOF,

etcétera, o sencillamente como <O, cuando se conocen los lados en referencia.

Mas adelante, en el estudio de la trigonometria, la definicién de dngulo aparecera de manera dife-
rente puesto que importard qué lado del angulo se nombre primero. Esto es, se distinguird entre el
<AOB y <BOA. En el dngulo <AOB, wl es el lado inicial y 5§ el lado terminal, mientras que
en el angulo <BOA, @ es el lado inicial y O—1>4 el lado terminal. Estos tipos de angulos se llaman
angulos orientados. Por el momento, los dngulos orientados no se empleardn para la geometria

plana puesto que no se necesitan.

Para entender més el concepto de angulo, veamos cémo se puede asociar con una cantidad de

rotacion entre dos rayos:

—
1. El rayo OA coincide con el rayo O? .

A
0 B

—
2. Se hace girar el rayo O A para formar el angulo AOB.

0] B

3. Se tiene finalmente el dngulo AOB.
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La cantidad de rotaciéon que asocia un dngulo, se mide en el intervalo de 0 a 360. Para entender
este hecho, recordemos que con la ayuda de un transportador podemos medir el valor de cierto
angulo. Para distinguir la cantidad de rotacion de un angulo con un nimero real, se usa el simbolo:
a®, donde a es un nimero entre 0 y 360. De esta forma, un dngulo se medira de 0° a 360°. Si hay

a grados en el angulo AOB, se escribira:
<AOB = a°.

Dos rectas [; y I3 son secantes o se intersectan si éstas se cortan en algin punto. En la siguiente

figura se muestran dos rectas cuyo punto de interseccién es el punto O.
I

lo

Cuando [; y Iy se intersectan para formar cuatro angulos iguales, se dice que las rectas son

perpendiculares y los cuatro dngulos son angulos rectos.

lo

90°

Un angulo menor a un angulo recto se llama dngulo agudo y uno mayor a un angulo recto se

llama angulo obtuso.

Actividad 2. Clasifica los siguientes angulos en: angulo recto, agudo u obtuso, segin corresponda.
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Si la suma de dos dngulos es 90°, los angulos son complementarios y cada angulo es el comple-

mento del otro; mientras que si la suma es 180°, se dice que los angulos son suplementarios y

cada angulo es el suplemento del otro.

Actividad 3. Completa las siguientes frases:

1. El complemento de 22° es porque 22°+ =
2. Siz <90° el complementodexzes___ porque z+ =
3. El suplemento de 45° es porque 45°+ =
4. Siz > 90° el suplementodezes____ porque z+ =

—
1.1.1. Definicién. Si tres rayos OA, O? Y O? tienen el vértice O en comun, y el rayo O?

estd dentro del dngulo AOC' entonces los dngulos AOB y BOC se llaman dngulos adyacentes.

A

B
C

Nota: Si los dos angulos adyacentes son iguales, se dice que el rayo O? bisecta al angulo
AOC,y O? se llama la bisectriz del angulo.

Actividad 4. Escribe los pasos a seguir para trazar la bisectriz de un angulo dado, utilizando una

regla y compas sin graduar.

Si dos rectas se intersectan en un punto O, quedan determinados cuatro angulos, de ellos, cuatro
pares son adyacentes. En este caso, cualesquiera dos pares de angulos adyacentes suman 180°. Los

angulos no consecutivos: <AOB y <COD se llaman angulos opuestos.

Actividad 5. En la figura anterior, los angulos: <{AOB y <AOC son adyacentes. Hay tres pares

mas de dngulos adyacentes. ;Cudles son?
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Actividad 6. Si el suplemento del angulo « es 153° y el complemento del dangulo 5 es 56°, deter-
mina;:

(@) (a—28) ) (B+a)B—a)

1.1.2. Proposicién. (Propiedad de los dngulos opuestos por el vértice) Los dngulos

opuestos por el vértice tienen medidas iguales.

Demostracion:

Se consideran los angulos opuestos <AOB y <COD. Se comprobara que estos dangulos son iguales.

A

D

1. <COD + <COA = 180° por ser angulos adyacentes.
Despejando el angulo <C'OD:
QCOD =180° — CCOA ..o €

2. <AOB + <«COA = 180° por ser angulos adyacentes.
Despejando el angulo <AOB:
TAOB = 180° — OO A .. (I1)

Comparando? las igualdades (I) y (II), se tiene que

<COD = <AOB. 0O

Actividad 7. Considerando la figura anterior de la proposicién 1.1.2, comprueba que los angulos

opuestos <AOC y <<DOB son iguales. Completa lo siguiente para tal fin.

1. <AOC 4+ <«COD = 180° por ser angulos adyacentes.

Despejando el angulo ;

se tiene P (D)

2. <DOB+ = por ser angulos adyacentes.

Despejando el angulo <DOB,
se tiene P (1I1)

Comparando las igualdades (I) y (II), se concluye que

2Para, la comprobacién de este resultado, se hizo uso de una propiedad de igualdad: Si a = by a = ¢ entonces

b=c.



20

1.1.3. Ejemplo. Encuentra la medida de los angulos de las siguientes figuras.

3z Nx
4 + 19 6x — 5

(a) (b)

Solucién:

(a)

Por ser angulos opuestos, se tiene que 4z + 19 = 6z — 5. Se resuelve esta ecuacién para

encontrar el valor de x.

4r — 6z = -5 —19

—2x =-24
_—24_12
T = — =12

Se sustituye el valor de x en los dos dngulos: 4(12)+19 = 48419 = 67y 6(12)—5 = 72—5 = 67.

Asi que el valor de los angulos opuestos mide 67°.

Por ser dangulos suplementarios se tiene que 3z — 30 4+ 4z = 180. Resolviendo esta ecuacion se

tiene:
Tx — 30 = 180
Tx = 180+ 30 = 210
210
= — =230.
Ty

Sustituyendo el valor de z en los dos dngulos se tiene: 3(30) —30 = 90—30 = 60 y 4(30) = 120.

Por lo que los valores de los angulos suplementarios son: 60° y 120°. B

Actividad 8. Encuentra la medida de los siguientes dngulos complementarios, donde a@ = 12x y
B =2x + 20.
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Una recta [ es transversal cuando corta a dos rectas.

En esta figura, [ es una transversal porque corta a las rectas I y ls.
Los angulos: <3, <t4, <t5 y <6 se llaman angulos internos.
Los dngulos: <1, <2, <7 y <8 se llaman angulos externos.
Dos dngulos no opuestos (interno y externo) en lados opuestos por la transversal [ se llaman dngulos
alternos, por ejemplo: <8 y <13 0 <2 y <b.
Dos angulos internos no consecutivos y opuestos por la transversal [ se llaman angulos alternos
internos, por ejemplo: <6 y <3.
Dos dngulos externos no consecutivos y opuestos por la transversal [ se llaman angulos alternos
externos, por ejemplo: <8 y «1.
Los angulos que estan en la posiciéon correspondiente respecto a la transversal como por ejemplo:

<8y <4 o <6 y <2 se llaman angulos correspondientes.

Actividad 9. Apoyandote en la figura anterior,

1. Enlista todos los pares de angulos alternos.
2. Enlista todos los pares de angulos alternos internos.
3. Enlista todos los pares de dngulos alternos externos.

4. Enlista todos los pares de dngulos correspondientes.

Actividad 10. Dados [y, I3 dos rectas paralelas,® [ una transversal y los 8 angulos que se forman

é/
2 .

4

como en la siguiente figura:

1

lo

3Se dice que dos rectas I; y l2 son paralelas cuando no se cortan.
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(a) Enlista todos los pares de angulos iguales (en total son 8).

(b) Enlista todos los pares de dngulos que suman 180° que no sean suplementarios (en total son
8).

Observacion: Los pares de angulos alternos internos son iguales. De manera similar, los pares de

angulos alternos externos coinciden.

LISTA DE EJERCICIOS. SECCION 1.1

1. Encuentra la medida de los angulos en las siguientes figuras:

122 -3 10z + 15

(a) (b)

2. Sil; es paralela a lo, determina el valor de los dngulos de las siguientes figuras.

/ 2x + 6 /
2x :?/ l2 l2
T+ 22 I I

6x — 51

3. Si a=110°, jcuédles son los valores de 5, vy 07

2/
/A{
4. Si l; y ly son paralelas, determina la medida de los dngulos a, b y ¢, donde a = 180 — y,

b=904+2x y c=2x.
/l

b/ a
C

1

lo
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5. Si a =85°y e = 30° halle las medidas de los dangulos b, ¢, dy f.

1.2. Triangulos

Por un punto A pasa una infinidad de rectas y dados dos puntos A y B, determinan una tnica
recta. Dados tres puntos A, B y C, estos determinan una o tres rectas. Si los tres puntos estan
sobre una recta se llaman colineales. Si los tres puntos no son colineales, forman un triangulo

con las tres rectas que estos determinan. Las siguientes figuras ilustran estos hechos.

A B C 3 '\

A, By C son colineales A, By C forman el triagngulo ABC

En la figura de la derecha se forma el tridngulo ABC. Los segmentos AB, AC y BC' son los
lados del tridngulo; A, By C son sus vértices y <ABC, <BCAy <CAB, sus éangulos (interiores).

A

a

AB AC

B Y
B BC C

En esta figura se puede apreciar el tridngulo ABC', donde «, 8 y v son sus dngulos interiores.

Si se prolongan los lados de un triangulo, quedan determinados todos sus dngulos: interiores

y exteriores.
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En esta figura, los angulos a, b y ¢ son angulos exteriores del tridngulo ABC. De esta manera se
tiene que un angulo exterior de un triangulo, es aquel angulo que es adyacente a un angulo interior

del mismo tridngulo, es decir, son suplementarios.

Actividad 11. ;Cudntos angulos exteriores en total se pueden formar de un tridngulo ABC?

i Todos estos angulos son distintos?

Para la clasificacién de los tridangulos, se toman en cuenta dos hechos fundamentales: angulos

y lados.

CLASIFICACION DE ACUERDO CON SUS ANGULOS
s Triangulo rectangulo: el que tiene un dngulo recto.
» Triangulo acutangulo: el que tiene todos sus angulos agudos.

= Tridngulo obtusangulo: el que tiene un angulo obtuso.

CLASIFICACION DE ACUERDO CON SUS LADOS
= Tridngulo equilatero: el que tiene todos sus lados iguales.
» Tridngulo isésceles: el que tiene dos lados iguales.

s Triangulo escaleno: el que no tiene lados iguales.

1.2.1. Teorema. La suma de los dngulos interiores de un tridngulo ABC' es 180°.

Demostracién:
1. Se traza una recta paralela al lado BC', pasando por el vértice A del tridngulo ABC.

2. El 4ngulo § es igual al 4ngulo A’ y el d4ngulo ~ es igual al 4ngulo 7', por ser 4ngulos alternos

internos.

3. Por lo tanto, a + f+~y=a+( ++ =180°. O
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1.2.2. Ejemplo. Encuentra la medida de los dngulos del tridangulo como se muestra en la siguiente
figura, donde a =2 + 20, 8 =z y v =210 — 3z.

B 2

Solucién: Se sabe que x + 204 x4 210 — 3z = 180. Al resolver esta ecuacion se obtiene x = 50.

Por lo tanto, la medida de los angulos son:

a=x+20=>50+20="70°
8=z =50°
v =210 — 3z = 210 — 3(50) = 210 — 150 = 60°. W

Actividad 12. Determina la medida de los dngulos o y B del siguiente tridngulo:

1.2.3. Corolario. En cualquier tridngulo ABC se tiene que el dngulo exterior 7, es igual a la
suma de los dngulos internos no adyacentes a = .

A

Demostracion:

/ e . 7’ . .7 . . .
1. Sea 7 el dngulo exterior al vértice C (la argumentacién es la misma si es considerado otro

vértice).
2. Se tiene que v + <BCA = 180°, por ser 4ngulos suplementarios.
3. Por el teorema 1.2.1, <ABC + <BCA + <CAB = 180°. Asf que se tiene la igualdad:

v +<BCA = <ABC + <BCA + <CAB.

4. De donde v = <ABC + <CAB. O
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1.2.4. Teorema. La suma de los dngulos exteriores de todo tridngulo ABC' es igual a 360°.

Demostracién:
1. Utilizando el corolario 1.2.3, se tiene que a =8+, b=a+vyyc=a+ S.

2. Sumando los tres angulos anteriores, se tiene que

at+btc=F+v+a+y+a+f
=a+fB+y+a+p+y
= 180° + 180°
= 360°.

3. Se tiene asi que a + b+ ¢ = 360°. [

Antes de continuar con més ejemplos, notemos que en todo tridngulo isésceles ABC', donde AB =

AC se tiene que <ABC = <ACB. Para comprobar este hecho, observemos la siguiente figura:

A B C

Se ha trazado dos veces el tridngulo isésceles ABC' de tal forma que el lado AC debe ser paralelo a
AB para formar un cuadrilatero como se muestra en el dibujo. De esta forma, los angulos <ABC
y <AC B deben ser iguales.

1.2.5. Teorema. Si A es un punto de la circunferencia de didmetro BC' distinto de B y C,

entonces el tridngulo ABC' es un tridngulo rectdngulo.
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Demostracién:
1. Si O el centro de la circunferencia entonces los segmentos OB, OC y O A son iguales.
2. Los triangulos ABO y AOC son isésceles.

3. La suma de los dngulos del tridngulo ABC' cumple 2a + 25 = 180°. De aqui se deduce que
a+p=90°. O

1.2.6. Ejemplo. Considera el tridngulo ABC', de manera que AB = BC. Calcula la medida de
<y.
A

4o T+ 10 Y

Solucién:
1. Sea = <«BAC. Como AB = BC, el triangulo es isdsceles, por lo tanto, <BAC = <BCA.
2. Por el corolario 1.2.3 se tiene que 4x = 23 que es equivalente a tener 2z = f3.
3. Por otra parte, 4z + = 4+ 10 = 180°. Resolviendo esta ecuacién se obtiene x = 34.
4. Sustituyendo el valor de x en el dngulo 3, se obtiene 2(34) = 68° = /.
Asi que entonces se tiene y + 68° = 180°, y por lo tanto y = 112°. N
1.2.7. Ejemplo. En la siguiente figura se tiene que <DBC = <DCB y <ABD = <ACD.

Comprueba que <ABC = <ACB.
A

Solucién:
1. Como dato se tiene que <DBC = <DCB y <ABD = <ACD.
2. Sumando estas dos igualdades se tiene <DBC' + <ABD = <DCB + <ACD.

3. Por lo tanto, <ABC = <ACB. R
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1.2.8. Ejemplo. Considera los siguientes triangulos, donde AD = C'B. Comprueba que AC =
DB.

Solucién:
1. Se sabe que AC+CD =AD yCD + DB = CB.
2. Como dato se tiene que AD = CB, por lo que AC+CD =CD + DB.

3. Cancelando términos en la igualdad anterior se concluye que AC = DB. R

1.2.9. Ejemplo. En el tridngulo PQR, el angulo en el vértice R es un angulo recto, QT = QV' y
PS = PV. Comprueba que z = 45°.

R

Solucién:
1. Sean <RPQ = o, <PQR =03, <PVS=yy <IVQ = z.
2. Se sabe que a + 8 = 90°, porque el tridngulo PQR es un tridangulo rectangulo.

3. Como QT = QV y PS = PV, los tridangulos PSV y VTQ son isésceles. Asi, se tiene que
2y + a=180° y 2z + 5 = 180°.

4. Sumando las dos igualdades anteriores se tiene, 2y + 2z + a + 5 = 360°.

5. Sustituyendo el valor de « 4+ 8 obtenido en el paso (2) en la igualdad del paso anterior y

simplificando, se tiene que y + z = 135°.

6. Finalmente, como y + = + z = 180°, entonces x = 45°. M
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LISTA DE EJERCICIOS. SECCION 2.1

1. Nombra todos los tridngulos de la figura siguiente (hay més de cuatro).

B

&

A

2. Nombra todos los tridngulos de la siguiente figura. Una manera de abordar el problema es
escribir SRTMUN vy, luego, escribir todas las combinaciones de tres letras y cotejar cada

combinacién con la figura.

~
=
<
=

3. Determina la medida de los angulo a, b, ¢ y d de la figura:

479

28° afb 45
c
829

4. Si PQ) = RS, comprueba que PR = Q5.
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5. Si <ABC = <ACB y <DBC = <DCB, comprueba que <ABD = <ACD.

A

B C

6. Si <a = <tb y <c = <d, comprueba que el angulo = es recto.

1.3. Congruencia de triangulos

El concepto de congruencia estd emparentado con el de igualdad. En geometria es comtin
que se hable de congruencia en vez de igualdad. Por ejemplo, dos segmentos son congruentes si y
sélo si tienen la misma medida, y lo mismo es cierto para angulos, pero en el caso de dos triangulos,

la definicién es més complicada puesto que no hay una medida (nimero) que defina a un triangulo.

Se ha visto que hay diversas clasificaciones de tridngulos que dan cuenta de su diversidad de formas,
es por eso que una nocién previa a la definicién de congruencia de tridngulos es la de correspon-
dencia; y esto, porque un tridngulo (y cualquier poligono) es una configuracién que consiste de
puntos y segmentos de recta (lados) que unen pares de esos puntos. Decir que el tridngulo ABC
estd en correspondencia con el trigngulo A'B'C’, significa que la correspondencia entre sus vértices
esi A—A', B—B', C—C’; y en esta correspondencia, queda implicita la correspondencia entre sus
lados: AB — A'B', BC — B'C' y CA— C'A’, y entre sus dngulos: el dngulo <ABC es congruente
con el dngulo <A B'C’, etcétera.
A /

B C B/ Cl
De hecho, dos triangulos son congruentes cuando se hacen coincidir uno sobre el otro mediante

algin giro, translacién y/o reflexién. Sin embargo, este hecho no se empleara para decidir si dos
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tridngulos son congruentes, en vez de esto, se emplean criterios sobre sus angulos y lados.

La definicion formal utilizada en geometria es como sigue: dos tridngulos son congruentes si en
la correspondencia entre sus vértices resultan iguales los lados correspondientes y los angulos co-
rrespondientes. Esto es, los tridngulos ABC' y A'B'C’ son congruentes si AB = A'B’, BC = B'C'
y AC = A'C’; y los éngulos en A, By C son iguales a los éngulos en A, By C.

Entonces en una congruencia de tridngulos se tienen seis igualdades: tres correspondientes a los
lados y tres a los angulos. Debido a que son demasiadas igualdades, resulta muy 1til tener criterios
que nos digan si dos tridngulos son congruentes sin tener que verificarlas todas. El criterio (prin-
cipio) de congruencia mas bésico, es posiblemente el denominado criterio LAL (lado-angulo-lado)
que nos dice que si, en una correspondencia de triangulos, dos lados de uno y el angulo comprendido
entre ellos son iguales a sus correspondientes elementos en el otro, entonces los dos triangulos son

congruentes.

Algunos textos de geometria, los mas formales en el sentido 1égico, toman este criterio como axioma
y demuestran los dos restantes, el ALA (dngulo-lado-dngulo) y el LLL (lado-lado-lado). Otros tex-
tos, la mayoria, postulan como verdaderos los tres criterios. Es recomendable entonces tomar los

tres como postulados ya que de cualquier manera se va a tomar uno como postulado.

CRITERIOS DE CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

1. Lado—Angulo—Lado (LAL). Dos tridngulos son congruentes si tienen dos lados iguales y el

angulo comprendido entre ellos, respectivamente iguales.

B C B/ C/

Por ejemplo: AB=A'B', BC=BC y <ABC=<AB'C

2. Angulo-Lado-Angulo (ALA). Dos triangulos son congruentes si tienen dos angulos y el

lado entre ellos respectivamente iguales.

A A
/ é C / é ol
B B

Por ejemplo: <ABC = <A'B'C', «BCA=<B'C'A' y BC=BC
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3. Lado-Lado-Lado (LLL). Dos tridngulos son congruentes si tienen sus tres lados respectiva-

mente iguales.

/

c C
B B

AB=A'B', BC=BC y AC=AC

Estos criterios que se acaban de enunciar, ayudan a decidir si dos triangulos son congruentes sin

necesidad de verificar las seis igualdades que dan razén a una congruencia.

Para poder ver la congruencia es necesario buscarla, es decir, en el enunciado de un problema

(una frase, un dato,...) debe sugerir implicitamente qué criterio se puede usar para su solucién.

Si ABC es cualquier tridngulo, se usard de aqui en adelante y cuando se necesite, el simbolo AABC,
para denotar dicho tridngulo. Si AA'B'C’” denota el tridngulo A'B'C’, el simbolo 2 denotars la

congruencia entre los dos tridngulos:
NABC = NA'B'C

1.3.1. Ejemplo. Dada la siguiente figura, si AE = EB, CE = ED, comprueba que ANAEC =
AEDB.

C B

Solucion:
1. <AEC = <BED por ser angulos opuestos.
2. De los datos se sabe que AFE = EBy CE = ED.

3. Entonces, por el criterio LAL se tiene que AAEC =2 AEDB. R

1.3.2. Ejemplo. Sien el paralelogramo ABCD se tiene que <ADB = <DBC y <ABD = <BDC,
comprueba que AABD =2 ABCD.
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Solucion:
1. Como DB es comun en los dos tridngulos, se tiene que DB = DB.
2. De los datos se sabe que <ADB = <DBC y <ABD = <BDC.

3. Entonces se cumple el criterio ALA, y por lo tanto, AABD =2 ABCD. R

1.3.3. Ejemplo. Si en el tridngulo isésceles ABC' se tiene que AC' = BC'y AD = DB, es decir,
D es el punto medio de AB, comprueba que AADC = ADBC.

C

Solucién:
1. Como DC es lado comun de los dos tridngulos, se tiene DC = DC.
2. De los datos se sabe que AC = BC'y AD = DB.

3. Por lo tanto se cumple el criterio LLL y ANADC =2 ADBC. R

Actividad 13. Sien los tridngulo rectangulos: AABC'y AA'B'C’, se tiene que <ABC = <A'B'C’
y BC = B'C’, comprueba que AABC = ANA'B'C'.

C C’




34

1.4. Teoremas de Thales

Los teoremas de Thales tienen diversas aplicaciones en la geometria, en especial para la seme-

janza de tridngulos. Antes de enunciar estos teoremas se dardn algunas definiciones y resultados.

Dado un tridgngulo ABC, la altura? desde el vértice A, es la perpendicular AD al lado BC' que
pasa por A. En este caso, el punto de interseccién D, de la altura con BC, se llama pie de la

altura, y en este caso, BC' es la base del tridngulo ABC.

A A

B D C D B C
Se observa que el pie de la altura D, se encuentra dentro del segmento BC' o bien en la prolongacién
de BC.

El drea de un tridngulo ABC), es la mitad del producto de su base por la altura correspondiente.

Por ejemplo, si BC' es la base y AD la altura, entonces el area del tridngulo ABC' denotado por
a(AABC) es:
BC-AD

a(BABC) = =

1.4.1. Proposicién. Si dos triangulos ABC' y A'B'C’ tienen una misma altura, entonces, la

razon® entre sus dreas es igual a la razén de sus bases donde se levanta la altura.

A

Demostracion:

1. Sea h la altura comun de los tridangulos. Entonces,

BC -
a(AABC) = 02 h
a(AA/BICl):BC;'h

4La altura de un tridngulo ABC se puede definir desde cualesquiera de sus tres vértices: A, B o C.

5Al cociente %, donde a y b son niimeros positivos se le llama razén. Cuando dos razones son iguales, se dice que

hay una proporcion.
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2. Por lo tanto,
a(AABC)  (BC-h)/2  BC

_ - . O
«(AABCY  (BC - h)2 BC

1.4.2. Proposicién. Si los tridngulos ABC y A'B'C’ tienen una base igual, entonces la razén de

sus dreas es igual a la razon entre las alturas que se levantan sobre la base igual.

A A

’

Demostracion:

1. Sean b la base comun de los tridangulos, hy la altura del tridngulo ABC' y ho la altura del
trigngulo A'B'C’. Entonces,

MAABC%:bfl
a(AA/B/C/): b'h2

2. Por lo tanto,

= =—. O
(I(AAIB/C/) (b . hg)/Q hg

1.4.3. Teorema. (Primer teorema de Thales) En el tridngulo ABC, sean D y E puntos de
AB y AC respectivamente y tales que DE es paralelo a BC'. Entonces,

AB AC
AD  AE’
A
?//;S\E
B C

Demostracién:
1. Se observa que los tridngulos ADFE y ABE tienen la misma altura desde el vértice E. Luego,
usando la proposicion 1.4.1 se tiene que la razén de sus areas es igual a la razén de sus bases:

a(AABE)  AB
a(AADE) _ AD’
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2. También los tridngulos ADE y ADC tienen la misma altura desde el vértice D, por lo que

a(AADC)  AC

a(ANADE) ~ AE’

3. Los tridngulos DBE y DCE tienen a DFE como base comun, y como DFE es paralelo a BC,

las alturas de estos tridangulos son iguales sobre la base comiun. Por lo tanto,

a(ADBE)

o(ADCE) — -

De aqui se deduce que a(ADBE) = a(ADCE).
4. De esto se tiene la siguiente igualdad:

a(AABE) = a(AADE) + a(ADBE)
= a(AADE)+a(ADCE)
— a(AADO).

5. Sustituyendo esto ltimo en el paso (1) y comparando con la igualdad del paso (2), se concluye

que
AB  AC

AD ~ AE
El reciproco de este teorema también es cierto.

1.4.4. Teorema. Si en el tridngulo ABC, D y E son puntos sobre AB y AC, tales que ﬁ—g = %,

entonces DE es paralelo a BC'.

Demostracion:

1. Supongamos que DE no es paralelo a BC. Sea C’ sobre AC tal que DE es paralelo a BC'.

: AB _ AC
2. Por el teorema 1.4.3 se tiene que 45 = S5 -

AB _ AC
3. Por otra parte, se sabe que 45 = 4%.

4. Comparando los resultados de los pasos (3) y (4) se tiene la igualdad:

Ac’_ Ac
AE  AFE

De aqui se deduce que AC' = AC" y DE es paralelo a BC. [0
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En el primer teorema de Thales se ha visto que se cumple la relaciéon % = %, donde DFE es

paralelo a BC' en el tridngulo ABC.

B C
Como AB=AD + DBy AC = AFE 4 EC, la relacién anterior, se puede reducir a

DB EC
AD  AE’
Esta dltima igualdad, también es equivalente a % = g—g. Asi que en el primer teorema de Thales,

en el tridngulo ABC, si DFE es paralelo a BC, se cumplen cualesquiera de las relaciones:

AB AC DB AE AD AE
AD AE ° 4D EC ° DB EC

1.4.5. Ejemplo. Encuentra el valor de = en el siguiente tridngulo, donde M N es paralelo a BC.

Solucién:

4
T

= % Despejando z se obtiene z = 5. W

Aplicando el primer teorema de Thales, se tiene 3-

1.4.6. Teorema. (Segundo teorema de Thales) Si se tienen tres rectas y dos transversales

a éstas, de tal forma que AD, BE y CF son paralelas, entonces g—g = %. Reciprocamente, st
g—g = % y dos de las rectas AD, BE o C'F son paralelas, entonces las tres rectas son paralelas.

A/ \D
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Demostracion:

1.

Se traza la transversal AF' a las tres rectas AD, BE y CF, y sea G el punto de interseccién
de AF con BE.

. Debido a que AD, BE y CF son paralelas, se puede aplicar el teorema de Thales a los

tridangulos ACF y FDA, para tener

AB _ AG FE _FG
BC GF Y ED_ GA

S1e: . . s o . AG _ DE
La ultima igualdad también se puede escribir como: &#F = F5-

. Comparando la primera y tercera igualdad, se concluye finalmente que

AB _ DB
BC EF’

Para comprobar el reciproco, se procede como sigue:

1.

2.

Supongamos que BE y C'F son paralelas. Entonces, g—g = %.

Por hipétesis, g—g = %.

DE _ AG

. Comparando las dos igualdades anteriores se concluye que 5 = &¢-

De esta igualdad se tiene por el reciproco del primer teorema de Thales que GE es paralelo

a AD, es decir, BE es paralelo a AD y las tres rectas son paralelas. [J

Actividad 14. Con la ayuda de una regla sin medida y un compds, divide un segmento de recta

AB en cuatro partes iguales. Como generalizarias lo anterior para dividir el segmento AB en n

partes iguales?

1.5.

Semejanza de triangulos

En términos generales, dos figuras geométricas son semejantes, si tienen exac-tamente la misma

forma, pero no necesariamente el mismo tamano. Otra manera de expresar que dos figuras son

semejantes es, si una de ellas es un modelo de escala de la otra. Por ejemplo, dos circunferencias

cualesquiera son semejantes; dos cuadrados cualesquiera son semejantes; dos triangulos equilateros

cualesquiera son semejantes; dos segmentos cualesquiera son semejantes, etcétera.

O /\
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El siguiente es un ejemplo de dos triangulos semejantes:

’

A

[l\a
w
e
(@)

B 4 C B 8 C’

El tridngulo ABC' es semejante al tridngulo A'B'C’, debido a que la longitud de cada lado del
segundo triangulo es dos veces la del lado correspondiente del primero. Nombremos a =2, b=4y
¢ = 3 la longitud de los lados del trisgngulo ABC y a' =4,b =8y ¢ = 6 para el tridngulo A'B'C’.

De esta forma,

’ ’ ’

a =2a, b=2b y c =2c

o dicho a la inversa, cada nimero de la primera terna es exactamente la mitad del nimero corres-

pondiente de la segunda terna:

. . . /
porque cada una de estas fracciones es igual a % En este caso, se dice que las ternas a, b, cy a

’ ’ .
b, c, son proporcionales.

Finalmente, para que dos tridngulos sean semejantes, se debe cumplir necesariamente que los angu-

los correspondientes sean iguales.

1.5.1. Definicién. Se dice que dos tridngulos ABC y A'B'C" son semejantes; en simbolos:
AABC ~ NA'B'C', si sus angulos correspondientes son iguales y sus lados correspondientes son

proporcionales.

Tlustraciéon de la definicion:
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Los trisgngulos ABC' 'y A'B'C’ son semejantes, si y sélo si

9ABC =<A'B'C', «BCA=<B'C'A', <CAB=<C'A'B,
AB  BC  AC

A'B" BC ACT

Asi que para que dos tridngulos sean semejantes, se deben verificar dos condiciones:

y

= Sus angulos correspondientes deben ser iguales. En este caso, se escribe angulo-angulo-angulo

o simplemente como AAA.

= Sus lados correspondientes deben ser proporcionales. En este caso, se escribe lado-lado-lado

o simplemente LLL.

De hecho, si alguna de las condiciones es verdadera, se cumple automaticamente la otra, es decir,
si los dangulos correspondientes son iguales AAA, entonces sus lados correspondientes son propor-

cionales LLL y viceversa. Se prueba este resultado en el siguiente teorema.

1.5.2. Teorema. (Teorema de semejanza AAA) Si dos tridngulos ABC y DEF tienen sus

dangulos correspondientes iguales, entonces sus lados correspondientes son proporcionales.

A D

Demostracion:

Se debe comprobar que los lados correspondientes son proporcionales, es decir:
AB AC  BC
DE DF EF’
1. Sean E' y F' puntos sobre AB y AC respectivamente, tales que AE' = DE y AF' = DF.

2. Por el criterio de congruencia LAL, se tiene que los triangulos AE'F’ y DEF son congruentes.

3. Por lo tanto, E'F’ es paralelo a BC, y aplicando el primer teorema de Thales se tiene:

AB AC

AE ~ AF"

4. Como AE' = DE y AF' = DF, la igualdad anterior se transforma en

AB _ Ac
DE DF’
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5. De la misma forma, se puede comprobar que 2% = 4L  Finalmente, se concluye que
> p P que Fg DE s ye q

AB AC BC
DE DF EF’

Actividad 15. Comprueba el paso (5) de la demostracién del teorema anterior, es decir:

BC _ AB
EF DE’

El teorema que se acaba de comprobar, tiene una consecuencia importante que dice que si dos pares
de dngulos correspondientes de los tridngulos ABC y DEF son iguales, entonces los tridngulos son
semejantes, es decir, basta con que dos pares de angulos sean iguales para que dos tridngulos sean

semejantes. Se enuncia formalmente este resultado en el siguiente corolario.

1.5.3. Corolario. ( Criterio de semejanza AA) Si dos pares de dngulos correspondientes de

los tridngulos ABC' y DEF son iguales, entonces los tridngulos son semejantes.

A D

[\

Demostracion:

1. Supongamos que <ABC = <DFEF y <BCA = <FFD son los dos pares de angulos corres-

pondientes iguales.

2. Por otro lado, se sabe que

<ABC +<BCA+ <«CAB = 180°
<DEF +<FEFD + <FDFE = 180°.

3. Por lo tanto, de los pasos (1) y (2), se concluye que <CAB = <FDE, y por el teorema de

semejanza AAA, los tridngulos son semejantes. [

1.5.4. Teorema. (Teorema de semejanza LAL) Si los triangulos ABC y DEF tienen dos
lados correspondientes proporcionales y el dngulo comprendido entre estos es igual, entonces los

triangulos son semejantes.
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Demostracion:

1. Sean % = % y <BAC = <EDF los lados correspondientes proporcionales y el angulo

comprendido iguales.
2. Sean E' y F' sobre AB y AC, tales que AE' = DE y AF' = DF.

3. Por el criterio de congruencia LAL, los tridngulos AE'F’ y DEF son con-gruentes. Por lo

AB _ AC
’ AE' AF""

tanto
4. Por el reciproco del primer teorema de Thales, se tiene que E'F es paralelo a BC.

5. Luego, los dangulos <ABC'y <DFEF son iguales, y por hipdtesis, los dngulos en los vértices
en Ay D son iguales, entonces por el criterio de semejanza AA, los tridngulos AE'F’ y ABC

son semejantes.

6. Finalmente, como los tridngulos AE' F' y DEF son congruentes, véase el paso (3), entonces

los triangulos ABC' y DEF son semejantes.5 [

1.5.5. Teorema. (Teorema de semejanza LLL) Si los tridangulos ABC y DEF tienen sus

lados correspondientes proporcionales, entonces los tridngulos son semejantes.

A D

Demostracion:

T . AB _ BC _ AC
1. Por hipdtesis se tiene que 55 = 5 = Hf-

2. Sean E' y F’ los puntos en AB y AC respectivamente, tales que DE = AE' y DF = AF’.

Sustituyendo estas igualdades en el paso (1) se tiene:

AB AC

AE  AF

6Si los tridngulos ABC'y A'B'C" son semejantes y A'B'C es congruente a DFEF'| entonces el tridngulo ABC' es

semejante con DEF'.
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3. Como los trisgngulos ABC' y AE'F' comparten el d4ngulo en el vértice A, se sigue del teorema

de semejanza LAL que los tridngulos ABC' y AE F' son semejantes.

/ / /
4. Ahora, por definicién de semejanza, se tiene que ZL£- = AE " de donde

BC AB>
- AE DE
5. Por otro lado, en el paso (1) se tiene
DE
EFF =BC——.
AB

Por lo tanto, de los pasos (4) y (5) se concluye que E'F" = EF.
6. Entonces, por el criterio de congruencia LLL, los tridngulos AE F' y DEF son congruentes.

7. Finalmente, los tridngulos ABC' y DEF' son semejantes; véase los pasos (3) y (6). O

1.5.6. Ejemplo. Si los tridngulos ABC y DEF son tales que AB, BC y C'A son perpendiculares

a las rectas DE, EF y F D respectivamente, entonces los tridngulos son semejantes.
A

B

O B
/F

Solucion:

En la figura se tiene que los tridangulos rectangulos BGI y FEOI, son semejantes por tener el
angulo comin en el vértice I, y un dngulo recto (Criterio de semejanza AA). Por consiguiente,
<ABC = <IEO.

Por otra parte, los tridngulos OJF y HJC son semejantes, puesto que <<OJF = <HJC, por ser

angulos opuestos por el vértice. De aqui se deduce que
<OFJ =<HCJ = <ACB.
De esta forma se tiene que los triangulos ABC y DEF tienen dos pares de angulos iguales, y por

el criterio de semejanza AA se concluye que los tridngulos son semejantes. W

1.5.7. Ejemplo. Determina la medida de los lados faltantes de los siguientes tridngulos semejantes,
donde AB =8, BC =12, AC =11, EF =4y el segmento AB es paralelo a F'E.
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B E x C

Solucién:

Como los tridngulos son semejantes, sus lados correspondientes son proporcionales, por lo que

11 8 . 11
— = —, entonces =—.
y 4 Y=
También se tiene que
12 8

=—, entonces x=6. M

x 4
1.5.8. Ejemplo. En la siguiente figura, AB = BC =12, <BDC = <CDFE, BD =16y CE = 8.
Halla la longitud de DFE.

B

Solucién:
Como AB = BC, el triangulo ABC' es isosceles. Luego, <BAC = <BCA = <DCFE.
Por hipétesis, <BDC = «<CDE, por lo tanto, los tridngulos ABD y CDE son semejantes puesto

que tienen dos angulos iguales. Asi, se tiene que

DE 8

16 12

. _ 32
Despejando se concluye que DE = =*. B

LISTA DE EJERCICIOS. SECCION 1.3, 1.4 y 1.5

1. En cada una de las siguientes proporciones, determina el valor de z:

T 3 5 4 5 2x

@r=> ®)2=2 ©@©r=2 @Wi=—

T+ 3

2. Si 5 =26= %, jcuéles son lo valores de x y y?
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3. Si % = g = 55 = 35, ;cudles son los valores de p, q y 77

4. Considera el tridngulo ABC, donde AB = 12, AC = 15y BC = 15. Si M N es paralelo a
BC, determina la longitud de NC.
A

VAN
/

B C

5. Sea ABC el tridngulo, cuyo segmento M N es paralelo a AB. Determina el valor de .

A
rz+1
m

X
B 2x+1 M 4 C

6. Considera el tridngulo ABC', donde BD = 2, EC =
Halla la longitud del segmento DF'.

A
D
E
F
B C
7. En el tridngulo ABC, AS es la altura correspondiente al lado BC, BT la altura correspon-
diente al lado AC, BC =8, AS =9y BT = 6. Determina la longitud del segmento AC.

A
/ T\
B S C
8. En el tridngulo ABC, supén que AB = AD + 10, EC =12, AC =20, EF = FC, <BAC =
<FEAD. Determina la longitud del segmento AD.

B
/>F\
A F C

D

[\S][SV]

, EF = 1, 9ADF = <AEF = 90°.
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9. En el tridngulo ABC', AD = DBy AE = EC. Comprueba que DE es paralelo a BC.
A

B C

10. En el trapecio ABCD, AB es paralelo a DC' y los triangulos AED y BEC, son semejantes.

Comprueba que AD = BC. [Sugerencia: ;Qué otros tridngulos son semejantes?].

D c

A B

11. En el tridngulo ABC, AB = 16, AC = 30, AE = 11, AF = 25. Es EI paralelo a BC?

Justifica tu respuesta.

B C
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1.6. Teorema de Pitagoras

En un tridangulo rectangulo, el lado opuesto al dngulo recto se conoce como la hipotenusa, y

a los lados adyacentes al angulo recto como los catetos del tridngulo.

A

Cateto Cateto

B Hipotenusa

El teorema de Pitagoras establece que en todo tridngulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos. Para la demostracién” de este teorema se empleard la

semejanza de triangulos.

1.6.1. Proposicion. FEn un tridngulo rectingulo ABC, la altura sobre la hipotenusa lo divide en

dos tridngulos semejantes a €l.

A

Demostracién:
1. Sea AD la altura del tridngulo ABC' sobre la hipotenusa BC'.

2. Eltriangulo ABC' es semejante al triangulo D B A puesto que ambos son tridngulos rectangulos

y tienen un angulo comun en el vértice B.

3. También los tridngulos rectangulos ABC y DCA, son semejantes puesto que el angulo en
el vértice C' es comun. Por lo tanto, los dos tridngulos rectangulos que dividen al tridngulo
ABC son semejantes a él. [J

OBSERVACIONES:

» De la semejanza entre los trigngulos ABC' y DBA, se sigue que 42 = %. Por lo tanto,

DB
AB? = DB - CB.

"A lo largo de la historia han sido muchas las demostraciones (més de 300 pruebas) que mateméticos y amantes
de las matematicas han proporcionado sobre este teorema.
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= De la semejanza entre los tridngulos ABC y DAC, se tiene que % = %. Por lo tanto,

CA*=CD-CB.
Sumando las dos igualdades anteriores, se tiene:
AB?>4+CA*=DB-CB+CD-CB=(CD+ DB)CB = CB>.

Esto se puede resumir en el siguiente teorema:

1.6.2. Teorema. (Teorema de Pitagoras) En un tridngulo rectingulo ABC, el cuadrado de la

hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

1.6.3. Ejemplo. La diagonal de un rectangulo de lados 5¢m y 12¢m es igual al lado de un

cuadrado. ; Cuanto mide la diagonal de ese cuadrado?

5em

12em

Solucién:

Primero se determina la longitud de la diagonal d del rectangulo. Por el teorema de Pitagoras se
tiene d? = 122 4+ 52 = 169. Por lo que d = v/169 = 13cm. Ahora, se puede obtener la longitud de
la diagonal D del cuadrado al emplear otra vez el teorema de Pitdgoras. Esto es, D? = d? + d? =
2d% = 2(13)? = 338. Se tiene asi que D = /338 ~ 18.38cm. W

Actividad 16. Una escalera de 10m de longitud esté apoyada sobre una pared. El pie de la escalera

dista 6m de esa pared. ;Qué altura alcanza la escalera sobre esa pared?

Actividad 17. Calcula la longitud de la diagonal D del ortoedro como se muestra en la figura.
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1.7. Reciproco del teorema de Pitagoras

1.7.1. Definicién. Sia, by c son niimeros positivos y § = %, entonces b es la media geométrica

o media proporcional de a y ¢, es decir, b = \/ac.

1.7.2. Proposicion. FEn un tridngulo rectingulo ABC, la altura sobre la hipotenusa, es la media

proporcional de los dos segmentos en que se divide la hipotenusa por el pie de la altura.

A

Demostracion:
1. Se sabe que el triangulo ABC', es semejante tanto de DBA como de DCA.

2. Por lo tanto, los tridngulos rectangulos DBA y DAC también son semejantes. Asi, se tiene

que
AD DB

CD~ 4D’

3. Despejando AD de la igualdad anterior, se tiene que AD? = DB - CD, es decir,

AD=+vDB-CD. O

1.7.3. Lema. Sea ABC un tridngulo, donde los dngulos en los vértices B y C son menores a
90°, y sea D el pie de la altura de A sobre BC. Si AD?> = BD - DC, entonces el tridngulo ABC' es

rectdngulo.

Demostracion:

1. Se traza la perpendicular a AB que pasa por A. Esta, corta a la recta BC en un punto C’

(si no fuera el caso, entonces tal recta seria paralela a BC, resultando que B = D, por lo que
AD? = BD - DC serfa falso).
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Se tiene entonces que el tridngulo ABC” es rectdngulo, con dngulo recto en el vértice A.

Por la proporcicién 1.7.2 se tiene que AD? = BD - DC'.

. Por otro lado, por hipétesis se tiene que AD? = BD - DC.

. Se sigue de las dos igualdades anteriores que DC' = DC y ¢ =C. Lo que demuestra que el

tridngulo ABC' es rectangulo. [

1.7.4. Teorema. (Reciproco del teorema de Pitdgoras) Si en un tridngulo rectingulo ABC,

el cuadrado de un lado es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados, entonces el

triangulo es rectdngulo.

A

Demostracion:

1.

2.

3.

Supongamos que en el tridgngulo ABC, se tiene BC? = AB? + C A2,
Como BC' > AB y BC > CA, entonces los dngulos en B y C' son menores a 90°.

Sea D el pie de la perpendicular de A sobre BC. Entonces, los tridngulos ABD y ADC' son

rectangulos, con angulo recto en el vértice D, y por el teorema de Pitdgoras se tiene que

AB? = BD* + AD* y CA%= AD? + DC?.

. Sumando las dos igualdades anteriores se tiene lo siguiente:

AB? + CA* = BD?+2AD? + DC?
= BC?
= (BD+ DC)?
= BD?+2BD-DC + DC?.

5. De esta serie de igualdades, se tiene

BD? +2AD? + DC? = BD?> + 2BD - DC + DC?>.

6. Eliminando términos se tiene que AD? = BD-DC, y por el lema anterior se tiene el resultado.

0
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1.7.5. Ejemplo. En la siguiente figura, comprueba que b — a = 4, donde a + b = z.
A

r—1 z+1

Solucién:

Sea h = AD. Entonces, por el teorema de Pitdgoras se tiene
(x+1)?=hr"4+0* vy (z—1)2=h*+d%

Despejando h? e igualando, se tiene (z + 1)2 — b?> = (z — 1)?> — a. Desarrollando los binomios y
simplificando se tiene que 4z — b?> = —a?. Cambiando de signo ambos lados y tomando en cuenta

que a + b = z, la igualdad anterior se transforma en
b? — 4(a +b) = a*.

Quitando paréntesis e igualando a cero lo anterior, se tiene b> — a? — 4a — 4b = 0. Factorizando la

expresion del lado izquierdo, se tiene
(b—a)b+a)—4(a+b)=(b+a)(b—a—4)=0.

De aqui se deduce que b+a =00 b—a —4 = 0. Luego, b + a = 0 no puede suceder, por lo tanto,
b—a—4=0yb—a=4. N

LISTA DE EJERCICIOS. SECCION 1.6 y 1.7

1. En la siguiente figura se representa un triangulo equilatero, en el que la longitud del lado L,

supera 2cm a la longitud de su altura h. Calcula el perimetro del tridngulo.

2. En la siguiente figura, la diferencia entre las dreas del cuadrado ABCD y del tridngulo

equilatero DEC, es de 13cm?. Calcula el perimetro del tridngulo.
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D C

3. El rectangulo ABCD, tiene perimetro de 24cm, y el largo supera al ancho en 5¢m. Calcula

el area del rectangulo.

A D

B C

4. Una escuadra de carpintero con ancho constante, tiene un drea de 111em?. Calcula el ancho
de la escuadra.

20cm?

20em?

5. Calcula el drea de un tridngulo isdésceles ABC, donde la base BC' mide 3em y la altura h

mide 4cm.

6. Calcula el drea de un tridngulo equildtero ABC, donde la longitud de uno de sus lados mide

L =1cm.



Capitulo 2

Trigonometria

2.1. Angulos

La trigonometria se remonta a la antigua ciudad de Babilonia. Es una rama de las matemaéticas
que estudia las relaciones entre los lados y angulos de los tridngulos. Las primeras aplicaciones de
la trigonometria se hicieron en los campos de la navegacion, la geodesia y la astronomia, en los que
el principal problema era determinar una distancia inaccesible, es decir, una distancia que no podia

ser medida de forma directa, como la distancia entre la Tierra y la Luna.

Se encuentran notables aplicaciones de las funciones trigonométricas® en la fisica y en casi to-
das las ramas de la ingenieria, sobre todo, en el estudio de fenémenos periédicos, como es el de

flujo de corriente alterno.

En geometria, un angulo se definié6 como la parte comin de dos semiplanos formados por dos
—

rayos OA'y O? (lados del angulo), que tienen un punto inicial en comiin en O, llamado vértice.

El dngulo en este caso es <AOB o <BOA. De esta forma, no importa qué lado del dangulo se

nombra primero.

B

Sin embargo, para el estudio de la trigonometria, si importa qué lado del &ngulo se nombra primero,
—
es decir, hay distincién entre los angulos <AOB y <BOA. En el dngulo <AOB, OA es el lado
—
inicial y @ el lado terminal, mientras que en el angulo <BOA, @ es el lado inicial y OA el

lado terminal.

'Son seis las funciones trigonométricas bésicas: seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante. Las tltimas

cuatro estan en funcién de las dos primeras.

93
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A A
(0] O
B B
<AOB <BOA

Los angulos <{AOB y <BOA asi definidos, se llaman angulos orientados.

Aqui, se va a considerar un sistema de coordenadas cartesianas para ubicar a un angulo, donde la
posicion estandar para el vértice del angulo sera el origen. Si el lado inicial de un angulo coincide
con el eje x positivo, y éste gira en direccién contraria a las manecillas del reloj hasta la posicién
del lado terminal del 4ngulo, entonces tal angulo se considera positivo. Si el lado inicial gira en
direccién a las manecillas del reloj hasta la posicion del lado terminal del angulo, entonces dicho
angulo se considera negativo. Comtunmente, la notacion que se usa para los dngulos, son las letras

griegas: «, [, 7, etcétera.

x J @

B

En esta figura, el angulo « es positivo, mientras que el angulo 3 es negativo.

Una unidad de medida para los dngulos es el grado. Para la medida de angulos en grados, se
utiliza el sistema sexagesimal, donde grado sexagesimal se entiende como la amplitud del angulo

resultante de dividir la circunferencia en 360 partes iguales.
Ejemplos:

135°

x z J T

—-90°

45°

La medida en grados para los angulos, se usa en actividades aplicadas como agrimensura, navegacion
y diseno de equipo mécanico. En aplicaciones cientificas que requieren calculo, se aconstumbra

utilizar radianes.
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A4,

En esta figura se tiene una circunferencia de radio r, con un angulo central €, cuyo vértice es
el centro de la circunferencia. La porcion de circulo del punto A al punto B se llama arco AB,
denotado por AB. También se dice que el arco AB subtiende el angulo central 0. Si la longitud

de AB es igual al radio r de la circunferencia, entonces se dice que # mide un radian.

B

<

2.1.1. Definicién. Un radidan es la medida del angulo central de una circunferencia cuya longitud

de arco coincide con la longitud de su radio.

Se puede ver que en cualquier circunferencia de radio r, caben aproximadamente 6.28 radianes,
es decir, el radio de la circunferencia? cabe exactamente 6 veces y sobra aproximadamente 0.28.

Con lo cual, se tiene la relacién
360° = 27 ~ 6.28 radianes.

Si se divide entre dos en ambos miembros de la igualdad anterior, se tiene
180° = m ~ 3.14 radianes.

Ahora, si se divide ambos miembros entre 7, se concluye que
180°
— =1 radian ~ 57.2958°.
T

Entonces, hay una relacién entre grados y radianes de un angulo. Para convertir un angulo 8 medido

"= ()

Andlogamente, si se tiene x7 radianes, donde x € R, para convertir a grados, se usa la formula:

TT =T <@> =z - 180°.

en grados a radianes se usa la formula:

™

2También se puede comprobar que el didmetro D de una circunferencia de radio r, cabe en la circunferencia
exactamente 3 veces y sobra aproximadamente .1416. Luego, como el diametro D es dos veces el radio r, nuevamente

se desprende que el radio cabe en la circunferencia aproximadamente 6.28 veces.
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Por ejemplo,

1. 45° a radianes corresponde a:

s s
e (5) -5
g g 180° 4

2. 3T radianes a grados corresponde a:

6
5t  bm (180°
— = = 150°.
6 6 < m )

Esta técnica se puede usar siempre que se quiera hacer una conversiéon de grados a radianes o

viceversa.

La siguiente tabla muestra algunos angulos con los valores correspondientes a grados y radianes.

: 27 3 51 T
Radianes | 0 = T 5 T e 2w

Grados | 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180° | 210° | 360°

VB

S |ea
N
S |wia

Geométricamente, también se puede mostrar la posiciéon de un angulo en radianes.

Yy Yy Yy
s ™ T
i at I

x xT x

Se ha visto que un angulo se puede expresar de dos formas: grados y radianes. Para convertir
un angulo de radianes a grados junto con los minutos y segundos, se debe tener en cuenta que un

grado tiene 60 minutos (') y un minuto tiene 60 segundos ().

1"

1°=60 =36000 y 1 =60".

De la misma forma,
/

1/_i° 1//_i_1°
“\e0) ¥ " T \60) " \3600) -

2.1.2. Ejemplo. Realiza las siguientes conversiones.

1. Expresa el angulo 8 = 2 en grados, minutos y segundos.
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180°
()
T
~ 114.5915°
= 114+ (.5915)(60")
= 114+ 35.49’
= 114435 + (.49)(60")
— 114+35 +29.4"
114°3529".

Solucion:

Q

2. Expresa el dngulo 110°25'24" como decimal, al diezmilésimo de grado mas cercano.

25\ ° 24 \°
110° + ( = =
0+ (60) * <3600>
110° + .4166° + .0066°
= 110.4232°. W

Solucion:

110°25'24"

Q

Las calculadoras graficadoras cuentan con funciones que facilitan las conversiones de grados a
radianes y viceversa; la conversién de un angulo que estd en radianes, a grados minutos y segundos,
y convierte una medida decimal que estd en grados, a grados, minutos y segundos. Es importante

saber utilizar estas calculadoras para aplicar estos tipos de conversiones.

2.1.3. Teorema.

(a) Si un arco de longitud s de una circunferencia de radio v subtiende un dngulo central de 0

radianes, entonces s = rf.
(b) Si A es el drea del sector circular determinado por 6, entonces A = %?”29.

Demostracion: Consideremos la figura:

>

(a) Como la longitud de arco es proporcional a su angulo central, entonces

o
-

S
T
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De aqui se desprende que s = r6.

(b) Como el area del sector circular es proporcional a su dngulo central, entonces

A 0

mr? 21

Por lo tanto, A = %7“29. O

2.1.4. Ejemplo. Si un arco de circunferencia de longitud s = 7.5¢m, subtiende un angulo central
f de una circunferencia de 3cm de radio, determina:

(a) La medida de # en grados.

(b) El area el sector circular determinado por 6.

)

Solucién:

(a) Se sabe que s = rf. Despejando 6 y sustituyendo los valores respectivos de s y r, se tiene

s _T5_

0= 2.5.
r 3

Este es el valor de 6 en radianes. Entonces, al cambiar a grados se obtiene

180° 450°
0:2.5< 80 ) = o0 A 143.24°.

T T

(b) Utilizando la férmula de area del sector circular y sustituyendo los valores respectivos, se
tiene

1 1
A= 57”20 = 5(3)2(2.5) =11.25cm>. A
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2.2. Relaciones trigonométricas de angulos

Se sabe que la ecuacion de la circunferencia de radio r con centro en el origen es:

Cuando r = 1, la circunferencia se llama circunferencia unitaria.

Y
Y
r /rzl

Nota: Cualquier punto (z,y) de la circunferencia de radio r, satisface la ecuaciéon 22 + y? = 2,

y cualquier punto (z,y) que satisface la ecuacién 22 + y? = r2, es un punto de la circunferencia de

radio r.

Consideremos la siguiente circunferencia unitaria, un punto P = (x,y) sobre su circunferencia

y 6, el dngulo formado entre el eje x al segmento OP.

1
Yoo D P = (z,y) = (cos0,sin )
sin 0 :
6
-1 O cosh 1
-1

2.2.1. Definicién. Si 6 € R, entonces

1. El coseno de 0, denotado por cos@, se define como la coordenada x, es decir,

cos = x.

2. Elseno de 0, denotado por sinf, se define como la coordenada y, es decir,

sinf = y.
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Esta definicién dice que cada coordenada (x,y) de la circunferencia unitaria, se puede escribir como
(cosf,sinf), es decir,

(z,y) = (cos@,sinh).

Por otra parte, se observa que si (z,y) = (cos#,sinf) es un punto de la circunferencia unitaria
para cierto angulo 6, entonces satisface la ecuacién 22 4 y? = 1. Por lo tanto, se tiene la identidad
fundamental:?

cos® 0 +sin? 6 = 1. (2.1)

2.2.2. Teorema. Sif € R, entonces cos? 6 + sin?6 = 1.
De la indentidad fundamental, se obtienen las siguientes igualdades:
sin?0=1—cos?0 y cos’f=1—sin’6.

Equivalentemente,
sinf = +v/1—cos26 y cosf ==+v1—sin6.

2.2.3. Ejemplo. Calcula sinf y cosf, donde ¢ = 7.

Solucién: Para determinar el seno y coseno del angulo 6, se emplea la cicunferencia unitaria y

se usa la definicién anterior.
Y

P(z,y)

ISE

El dngulo 6 = 7 radianes bisecta el primer cuadrante. Por lo tanto, el punto P(z,y) se encuentra
en la recta y = xz. Como P(x,y) es un punto de la circunferencia unitaria, satisface la ecuacién

x? + y2 = 1. Como y = z, entonces
22 4+at=1 0 202 = 1.

Al despejar 2 y observar que = > 0, se obtiene 2 = —=. Asi que P = (v/2/2,1/2/2). Por lo tanto,

N x
sin 7 = cos 7. [ |

Sl

Nota: Para determinar el valor de sinf y cos# en este ejemplo, basté con saber las coordenadas

del punto P al angulo correspondiente § = 7 en la circunferencia unitaria.

3M4s adelante mencionaremos otras identidades fundamentales.
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Actividad 18. Por medio de una circunferencia unitaria, determina los valores de sinf y cos,
donde 6 =0, 5, , 37” y 2m.

Para qué valores de 0, sinf) = 0 y cos§ = 07

Es claro que sinf = 0, siempre y cuando se esta situado en la coordenada (1,0) o (—1,0) de
la circunferencia unitaria. Pero esto se logra, cuando los valores de 6 son miultiplos de 7, es decir:

0=...—3r,—2xn,—mx,0,7,2m,3m,. .., etcétera. Por lo tanto,
sinf =0 si, y solosi 6 € {nm;n € Z}.
De la misma forma, para que cos # = 0, es necesario que se esté situado en el punto (0,1) o (0,—1)

de la circunferencia unitaria. Los valores de 6 donde se cumple esto, son:

T 3 b Tm 9m

Y lo mismo sucede, si los valores anteriores de 6, tienen signo negativo. Esto se resume como sigue:

cosf =0 si,ysolosi € {w,n € Z}.
2.2.4. Proposiciéon. Si 6 € R, entonces

1. =1 <sinf<1y—-1<cosf<1

2. sin(—0) = —sinf

3. cos(—0) = cos b

4. Stk € Z, entonces sin(0 + 2km) = sinf y cos(f + 2kmw) = cosf.

Demostracion:

En el inciso (1), dice que tanto sin# como cosf no pueden pasar de —1 y 1, es decir, sus valo-
res siempre oscilaran entre —1 y 1 para cualquier valor de 6. Esto resulta claro puesto que si
(z,y) = (cos f,sinf), es un punto de la circunferencia unitaria, entonces se satisfacen las desigual-

dades anteriores.

Para comprobar los incisos? (2) y (3), se considera la figura:
1
Yl D (Z,y) = (cos 0, sin 6)
0
-1 -0 x 1
Yl /(x, —y) = (cos(—0),sin(—0))
—1

4Cuando se cumple la igualdad del inciso (2), se dice que sin 0 es par. De igual forma, cuando se cumple la igualdad

del inciso (3), se dice que cosf es impar.
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Se observa que cos = x y cos(—0) = x. Por lo tanto, cos(—6) = cos 6.
Por otra parte, también se tiene que sinf = y y sin(—6) = —y. De esta tltima igualdad se puede
multiplicar por un signo negativo ambos lados, reduciéndose a — sin(—6) = y. Por consiguiente, se

tiene que — sin(—0) = sin(6). Esto dltimo es equivalente a
sin(—f) = —sin#,

y se concluye la comprobacion de los dos incisos.

El inciso (4) se cumple, puesto que si el angulo 6 se le suma 2km con k € Z, entonces se re-
gresa a la misma posicién del dngulo y por consiguiente al punto (x,y). De esta forma se cumplen

las dos igualdades. [

Nota: Las propiedades del inciso (4), se expresan diciendo que sin 6 y cos 6 son funciones periédi-

cas de periodo 2.

2.2.5. Definicién. Sean D; = R~ {M,n € Z} y Dy = R~ {nm;n € Z}. Se definen las

funciones:

(a) Funcién tangente: tan 6 = 28 - donde 6 € Dy

cos 6’

(b) Funcion cotangente: cot @ = g?ﬁg, donde 0 € Dy

(¢) Funcion secante: sec = L= donde 6 € Dy

(d) Funcién cosecante: csc = —Lo donde 6 € Ds.

Nota: estas funciones tienen periodo 27w. Méas ain, m es un periodo para tané y cot 6, puesto

que:
_sin(0+m)  —sing
tan(f + ) = cos(@1 ) “cosh tan 6.

De igual forma, cot(6 + 7) = cot 6.

Actividad 19. Completa todos los pasos para comprobar que en efecto:

tan(f +7) =tanf y cot(6 + ) = cot 6.

2.2.6. Proposiciéon. Si 6 € R, entonces

1. sin (% —9) = cosf y cos (g —0) =sinf

2. cos(f1 £ 62) = cos 0 cos O F sin 61 sin Oy
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3. sin(fy & 62) = sin By cos Oy £ sin O cos ;.

Demostracion:

Para comprobar el inciso (1), se considera la figura:

T I . (y,x) = (cos (%—9),sin (7r

]
|
D
~—
~—

y -/ L) \ (2,y) = (cost,sinb)

Se observa que
sin (E — 9) =cosfl y cos (E — 6)) =sin 6.
2 2
(2) Primero se comprueba que
cos(01 — 02) = cos 0 cos g + sin 0 sin 0.

Consideremos la figura:

Se sabe que P} = (x1,y1) = (cosfa,sin6y) y Py = (x2,y2) = (cos 61,sin0;). La distancia entre P; y
P; es:

d \/ (@2 —21)* + (y2 — 1)?
= /(cosf; —cosBy)? + (sinf; — sinhy)2.
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Elevando ambos miembros al cuadrado, se tiene

d?> = (cosf; — cosfy)® + (sinf; — sinfy)?
= cos20; — 2cos 01 cos by + cos? Oy + sin’ O, — 2sin 6 sin Oy + sin? O,
= 141 —2(cos b cos by + sin b sin O3)
= 2 —2(cos by cos Oy + sin Oy sin 6).
Ahora, se rotan los ejes & y y de tal modo que el eje x coincida con el rayo OP;. Es claro que la

longitud de P; a P» no cambia; sin embargo, las coordenadas de P, y P> con respecto a los nuevos

ejes X y Y son:
P = (zy,51) = (1,0) vy P»=(x5,y5) = (cos(fy — 0a),sin (6 — 62)).

Por lo que la distancia entre P; y P5 es:

d = \Jlah—2))? + (h — )2
= /(cos(f1 — 03) — 1)2 + (sin(f; — 63) — 0)2.

Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad, se tiene

d?> = (cos(fy — ) —1)% + (sin(f; — 63) — 0)?
= cos?(A; — 03) — 2cos(Ay — 62) + 1 +sin(6; — 65)
= 1—2cos(bh —62) +1
= 2—2cos(f) — 0s).

Por lo que al comparar los dos resultados para d?, se tiene que
2 —2cos(0] — 03) = 2 — 2(cos 01 cos Oz + sin O sin 6).
Por lo tanto, se concluye que
cos(61 — 62) = cos 0 cos by + sin 0 sin 0.
Ahora es facil comprobar que cos(f1 + 62) = cos 0 cos B2 — sin 6y sin f5. Se observa que

cos(f1 +62) = cos(bh — (—b62))
= cos 0 cos(—02) + sin 01 sin(—6s)

= cosf; cos by — sin 64 sin 6.

Por lo tanto,

cos(01 + 62) = cos 0 cos B — sin 0 sin 0.

Con esto se comprueba el inciso (2) de la proposicién. Es decir:

cos(01 £ 62) = cos 0 cos By F sin 0 sin 0.
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Para comprobar el inciso (3), primero se observa que:
sin(f; +62) = cos (g — (01 + 02)>
T
- T 9,9 )
COS ( 5 1 2
T
- on((50)-2)
(¢{0)3] (( 5 1 2
= cos (g — 91> cos By + sin (g — 91) sin 0
= sin#q cos By + cos 0 sin 5.
Por otra parte, se tiene que
sin(91 — 092) = sin(91 + (—92))
= sin6; cos(—62) + cos 01 sin(—6s)
= sin 6y cos Oy — cos 61 sin 0.
Finalmente, juntando las dos igualdades anteriores de sin(6; + 65) y sin(f; — 65), se tiene que:

sin(f1 & 62) = sin 6y cos O £+ sin b cosBy. O

2.2.7. Ejemplo. Comprueba las siguientes igualdades para la suma y diferencia de dngulos en la

funcién tangente.

__ tanf;+tan@
L. tan(91 + 02) - 1ftar1191 tan922

_ — _tan6i—tanfy
2. tan(6; — 62) = T+tan 01 tan 63

Solucion:
(1) Se empieza desarrollando la parte derecha de la igualdad, y con una serie de pasos verdaderos,

se comprueba que es equivalente a la parte izquierda.

sin 01 sin 0o sin 01 cos O2+cos 01 sin O2

tan 91 + tan 92 . cos 01 + cosfz cos 01 cos 02
_ - __ sin6; sinfs ~  cos 1 cos Oz —sin 61 sin Oy

1 tan 91 tan 92 1 cos 01 cos 6o cos 01 cos 02

sin 61 cos 0y + cos 81 sin O

cos 01 cos 09 — sin 64 sin O

sin(91 + 92)
= I . o
cos(61 + 62) tan(61 +02)

Actividad 20. Comprueba el inciso (2) del ejemplo 2.2.7.

De las identidades de la Proposicién 2.2.6, se deducen las asi llamadas identidades del angulo

doble e identidades del angulo mitad. Estos se enuncian en el siguiente teorema:
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2.2.8. Teorema. Sif € R, entonces:
1. cos20 = cos?f —sin? 0
2. cos20 =2cos? 0 — 1
3. cos20 =1 —2sin?0
4. sin26 = 2sin 6 cos 0
5. sin?6 = P‘EM

6. COS2 0 — 1+c§s 20

20 _ 14cosb
7. cos® 5 = =5
1—cosf

260
8. sin” 5 = —3

Demostracién: (1) Para comprobar esta propiedad, se descompone 26 = 6 + 6, y se aplica la

propiedad (2) de la proposicién 2.2.6. Asi,
cos 20 = cos(f + ) = cos @ cos § — sin fsin # = cos® § — sin” 6.

(2) Se deja como ejercicio para el lector.

(3) Se desprende inmediatamente del primer inciso. Esto es,
c0s20 = cos’f —sin?f = 1 —sin?0 — sin? 6 = 1 — 2sin? 6.

(4) Se comprueba igual que el inciso (1), es decir, 20 = 6 + 0 y se aplica la igualdad (3) de la
proposicion 2.2.6.

(5) Para la comprobacién de este inciso, se observa que
sin? = 1 — cos?# = 1 — (cos 20 + sin® ) = 1 — cos 20 — sin* 6.

Luego, se tiene que 2sin?# = 1 — cos 26. Por lo tanto,

sin20 — 1— cos20'
2
(6) Se deja como ejercicio.
. .. . 0
(7) Se aplica el inciso (6), sustituyendo en 6 por 3.
. . . 9
(8) Se aplica el inciso (5), sustituyendo en 6 por 5. [

También se puede obtener un resultado para el dangulo doble y mitad en la funcién tangente.

Se observa que
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2sinf 2sinf
2 tan 0 cos 6 _ cos 6

1 —tan26 _sin%?0  cos26—sin26
cos? 6 cos? 6

2sin @ cos O
cos2 6 — sin’ 6

sin 20
= = tan 26.
cos 20 an

Por lo tanto,
2tan 6

tan 20 = T tan®d"
Por otra parte, no es dificil comprobar que

taan _ 1—- cosH'
2  1+cost
Existen tres identidades fundamentales, de las cuales, la primera ya se habia mencionado. Estas

son:
sin? @ + cos? 6 = 1.
sec?0 =1+ tan? 6.
csc?f =1+ cot? 6.

La segunda identidad fundamental es cierta, puesto que
1 cos? 6 + sin? 0 B sin? 0

— = T =1+ tan26.
cos? 6 cos? 6 cos2 6 +

sec’ 6 =

De la misma forma se comprueba la tercera identidad fundamental, y se deja como ejercicio

para el lector.

2.3. Razones trigonométricas en un triangulo rectangulo

Ahora se estudiard la trigonometria usual de tridngulos rectangulos, en la que se habla de senos
y cosenos de angulos. La importancia de esta seccidn, es que se vera la relaciéon que hay entre las

razones trigonométricas de angulos y el tridngulo rectangulo.

Consideremos la siguiente figura, donde AB =¢, BC =ay AC =b.

A
1 c
.......... <D b
sin 6 :
0 a
-1 Bl cos0 E |1 C
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Se observa que los tridngulos ABC y DBE son semejantes. Por consiguiente, se tiene la proporcion

50 = D—bE, que es equivalente a % = l—c’. Como BD =1, entonces

DE — b _ Cateto opuesto a 9'

c Hipotenusa

Por otra parte, se sabe que sinf = DFE. Asi, se tiene que

Cateto opuesto b  DE

sinf = =-=——.
1n Hipotenusa c BD

También se cumple la proporcién 575 = 75, que es equivalente a % = <. Luego, como BD =1,
entonces

BE_®_ Cateto. adyacente a 49'
c Hipotenusa
Por otra parte, se sabe que BE = cosf. Por lo tanto,

cosd = & Cateto adyacente  BE
¢ Hipotenusa  BD’

2.3.1. Definiciéon. Dado un tridngulo rectdngulo ABC, se tienen las siguientes relaciones:

A
C
: _b_ CO
b sinf = ¢ = 77p
B cos@z%:—gﬁj
a

Donde: C'O =Cateto Opuesto, CA =Cateto Adyacente e HIP =Hipotenusa.

Considerando el mismo tridngulo, se pueden también definir las funciones: tan @, cot @, secf y
csc ), como sigue:

co

sin 0 75 cO b
tanf = = HP _ = _ —
CA
cos b P CA «a
0 1 HIP ¢
csch = — = o = = .
sin P cO b
ol — 1 1 HIP ¢
p— p— CA —_— —_— T .
cos 6 TP CcA a
CA
cotf = C?Sz = —%IOP = —gg -2
sin 1P b

2.3.2. Ejemplo. Halle los valores trigonométricos de 45°, 30° y 60°.

Solucién: Consideremos el siguiente triangulo rectangulo, cuyos lados en los catetos miden
a=1,b=1 e hipotenusa c.
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2 = a? +b?. Sustituyendo los valores de a, by reduciendo,

se tiene ¢ = 12 + 12 = 2. Por lo que ¢ = v/2. Entonces,

Por el teorema de Pitagoras, se tiene que c

b 1 c \/5

i 450 = - = 450 == = 2

sin A csc =1 V2
a 1 c \/5

45° = — = — 45° = — = —— =+/2

cos . 7 sec =1 V2
b 1 a 1

4 ° = — = - = 1 4 ° = —_— = — = 1

tan 45 . 1 cot 45 b 1

Para hallar los valores trigonométricos de 6 = 30° y 8 = 60°, se dibuja un tridngulo equilatero
de lados de longitud 2.

a=1 a=1

Aplicando el teorema de Pitdgoras, se determina que b = v/3. De esta forma, los valores trigonométri-
cos de 6 = 60° son:

1
sin 60° = ﬁ cos 60° = = tan 60° = @ =3
2 2 1
60° 2 60° 2 2 t 60° 1
csc = — sec =- = co =—.
V3 1 V3

De la misma forma, los valores trigonométricos de 8 = 30° son:

: o_]- o __ o __
sin 30° = 5 cos 30° = 2 tan 30° = \/§
2 2
csc30°:I:2 secSOOZE cot30°:?:\/§ [ |

2.3.3. Ejemplo. Determina sin 75° y cos 75°.
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Solucion:

Se observa que 75° = 45° 4 30°. Como sin 45° 1

sin 75°

De la misma forma,

cos 75°

y cos 30° @, entonces

V2
sin(45° + 30°)
sin 45° cos 30° + cos 45° sin 30°

1 3 1 1

v3) 1 (1

(£)506)

V2 V2
V3+1
2V/2

cos(45° 4 30°)

cos 45° cos 30° — sin 45° sin 30°
1 (V3 1 /1

S50

V3 -1

22

Notemos que para determinar estos valores, se tuvo que recurrir a las propiedades de sinf y cos 6

de la Proposicién 2.2.6, incisos (2) y (3).

Actividad 21. Determina sin 15° y cos

15°. Observa que 15° = 45° — 30°

Se resumen los valores trigonométricos del ejemplo 2.3.2 en una tabla para una referencia pos-

terior, ya que se presentan con frecuencia en las aplicaciones.

0 (radianes) | 0 (grados) | sinf | cos@ | tan6 | csc@ | secf | cot @
m o 1 V3 1 2
6 30 : | Y A2 AY
s o 1 1
z 45 ? S| 1 | V2 Vv2 ]l
™ ° 3 1 2 1
3 60 Yl | VBl H 12| 5

2.3.4. Ejemplo. En el siguiente tridngulo, determina los valores de los lados que faltan.

w

00
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Solucién:

3 3
sin30°  1/2

3
sin30° = —, entonces y =
Yy

3
cos30° = = — %, entonces x = 6cos 30° = 6 (%) =3V3. N
Yy

2.3.5. Ejemplo. Supén que sinf = % Calcula los valores de las otras funciones trigonométricas

y el angulo 6.

Solucion:

3
5
tienen valores 3 y 5 respectivamente. Asi, se tiene la siguiente situacion:

Como sinf = £, entonces el cateto opuesto e hipotenusa del tridngulo rectangulo en el angulo 6,

X

Para encontrar z, el cateto adyacente, se aplica el teorema de Pitagoras:
r=v5H2-32=v25-9=V16=4.
De esta forma, se tiene que

4 3 5
cosO—g, tan@-z, CSC@—g,

4
sec@zg y cot9:§. |

Nota: Para determinar el valor del angulo 8, uno se puede auxiliar de una calculadora como sigue:
4 4
cosf = = entonces 6 = cos ! <5> ~ 36.86°.

En lugar de cosf = se pudo haber empleado también cualquiera de las otras razones

4
5
trigonométricas que se calcularon, llegando exactamente al mismo resultado. Por ejemplo, si se

hubiera elegido la tangente, se tendria
3 1 (3 o
tan @ = 1 entonces 6 = tan 1 ~ 36.86".

Nota 1: La notacién cos™! o tan~!, hace referencia a la funcién inversa del coseno y tangente,
respectivamente. En la seccion 2.5, se estudiard con detalle la inversa de cada una de las razones

trigonométricas para una mayor comprension.
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1 cos™! o tan™! que ayudan

Nota 2: Algunas calculadoras tienen una tecla marcada como sin™
a resolver el problema de encontrar el valor del angulo que se esté buscando; en otras, puede re-
querirse otra tecla o una secuencia de tecleo como inv —sin, inv —cos o inv —tan (se debe consultar

el manual de usuario de la calculadora).

2.3.6. Ejemplo. En el siguiente tridngulo rectangulo, b = 4cm es el valor de un cateto y ¢ = 6¢cm,

la hipotenusa. Determina el valor del otro cateto y los angulos agudos 0 y «.

Solucion:
Por el teorema de Pitdgoras, se tiene que a = Vc2 — b2 = /36 — 16 = /20. Por lo tanto, a ~
4.47c¢m. Luego,

4 2 2
sinf=—=2=, entonces H=sin"'|=] =~ 41.81°.
6 3 3

Ahora, se puede emplear por ejemplo el coseno para determinar el dngulo a.

4 2 2
cosa =z =g, entonces « = cos ! <§> ~48.18°. N

2.3.7. Ejemplo. Desde un punto al nivel del suelo y a 135 pies de la base de una torre, el angulo

de elevacion a la parte mas alta de la torre es de 60°. Calcula la altura de la torre.

i

AL

— 135" —

>

Solucion:
Se observa que conviene aplicar la funcién trigonométrica tan 6, puesto que involucra la altura h y
el lado adyacente 135 pies del angulo 6 = 60°. De esta manera, se tiene
h
I35
Despejando h se tiene h = 135tan 60° = 135 (v/3) ~ 233.82 pies. W

tan 60° =

Se ha aprendido a obtener los valores trigonométricos de un angulo 6 en un triangulo rectangulo,

donde 0 < 6 < 90°. ; Qué pasa cuando el angulo € es mayor a 90°7 Consideremos la siguiente figura:
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A
N 1
b DY oo
: sin 0
R
C -1\ FEcosf |B 1
-1

Los triangulos ABC y DBE son semejantes. De acuerdo con esto se tienen las siguientes propor-
ciones:

= entonces cosf =

S
S

c .
= 1 entonces sinf = —.

w0
=
=
>
o

Se tiene entonces que para calcular las razones trigonométricas del angulo 6 cuando 90° < 6 < 180°,
el tridngulo rectangulo a considerar es ABC.

2.3.8. Ejemplo. Calcula las razones trigonométricas del angulo 6 en el punto P donde se indica.

1. P =(3,4).

Solucién: Por el teorema de Pitdgoras, se tiene que ¢ = v/32 + 42 = /25 = 5. Entonces,

sinf = cosf = tanf =

csch = sec =

= Ot
Wl oto w
=W Wl

cotd=-. N

2. P=(-3,2).
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)
P(-3,2
(=32 )
c
0
~
-3 x

Solucién: Por el teorema de Pitdgoras, se tiene que ¢ = v/22 + 32 = /13. Las razones

trigonométricas de 6 son:

sin@-—2 cosH——_3 tamH——g
V13 V13 3
V13 V13 3

CSCHZT secHz_—3 cot9:—§. |

También se pueden obtener las razones trigonométricas de cualquier punto P = (z,y) cuando éste

se encuentra en el tercero o cuarto cuadrante. En este caso, el angulo 6 oscila entre 180° y 270° o

de 270° a 360° respectivamente.

2.3.9. Definicién. Consideremos las siguientes figuras, donde P = (x,y) es un punto del plano
cartesiano, 6 el dngulo cuyo lado terminal es OP yr = /22 + y2, la longitud de OP, entonces los

valores de las razones trigonométricas son como sigue:

(z #0)

tanf =

cos 0 =

sinf =

8] |

r

csc :g (y#0) sech =

81338

(x #0) cot@zg (y #0).

2.3.10. Ejemplo. Calcula las razones trigonométricas de 0, si P = (—4, —3).

—4 N
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Solucién: Por el teorema de Pitdgoras, se tiene que ¢ = /(—3)2 + (—4)2 = v/25 = 5. Por lo tanto,

. -3 —4 -3 3

smﬁ—? COSH—? tanO—_—4—Z

cscH:i secH:i cot@zé. |
-3 —4 3

Actividad 22. Calcula las razones trigonométricas de 6, si P = (2, —3).

2.3.11. Ejemplo. Supongamos que sinf = %, donde 90° < 6 < 180°. Calcula las razones

trigonométricas restantes del angulo 6.

2
cosf = +/1 — sin? :im— (g) :i%.

Como 6 esta en el segundo cuadrante, cos 6 tiene signo negativo, por lo tanto,

Solucién:

4
0=—-.
COS 5
Luego,
3/5 3
tanf = T/5 = _Z

Para concluir con esta seccién, proporcionaremos algunas técnicas que son importantes consid-
erar para el calculo de ciertas razones trigonométricas de dngulos. Mas adelante, también veremos
que éstas se emplean regularmente cuando se desea escribir una expresién a otra equivalente o para

simplificar expresiones que involucren estas igualdades.

1. Angulos complementarios (0 = 5 —a).

sin (% — a) = cos o

T _

Ccos (2 a) =sin«

tan (% — a) = tan a.




76

2. Angulos suplementarios.

3. Angulos que difieren en 180°.

T+

R

4. Angulos opuestos.

7

D. Angulos negativos.

dh

6. Angulos mayores de 360°.

sin(m — a) = sina

cos(m — a) = —cos «
tan(m — ) = — tan a.
sin(m + a) = —sin o
cos(m+ a) = —cosa

tan(m + a) = tan a.

sin(2m — a) = —sina
cos(2m — a) = cos

tan(2m — o) = — tan a.

sin(—a) = —sina
cos(—a) = cos«

tan(—a) = — tan a.
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A
Q

7. Angulos que difieren en 90°.

8. Angulos que suman en 270°.

270 — o

/

9. Angulos que difieren en 270°.

270 + «

g
N

sin(a + 2k7m) =sina
cos(a + 2km) =cosa; ke Zt

tan(a + 2k7) = tan a.

sin (% + a) = cos o

cos (% —I—a) = —sina
tan (% +a) = —cota.
sin (37“ —a) = —cosa
cos (37” —a) = —sinao

tan (37” — a) = cot a.

sin(%7T +a) = —cos«
cos (37" + a) =sin«o

tan (37” +a) = —cot a.
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2.3.12. Ejemplo. Calcula las razones trigonométricas de los angulos: 330°, 765° y 330°.

Solucion:

Para el angulo 330°, se escribe 330° = 360°—30°. Utilizando la conversién de los A&ngulos opuestos,

se tiene que:

1
sin 330° = sin(360° — 30°) = —sin30° = —3

>

cos 330° = cos(360° — 30°) = cos 30° =
1

tan 330° = tan(360° — 30°) = —tan 30° = ——.

( ) V3

Para el angulo 765°, se escribe 765° = 2(360°) 4 45°. De esta forma se puede utilizar la conversién

de los angulos mayores de 360°, obteniéndose:
sin 750° = sin(2(360°) 4 45°) = sin45° =

cos 750° = cos(2(360°) 4 45°) = cos 45° =

S-Sl

tan 750° = tan(2(360°) + 45°) = tan45° = 1.
Por ultimo, se observa que 300° = 270° + 30°. Aqui se puede emplear la conversién de los dngulos
que difieren en 270°, para obtener:
3
sin 300° = sin(270° + 30°) = — cos 30° = —g

cos 300° = cos(270° + 30°) = sin 30° =

DN | =

tan 300° = tan(270° + 30°) = —cot 30° = —v/3. M

LISTA DE EJERCICIOS. SECCION 2.1, 2.2 y 2.3

1. Expresa en radianes los siguientes angulos.

316°, 10°, 127°, 100°, y 72°.

2. Expresa en grados los siguientes dngulos.

117 5t -7

om. —fm T ™
6 6 2 9 ¥ 16
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3. Si un arco de circunferencia de longitud s subtiende el angulo central € en un circulo, halla
el radio de la circunferencia, si
a) s =10cm; 6 =14
b) s =3km; 0 =20°.
4. a) Indica los radianes y grados del dngulo central § subtendido por el arco de longitud s en
una circunferencia de radio r, donde

1) s="T7em; r=4cem
2) s =3 pies; r =20 pulgadas.

b) Determina el drea del sector determinado por 6.

5. Determina la longitud de arco que subtiende el dngulo central 6§ de una circunferencia de
didmetro d y halla el drea del sector determinado por 6, si

a) 6 =50° d=16cm
b) 6 =2.2; d=120cm.

6. La distancia entre dos puntos A y B en la tierra se mide a lo largo de una circunferencia cuyo
centro es C, situado en el centro del globo, donde el radio es igual a la distancia de C' a la
superficie. Si el didmetro del planeta es aproximadamente de 8000 millas, calcula la distancia
entre Ay B, si <ACB mide:

a) 60°
b) 10°.

7. Calcula las razones trigonométricas de los angulos:

225°,  330°, 2655°, —840°, —150° y 1740°.

8. Calcula las otras razones trigonométricas, si

a) cosf = 1y 270° < 6 < 360°
b) tanf =2 y 180° < 0 < 270°

c) secd =2y 0<6<3.
9. Comprueba las siguientes identidades trigonométricas:

a) tan 6 + cot § = secfcscd
b) cotBsecl = cscl

2 29 _ 1
¢) sec” 0 +csc” 0 = —p—s.

10. En el siguiente tridngulo rectangulo ABC, determina los lados faltantes o el dngulo 6, segin

corresponda, si
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

2.4.

a) c=bem y 0 =41.7°
b) b=3cm y 6 =54.6°

¢) b=4em y c¢=6em.

Un arbol de 50m de alto proyecta una sombra de 60m de largo. Encuentra el dngulo de

elevacion del sol en ese momento.

Calcula la altura de un arbol, sabiendo que desde un punto del terreno se observa su copa

bajo un angulo de 30° y si nos acercamos 10m, bajo un angulo de 60°.

Un dirigible que estd volando a 800m de altura, distingue un pueblo con un dngulo de depre-

sion de 12°. ; A qué distancia del pueblo se halla?

Calcula el area de una parcela triangular, sabiendo que sus lados miden 80m y 130m, y forman

entre ellos un angulo de 70°.

Tres pueblos A, B y C, estan unidos por carreteras rectas. La distancia de A a C' es de 6km,
mientras que de B a C' es de 9km. El dngulo que forman estas carreteras es de 120°. ; Cuanto
distan Ay B?

Calcula el radio de una circunferencia, sabiendo que una cuerda de 24.6¢m, tiene como arco

correspondiente uno de 70°.

Ley de senos y cosenos

Las leyes seno y coseno se aplican para resolver problemas relacionados con los tridngulos.

En particular, la ley de los cosenos es una generalizacién del teorema de Pitdgoras. Primero se

verd que si A un punto de la circunferencia con centro en el origen y de radio r, donde <AOB = 6

y B

= (0,r), entonces las coordenadas de A estan dadas por (rcos@,rsinf). Consideremos la

siguiente figura:
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)
T

A=)

O.
/955
—r —1Q}E B x

Sea C' el punto de interseccion de la recta OA con el circulo unitario. Entonces,
C = (cosf,sinb).

Por otro lado, se tiene que los tridngulos COD y AOFE son semejantes. Por lo tanto,
r Yy r x

1" sin6 7 1 cosf

De aqui, se deduce que y = rsinf y x = r cos . Por lo tanto, A = (r cos 6, rsin@).

Una famosa relacién que se llama Ley de los cosenos puede obtenerse ahora facilmente:

Consideremos un tridangulo oblicuo AO B, cuyos lados miden a, b y ¢, respectivamente y <AOB = ~,

como en la siguiente figura:

Y
A
@}
&
b
MB
O a x

El vértice O del tridngulo AOB coincide con el origen, y el eje x, con el lado OB. Entonces, A
estard en una circunferencia de radio b y con centro en el origen. Por lo tanto, las coordenadas de
A son:

A = (bcos~y,bsinvy).

Por otro lado, las coordenadas de B, son (a,0).

Por la férmula de la distancia entre los puntos de A a B, se tiene

& = (a—bcosy)?+ (—bsiny)?

= a® — 2abcosy + b cos® v + b?sin? y
= a® +b*(sin®y + cos®y) — 2abcosy
= a®+b*> —2abcosn.
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Por lo tanto, se tiene la relacién (Ley de los cosenos):
& =a® +b* — 2abcos .

De la misma forma, se puede comprobar (intercambiando « y 8 por ) que

b = a® 4 2 — 2accos B

a’ =b% + % — 2bccos a.

Las aplicaciones que tiene la ley de los cosenos para determinar el valor de todos sus angulos y

lados de un triangulo, son:
(a) Cuando se conocen los tres lados

(b) Cuando se conocen dos lados y el dngulo que forman.

2.4.1. Ejemplo. Resuelve® el siguiente tridngulo donde a = 1200m, ¢ = 700m y 8 = 108°.

Solucion:
En este caso, se conocen dos lados: a y ¢, y el angulo que forman: 8. Esto permite conocer el tercer

lado. La férmula a utilizar es b* = a? + ¢ — 2accos 3. Entonces

b = /12002 + 7002 — 2(1200)(700) cos 108° = 1564.97m.

Con esta informacién se puede calcular el valor del d4ngulo +. La férmula a utilizar es ¢? =

a®? 4+ b? — 2abcos 7. De aqui, se obtiene

2 —a? — b2

COosvy = “oab

Sustituyendo los valores respectivos, se obtiene

700% — 1200% — (1564.97)?
—2(1200)(1564.97)

cosy = ~ 0.905.

Finalmente, se concluye que v = cos ! 0.90 ~ 25.176°. Ahora es facil calcular el valor del &ngulo

a = 180° — (108° + 25.176°) = 46.82°. W

SResolver un tridngulo significa determinar la longitud de sus lados y valor de sus dngulos desconocidos a partir

de ciertos datos conocidos del tridngulo, que generalmente son tres.
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Hay otra relacién llamada Ley de los senos, que al igual que la ley de los cosenos, permite
determinar los lados y angulos faltantes de un tridngulo cuando se conocen ciertos datos de dicho

tridngulo. Consideremos el siguiente triangulo oblicuo AOB:

Yy
A
LN
h ¢
o
r MB
D @) a x

Supongamos que los lados del tridangulo AOB miden: AB = ¢, OB = ay AO = b. Sea CD la
perpendicular con el eje z, y h la longitud de AD. Se tiene que

h
siny = —, entonces h = bsin~.
En el tridngulo rectangulo AD B también se tiene
. h .
sinf = —, entonces h = csinpf.
c

De las dos expresiones de h, se concluye que csin 8 = bsin~y. Entonces,

sinf3  siny
b ¢

Ahora, si se hace coincidir el eje z con el lado OA, se tiene la siguiente situacién:

Yy
B
. c
b
: a
N ay A
: 3 p
siny = — entonces h = asin~y
a
. N C
sinae = — entonces h = csina.
c

. ’ . . , .
Comparando las dos expresiones de h , se concluye que csin a = asin~. De aqui, se sigue que

sina  sinvy

a C

Por lo tanto,

sina  sinfg  sinvy
a b c
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Esta dltima relacion es lo que se denomina: ley de los senos.

La ley de los senos se aplica para determinar todos los lados y dngulos faltantes de un tridngulo,

cuando:
(a) Se conocen dos dngulos y un lado

(b) Se conocen dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos.

2.4.2. Ejemplo. Con los datos que se dan en la siguiente figura, calcula la longitud del lado AD.

Solucién:
1. Se calcula el angulo a: o = 180° — (60° 4 75°) = 45°.

2. En el tridngulo BC'D se aplica la ley de los senos para determinar c.

sin 60° _ sin 45°
c 200

_200sin 60°

entonces c¢ = -
’ sin 45°

= 245m.

3. En el tridngulo rectdngulo ABD, se calcula el valor de z.
x x
inb0° == =—.
o ¢ 245
Por lo tanto, x = 245sin50° = 188m. W

2.4.3. Ejemplo. Resuelve el siguiente triangulo, donde a = 4em, b = 5em y g = 30°.
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Solucién: Al conocer dos lados y el angulo opuesto a b, se puede calcular el angulo «:

sina  sinf sina  sin 30°
= , entonces = .

a b 4 5

Despejando, se tiene:
4(sin 30° 4(.5
sina — 26309 4L5)

! 5
Por lo tanto, o = sin~!(.4) ~ 23.578° y v = 180° — (23.578° + 30°) = 126.422°. Entonces,

sin 126.422° - sin 30°
c 5

Por lo tanto,

oo 5(3111'126.422 ) ~S1icm. W
sin 30°

2.4.4. Ejemplo. En la siguiente figura, calcula la distancia d entre los puntos A y B.

Solucién:

1. En el tridngulo ADC, se tiene que v = 180° — (65° + 46°) = 69°. Ahora, por la ley de los

senos se tiene:

sin65°  sin 69° 300 sin 65°
= t AC = ———— =~ 291.2m.
Yo 300 entonces C < 69° 91.2m

2. En el tridngulo BDC, se tiene que § = 180° — (40° + 78°) = 62°, y por la ley de los senos,

sin 62° sin 40° 300 sin 40°
300  sin62°’ entonces  BC = Tem62e 218.4m.

3. Por ultimo, aplicando la ley de los cosenos en el tridangulo AC'B, se obtiene:
d? = (218.4)% + (291.2)% — 2(218.4)(219.2) cos 32° = 24627.53.

Entonces, d = 156.9m. N
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2.5. Funciones trigonométricas de nimeros reales

En la seccion 2.1, se definieron las razones trigonométricas de angulos. En esta seccion se es-
tudiaran a las funciones trigonométricas desde el punto de vista analitico. En lugar de angulo se
hablara de niimeros reales. Por ejemplo, en lugar de escribir sin 6, ahora se escribira sin z, donde x
hace referencia a un numero real. De hecho, todas las propiedades de las razones trigonométricas

que ya se estudiaron, se siguen cumpliendo si en lugar de #, ahora se sustituye por x, con z € R.

En el plano cartesiano R?, consideremos la circunferencia unitaria C con centro en el origen. Se

traza por el punto (1,0) una recta L, pararela al eje de las ordenadas (eje y). Esta recta L, hara las

veces de recta real R.

2.5.1. Definicién. Sea r € R (o0 sea, si r € L). Se define la funcion T : R — C de tal manera
que T(r) = P, donde P es el punto de C a donde va a caer r al enrollarse la recta L sobre la
circunferencia C, siendo la parte positiva de R enrollada en sentido contraria a las manecillas del

reloj, mientras que la parte negativa de R se enrolla en sentido contrario a las manecillas.

—_
Py
<

Por ejemplo, T'(0) = (1,0) y como la longitud de C es 27, se tiene que 7'(27) = (1,0). De la misma

forma,

T(%) —(0,1), T <—3§> —(0,1), T(r)=(-1,0), T <3§> — (0, -1).

Se observa que 7' manda a cada ndimero real r a un punto (z,y) de C, y que cada una de sus
coordenadas = y y, dependen de r.

2.5.2. Definicién. Sea r € R y supongamos que T'(r) = (z,y) es un punto de la circunferecia

unitaria. La funcion coseno del numero real r, se define como la coordenada x, es decir:

COST = x.
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La funcion seno del numero real r, se define como la coordenada vy, es decir:
sinr = y.

De acuerdo con esta definicién, para cadar € R, T'(r) = (cos r,sin 7). De hecho, cada coordenada

de T'(r) es en si una funcién de R a R, es decir,

sim:R—R y cos:R—=R.

2.5.3. Teorema. Sir € R, se tiene:
(a) | sinr <1, | cosr |[< 1.
(b) sin®r 4 cos?r = 1.
(¢) sin(—r) = —sinr, cos(—r) = cosT.
(d) Para todo k € Z,

sin(r + 2km) =sinr y cos(r + 2kw) = cosr.

(e) sinr =0 si y sdlo si, existe n € Z tal que r = nmw
sinrt =1 si y solo si, existe n € Z tal que r = § + 2nmw
3

sint = —1 si y sdlo si, eviste n € Z tal que r = < + 2nm.

(f) cosr =0 si y solo si, eviste n € Z tal que r = 5 + nm

cosr =1 si y solo si, existe n € Z tal que r = 2nm

cosr = —1 si y solo si, existe n € Z tal que r = 7+ 2nmw.
(g) © € (07 %), entonces 0 < sinr <1 y0 < cosr <1

re (%,W), entonces 0 < sinr <1y —1 <cosr <0

r e (7r,377r), entonces —1 <sinr <0 y —1 <cosr <0

re (37”,27r), entonces —1 <sinr <0 y 0 <cosr < 1.
(h) sin (3 —r) = cosr, cos (5 —r) =sinr

sin (% —1—7”) = COoST, oS (g —1—7“) = —ginr

sin(m —r) = sinr, cos(m —r) = —cosr

sin(m +r) = —sinr, cos(m+1r) = —cosr

sin (37“—7“) = —cosr, cos (37“—7“) = —sinr

sin (37” + 7“) = —CosT, cos (37” + 7“) = sinr.

Demostracién: Sea r € R. Como T(r) = (cosr,sinr) € C y C tiene por ecuaciéon z? + y% = 1,

resulta que cos?r +sin?r = 1. De aqui se deduce que 0 < cos?2r <1 y0< sin?r < 1. Por lo tanto,

|cosr |<1y |sinr|< 1.
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Asi se han comprobado (a) y (b).

Para demostrar (c), se observa que si T'(r) = (z,y), entonces T'(—r) = (x, —y) puesto que T'(r) y

T'(—r) son simétricos con respecto al eje z. Por consiguiente,
(cos(—r),sin(—r)) =T (-r) = (x,—y) = (cosr, —sinr).
De aqui se sigue que en efecto
cos(—r) =cosr y sin(—r)= —sinr.

(d) Es facil convencerse de que T'(r + 27) = T(r) y que T'(r — 27) = T'(r), puesto que r + 27 va a
caer en T'(r) al enrollarse L en C, pero con una vuelta completa méas a C, y r — 27 también va a
dar a T'(r) pero con una vuelta completa en el sentido de las manecillas del reloj. Para completar
la prueba, se aplica induccién mateméatica. Convencerse de la validez de (e), (f) y (g) es también

sencillo si se usa la definicion de la funcion 7.

(h) Supongamos que T'(r) = P; = (x,y). Entonces, por simetrias con los ejes x o y, se tendra (ver
figura):

T(g—r)ngz(y,x), T(g-l-?”):PS:(_yux)

T(r—r)=Py=(—x,y), T(m+r)=P=(—x,—y)

T<3_7r_r> = Py = (~y, —x), T<3—7r+'r> =P = (y, —x).

2 2
Y
Py Py
P \Pl
X
n j
Py Py

Y con esto se demuestra el inciso (h). O

Nota: La propiedad (c) de este teorema, se expresa diciendo que la funcién seno es impar, mientras
que la funcién coseno es par. La propiedad (d) se expresa diciendo que las funciones seno y coseno,

son funciones periddicas de periodo 2.
2.5.4. Definicién. Sea f: R — R una funcion.
1. Si f(—x) = f(x) para todo = € R, entonces se dice que f es par

2. Si f(—x) = —f(z) para todo x € R, entonces se dice que f es impar.
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Geométricamente, una funcion par tiene la propiedad de que su grafica es simétrica con respecto
al eje y, mientras que una funcién impar, su gréafica es simétrica con respecto al origen. Esto se

aplicard cuando se estudien las gréficas de las funciones trigonométricas.

2.5.5. Definicién. Una funcion f : R — R es periddica si existe ¢ € R\ {0} tal que para todo

z €R, f(x+c) = f(x). Un nimero ¢ que satisface esta condicion se llama un periodo de f.

Antes de estudiar las gréficas de las funciones seno y coseno, se vera la relacién que existe entre
un arco de una circunferencia de radio 1 y el angulo central que subtiende él mismo. Recordemos
que si un arco de longitud s de una circunferencia de radio 7, subtiende un angulo central de 6
radianes, entonces

. s
s=rf, es decir, 0=-.
r

Es claro que si r = 1, es decir, si la circunferencia es de radio 1, entonces 6§ = s. Asi, si un angulo
subtiende un arco de longitud s en una circunferencia de radio 1, se dice que ese angulo mide s
radianes. Fn particular, si C es la circunferencia unitaria en el plano cartesiano con centro en el
origen y A es la interseccién de C con el eje z (o sea A = (1,0)) y P = (cosr,sinr) es un punto
de C, se puede considerar a r como la medida del dngulo AOP en radianes o como la longitud del

arco circular de A a P en C. Y

C P = (cosr,sinr)
r

O=r

O A g

De esta forma, se habla de seno y coseno del angulo . Nuevamente, se observa que

sinr =0 cuando r€ R~ {nmneR}, ¥y

2 1
cost =0 cuando r R~ {wm € Z}.

Se definen las otras funciones trigonométricas que tienen relacién directa con las funciones seno y

coseno.

2.5.6. Definiciéon. Sean D; = R\ {(2n42r1)”;n € Z} y Dy = R~ {nm;n € Z}. Se definen las

funciones:

(a) Tangente:
sinr
tan: Dy - R tal que tanr=

CoST
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(b) Cotangente:

CoST
cot : Do - R tal que cotr= —
sinr
(c) Secante:
1
sec: D - R tal que secr=
cosr
(d) Cosecante:
1
csc: Dy - R tal que cscr=——.
sinr

Los conjuntos D; y D3 son los dominios respectivos de cada funcién trigonométrica. Se observa
que si r € D1, entonces
sin(—r) —sinr

= = —tanr.
cos(—r) cosr

tan(—r) =
Por lo tanto, la funcién tangente es impar. También se tiene que
csc(—r) = —cscr, sec(—r)=secr y cot(—r)= —cotr,

donde 7 pertenece al dominio respectivo de cada funcién trigonométrica.

Otra caracteristica importante que tienen estas funciones trigonométricas es que las funciones tan-
gente y cotangente tienen periodo m; mientras que las funciones secante y cosecante tienen periodo

2m. Se deja como ejercicio para el lector comprobar estos hechos.

2.5.7. Ejemplo. Determina los valores de las funciones trigonométricas, donde r = 7.

Solucién: El punto P en C que corresponde a r = 7, tiene coordenadas (0, 1). Por lo tanto,

De aqui, se deduce que la funcién tangente no esté definida en 7, puesto que

T Sin% 1
tan — = - =
2 oS 5 0
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De manera similar, la funcién secante tampoco esta definida en 5, puesto que

s 1 1
sec — = = —.
2 Ccos 5 0

E_cos%_g_
cotQ—Sin%—l—O. |

i T~ _ 1 _ 1 _
Sin embargo, csc 5 = T =1 1y

Nota: Si uno intenta con ayuda de una calculadora evaluar tan § o sec 3, marcard error. Es-

to coincide con el hecho de que § no pertenece a Dy, es decir, al dominio de la tangente y secante.

GRAFICA DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Si P(x,y) es el punto de C que corresponde a r, entonces por definicién se tiene que x = cosr
y y =sinr.

Yy
(0,1)
C P(cosr,sinr)
(—1,0) 0=r '
A(1,0) @
(07_1)

Sea r > 0. Si r aumenta de 0 a 3, el punto P(cosr,sinr) varia a través de C desde el punto (1,0)
hasta (0, 1) en sentido contrario a las manecillas del reloj. De manera consecuente, cosr disminu-
ye de 1 a 0 (1 — 0); mientras que sinr aumenta de 0 a 1 (0 — 1). Si 7 aumenta de § a 7,
el punto P(cosr,sinr) viaja a través de C en sentido contrario a las manecillas del reloj de (0,1)

a (—1,0). De esta forma, la funcién cos r disminuye de 0 a —1; mientras que sin r disminuye de 1 a 0.

Se usa también la notacion 0 — F para denotar que r aumenta de 0 a 7; (1,0) — (0,1) para
denotar que P(cosr,sinr) varfa de (1,0) hasta (0,1) sobre C.

Se obtiene asi una tabla como sigue:

t P(cosr,sinr) cos r sinr
0— 3 (1,0) — (0,1) 1—0 0—1
5= (0,1) - (-1,0) |0—>—-1] 1—=0
T3 | (=1,0) = (0,—-1) | -1 =0 | 0 — —1
3 2r | (0,-1) = (1,0) | 0—>1 | -1—0
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Recordemos que sin : R — R y cos : R — R de tal forma que para cada r € R, se tiene como imagen
sinr para la funcién seno, y cosr para la funciéon coseno. Sin embargo, en lugar de la variable r, se
usard de aqui en adelante la variable x, esto debido a que las graficas de las funciones seno y coseno,
estardn en el plano cartesiano. De esta forma, se puede hablar de f(z) =sinz y f(z) = cosz, o de

manera similar, de las ecuaciones y = sinx y y = cos x.

Junto con la informacién que ya se tiene acerca de la funcién seno, la siguiente tabla muestra

algunas coordenadas para obtener la grafica de f(z) = sin.

T s T 3m 5w 3 e At
4 2 2 4 2 4
sin x0T (1| Lr07[0|-Zr-07|-1|-L~-07]0

En esta tabla, se muestran algunas coordenadas de puntos para la gréfica de f(x) = sinx, donde
0 < 2 < 27. Si a esto se anade que sinx crece en [0, ], decrece en [r/2,7] y [mr,37/2], y crece en

[37/2,27], se obtiene la gréfica:

-1 4

De esta forma, se ha obtenido la grafica de f(z) =sinz, donde 0 < x < 2.

Ahora, si se toma en cuenta que la funcién seno tiene periodo 27 y que es una funciéon impar, es decir

su gréfica es simétrica con respecto al origen, se obtiene la grafica completa de f(x) = sinzx.
Yy

Se observa que f(x) = sinz estd definida para todo x € R, es decir, su dominio es R. La imagen
estd definida en el intervalo [—1, 1]. Por lo tanto, f: R — [—1,1].

Ahora se estudiard la grafica de f(x) = cosx. La siguiente tabla permite conocer algunas coor-

denadas de puntos por donde pasard dicha grafica, donde 0 < z < 27.
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Ccos T §%07 0 77\/5%—07 —1 —@%—0.7 0 Q%OY 1

Si se toma en cuenta también que cos z decrece de [0, 7/2], [7/2, 7] y crece en [m, 37 /2], [37/2,27],

se obtiene la grafica:

Se completa la grafica de f(x) = cosx, al tomar en cuenta que el coseno también tiene periodo 27

y que es par (su gréafica es simétrica con respecto al eje ).

Y

ANV ANVANE

f(x) = cosx tiene dominio R e imagen en el intervalo [—1, 1], es decir f: R — [—1,1].

Para obtener la gréfica de f(x) = tanx, se debe tener més cuidado debido a que su dominio

no es todo R. La funcién tangente no estd definida en los puntos:

57 3w w w 3w 5w
SR R I MR RN
Primero se analiza su gréfica en el intervalo —5 < x < 7. Sin embargo, al ser la tangente una
funcién impar (su grafica es simétrica con respecto al origen), basta ver el comportamiento
en el intervalo 0 < z < 7. Con la siguiente tabla de valores se obtienen algunos puntos para esbozar

la grafica de f(z) = tanx.

e NE]

&

AR

[

8
Q o

f(x) =tanx
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Y
2 4
1T
. HEE
2 2
el

Esta grafica tiene la propiedad de que a medida que x se aproxima a 7, los valores de f(z) = tanx
aumentan muy rdpido. Por ejemplo, si se toma en cuenta que 5 ~ 1.5708, entonces tan 1.57060 ~
5093.5, tan 1.57070 ~ 10381.3, tan 1.57079 ~ 158057.9. Més atin,% si 2 — 5, tanx — oo. Esto se
debe a que sinz — 1y cosz — 0, cuando z — 5. De igual manera, por simetria se deduce que a

7 +

medida que z se aproxima a — 2, tan x decrece cada vez mas. Es decir,” siz — —Z tanx — —o0.
2 ) 2

Por lo tanto, la imagen de la funcién tangente en el intervalo (—m/2,7/2), esta definida en todo R.

Las lineas x = —5 y @ = 7 son las asintotas verticales para esta grafica.

Para completar la grafica de la funcion tangente en todo su dominio, se aplica el hecho de que

tiene periodo 7. De esta forma, la grafica de f(x) = tanx, queda de la siguiente forma:

Por 1ltimo, se dardn a conocer las gréaficas de las funciones y = cscx, y = secx y y = cotx.

Recordemos que la funcién cotangente tiene periodo 7 e impar; la funcién cosecante es impar y

6 T — . . . T . .
x — 5, significa que = tiende a § por la izquierda.

r— —§+, significa que z tiende a —7 por la derecha. En general, si a € R, * — a~, significa que x tiende a a

por la izquierda y  — a™, significa que « tiende a a por la derecha. En el capitulo 3, se explican més a fondo estos
conceptos.
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tiene periodo 2m; mientras que la funcién secante es par y de periodo igual que la cosecante. Con

esta informacién, se obtienen las siguientes graficas:

Yy =cCscx
Y .
2 4 z
1+ §
I I I I I I I I I I I I
T T T T T T T T T 1 ! 1
us 3= 9 om 3 z
3T -2 -7 2 TR AT om
. 1 4+ .
—21+4
_3 €

En el intervalo (0, 7) se observa que si x — 7, sinz — 0. De esta manera se tiene que si z — 7,

1 1

’ . + . . + _
s 7 00 Andlogamente, si x — 07, sinxz — 0. Entonces, si x — 07, cscx = v

CSCT =

— OQ.
Luego, en el intervalo (0,7) se dice que hay una rama superior en la grifica de la cosecante, y las
rectas: © = 0y © = 7 son las asintotas verticales. En el intervalo (—m,0) sucede algo similar debido
a que la grafica de la cosecante es simétrica con respecto al origen. Se obtiene asf que si x — —7™,
cscx — —ooy six — 07, cscx — —oo. En el intervalo (—m,0) se dice que hay una rama inferior
en la grafica; mientras que las rectas * = —7 y £ = 0 son las asintotas verticales. En general, esto
se vuelve a repetir en cada periodo 27. Las rectas x = nm; n € Z son las asintotas verticales. La

imagen de la funcién cosecante es el intervalo (—oo, —1] U [1, c0).

La grafica de las funciones secante y cotangente quedan de la siguiente manera:

Y =secxT
. 7 U
BN 5 5
| | — —
-3 —2m -7 % us 37“ 27 57” 3T
Sl
~2
sl
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En esta grafica, se observa que

. s
si *x— = , secx =

— 00,
CcoS T
. T+ 1
si r——= , secx= — 00,
CcoS T
. T+
si r— = , secx= — —00,
CcoS T
3T 1
si r— — , secx= — —00.
2 CcosS T

Esta situacion se repetird en todo el dominio de la funcién secante por la simetria de la gréfica

con respecto al eje y y por el hecho de tener periodo 27. La imagen de esta funcién es el intervalo
(—OO, _1] U [17 OO)

Yy =cotx
Y
3] :
; , I I

En el intevalo 0 < z < 7, la gréfica de la cotangente cumple lo siguiente:

. n cos
si x— 0", cotx=— — 00.
sinx
. _ cos T
st x—m , cotx=

- — —00.
sin x
Por la simetria que posee esta gréifica con respecto al origen y por su periodo 7, esta situacion se

repetird en todo su dominio. La imagen de la funcion cotangente estd definida en todo R.

2.5.8. Ejemplo. Comprueba lo siguiente:

. . g 2k+1
1. cscx =sinx, siy sélo si, z = #, con k €7
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2. No existe x € Dy tal que cscx € (—1,1).
Solucién:

1. cscx =sinz, siy solo si, ﬁ = sinz. De aqui se deduce que 1 = sin® z. Esto tltimo equivale

a resolver +1 = sinz. Los valores de z que satisfacen esta igualdad son:

57 37 w w 3w 5w
2’7 27 27279272777

Por lo tanto, = = (%gl)”; kez. 1

1

sinz

<1

€ (—1,1). Entonces —1 < =+ < 1. Esto

2. Supongamos que existe z € Dy tal que cscx = e

1 1
sinx y sinx

iltimo equivale a resolver —1 <

a) Sisinz > 0, entonces sinz > —1y 1 <sinx

b) Sisinz < 0, entonces sinz < —1y 1 > sinz.

En cualquiera de los dos casos se llega a una contradicciéon y por lo tanto, la cosecante no

toma valores en el intervalo (—1,1). W

Actividad 23. Comprueba lo siguiente:

1. secx=1,siysblosi,z=nm;neZ

2. No existe x € D; tal que secx € (—1,1).

Para concluir esta seccion, se estudiaran las inversas de las funciones trigonométricas. Recordemos
que si f(z) es una funcién inyectiva en algin intervalo I, donde I es cerrado, abierto, semicerrado

o semiabierto, entonces f(z) tiene inversa f~!(z) en I, tal que para todo = € I,

(fof M@=z y (fof)z)=uz

Geométricamente, las graficas de f(z) y f~!(x) son simétricas con respecto a la recta y = .
Ademss, si Domf = Ay Imf = B, entonces Domf~' =By Imf~! = A.
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Inversa de la funcion seno

La funcién f(x) = sinz no es inyectiva en todo su dominio, sin embargo lo es en el intervalo

[~7/2,7/2] y es aqui donde tiene inversa f~!(x), denotada por

fHx)=sin"Hx) o fl(x)=arcsinz.

Grafica de f(z) = sinz en [-F, F].
Y
1+ Domf = [-m/2,7/2]
:7r ﬂ > Imf=[-1,1]
2 2
“1 4
Gréfica de f~!(x) = arcsinz.
Y
E Domf~! =[-1,1]
—Il i - Imf~t =[-7n/2,7/2]
-zl

Por definicién de composicién e inversa de una funcion, se tienen que:
1. Six € [-7/2,7/2], entonces
(f Yo f)(z) = fYf(x)) = f Y (sinz) = arcsin(sinz) = z.
2. Siz € [—1,1], entonces

(fofH(z) = f(f =) = f(arcsinz) = sin(arcsinz) = z.

Inversa de la funcién coseno

La funcién f(x) = cosx, tampoco es inyectiva en todo su dominio, sin embargo lo es en el intervalo

[0, 7] y aqui es donde tiene inversa f~!(x), denotado por
fHx) =cos™Hx) o fl(z)=arccosz.

Gréfica de f(z) = cosz en [0, 7).
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Domf = [0,7]

1 *\
;T = Imf=[-1,1]

14

Grafica de f~!(z) = arccos .
Y

\\ Domf~' =[-1,1]
. - Imf=t =10, 7]

~1 1

1. Siz € [0, 7], entonces
(frof)x) = fHf(x)) = f cosx) = arccos(cos ) = .
2. Siz € [-1,1], entonces
(fo f H(z) = f(f Yx)) = f(arccos z) = cos(arccos ) = z.
Inversa de la funcién tangente
f(x) = tanz es inyectiva en (—n/2,7/2). Por lo tanto, tiene inversa f~!(z) en este intervalo,
fHz)=tan"Y(z) o fl(x)=arctanz.

denotado por
Gréfica de f(z) =tanx en (—m/2,7/2).
Domf = (—7/2,7/2)

Imf=R

RN SRR
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Gréfica de f~!(z) = arctan z.

1. Siz € (—7/2,7/2), entonces
(ftof)=)=fYf(z)) = f'(tanz) = arctan(tan z) = .
2. Si x € R, entonces

(fof YY) = f(f'(z)) = f(arctanz) = tan(arctan z) = z.

La gréfica de f~!(z) = arctanz estd acotada de (—m/2,7/2). Las rectas y = —% y y = 5 son sus

asintotas horizontales.

Actividad 24. Dibuja la gréfica de f(z) y de su inversa f~1(z), donde
1. f(z) =cscx; x€(0,7/2)
2. f(x) =secx; z€(0,7/2)
3. f(z)=cotz; =€ (0,m).

4. jPor qué f(z) = sinz no tiene inversa en [0, 7]?

LISTA DE EJERCICIOS. SECCION 2.4 y 2.5

1. Aplica la ley de senos o cosenos para determinar los lados o dngulos faltantes de un tridngulo,
donde

a) a=48°, 7 =57y b=4Tm
b) f=20°~v=31°y b=210m
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¢) a=51°v="T1°y ¢c=53Tm
d) a =65 a=21.3m, b=189m
e) =30°a=358myb=179m
f) v =54° b= 240my c = 398m
g) a=1792m, b= 4231m y c = 3164m
h) a = 10cm, b = 15em y ¢ = 12em
i) b=12cm, ¢ = 8cm y o = 150°
j) a=T2m, b=>5Tm y v = T75.78°.
2. Sean A y B dos puntos, de los cuales, no se puede accesar al segundo. Tomando otro punto

C, que dista del primero 42.6m, se dirigen visuales a B, desde los puntos A y C', que forman
con el segmento AC angulos: <BAC = 53.7° y <BCA = 64°. Halla la distancia entre A y B.

3. Sean A y B dos puntos inaccesibles, pero visibles ambos desde otros puntos accesibles C'y D,
separados por la longitud 73.2m. Suponiendo que los dngulos <AC' D = 80.2°, <BCD = 43.5°,
<BDC = 32° y <ADC = 23.23°. Determina la distancia entre A y B.

4. El radio de una circunferencia mide 25m. Calcula el angulo que formaran las tangentes a

dicha circunferencia, trazadas por los extremos de una cuerda de longitud 36m.

5. Un teleférico transporta pasajeros desde un punto A al nivel del suelo, y que estd a 1.2 millas
de un punto B que se halla en la base de una montana, hasta un punto P de la cima de la

montana. Los dngulos de elevacién de P desde A y B son 21° y 65°, respectivamente.

a) Calcula la distancia entre Ay P

b) Calcula la altura de la montana.
6. Los angulos de elevacion de un globo desde dos puntos A y B que estdn a nivel del suelo
son de 24° y 47°, respectivamente. La distancia entre A y B es de 8.4 millas. Si el globo se

encuentra entre ambos puntos en un mismo plano vertical, calcula la altura del globo sobre

el suelo.

7. Las medidas de un terreno triangular son: 42m, 35m y 18m. Calcula el dngulo més grande

entre los lados.

8. En el siguiente tridngulo, calcula los dangulos «, 8y v, y el lado c.
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137°

8km 5km

427

9. Comprueba las siguientes identidades trigonométricas.
_ tanxz—tany
tan( ) T l+4tanztany

tan(2a) = (25

a

S

¢) tan(z + ) = tanz

U

1 — cosz = 2sin? (2)

@

1+ cosz = 2cos? (2)

—

tanx + cotx = secxrcscx

)
)
)
)
)
)
) cot(z +y) = reoty-]
)
)
)
)
)

<

cot x+coty

sin 2z
1+cos 2z

>=

= tanx

i) (secx +tanz)(l —sinz) = cosx

tan z+cos x

i =secx +cotx

J
k

l

(1 +sinz)(l —sinz) =

1
sec2 z
(1 —sin?z)(1 + tan®z) = 1.
10. Desarrolla cos(x + y + 2).
[Sugerencia). Observa que (z +y + 2) = [z + (y + 2)].

11. Comprueba que sin(3x) = 3sinz — 4sin® x.

[Sugerencia). Escribe 3x = 2z + x

12. Determina los valores de = tales que cscx =1, cscx = —1, cotx =0 y tanz = 0.

2.6. Funciones trascendentes

En esta seccion se estudiaran las funciones: exponencial y logaritmo. Uno de los propésitos,
es llegar a dar el significado de a”, donde z es cualquier ntimero real y @ > 0. Para este fin, se daran
las ideas principales, sin proporcionar todos los detalles que se requieren, ya que va mas alld del

tratamiento en curso. Se comenzara definiendo a™ con a € R y n € N, como sigue:



FUNCIONES TRASCENDENTES 103

2.6.1. Definicién. Sean a € R y n € N. Entonces
(a) a* =a
(b) a"*! = a" - a para toda n € N
(¢c) Sia#0,a =1.

En la definicién anterior, se dice que a es la base y n el exponente.

2.6.2. Teorema. Sean a,b € R ym,n € N. Entonces

3. (ab)™ =a™ - b"
4. a) Sia>1yn<m entonces a" < a™
b) Si0<a<1yn<m entonces a™ < a™.

Demostracion:

El inciso (1), se comprueba haciendo induccién sobre m (véase apéndice):

SeannENyA:{mEN|a”-am:an+m}.

(i) 1 € A, puesto que por definicién, a” - a* = a"*!.

m+1

m — g™t Por consiguiente, a” - a =

(ii) Supongamos que m € A, entonces se cumple a" - a
am - (am . a) — (an . am) ca=qg"tm. g = a(n-l—m)-{—l — an—l—(m—f—l)'

Asi que, m+1¢€ Ay A=N. Por lo tanto, a™ - a™ = a"™™ para todo m € N.

Finalmente, puesto que se eligié arbitrariamente n € N, se tiene el resultado.

Los incisos (2) y (3) se prueban de manera similar usando induccién matemadtica. La compro-
bacién del inciso (4)(a) es como sigue:

Sea a > 1. Se observa que a™ > 1 para todo n € N. En efecto,

1

(i) Es claro que si n = 1, se cumple, puesto que a* = a > 1.

(ii) Supongamos que a™ > 1, para alguna n € N. Entonces, al multiplicar ambos lados de la

desigualdad por a, se obtiene a"t! > a > 1.

Por lo tanto, si a” > 1, entonces a"*! > 1. Asi, se ha probado por induccién matematica que

a >1 paratodo n€N.
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Ahora, si n < m, con n,m € N, entonces m —n € N. Por lo que se acaba de probar, a™™" > 1.

Multiplicando ambos lados de la desigualdad por a”, se tiene
a <a -a =a =a

Por lo tanto, a”™ < a™. Se deja como ejercicio para el lector el inciso (4)(b). O

Con esto, se tiene definida la potencia a™ para cualquier real a y para cualquier nimero natu-

ral n, y la potencia a® para cualquier real a # 0.

2.6.3. Definicion. Sea a # 0, n € Z yn < 0. Entonces

Se observa que (é)fn es el inverso multiplicativo de a™". En efecto, como —n € N, entonces

1\ 1 -n
<_) . a_n = <— . a> = 1—7’1 =1.
a a
(T
a" \a '

De aqui, también se sigue que si a # 0, b € R, entonces para todo n € N,

b\ _ ot
a) an’

De esta forma, las propiedades del teorema 2.6.2, se siguen cumpliendo para exponentes enteros

Por lo tanto,

negativos.

2.6.5. Teorema. Sean a,b € R;a#0yb+#0, yn,m € Z. Entonces

— aner
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.a) Sia>1yn<m, entonces a™ < a™
Y ;

b) Si0<a<1yn<m, entonces a™ < a™.

Ya se conoce el significado de a™ para n € Z. El siguiente paso es extender esta definicién para
n € QQ, de modo que cuando n sea entero, coincida con la definicién anterior y sobre todo, que las

propiedades enunciadas en el teorema 2.6.5, se sigan cumpliendo.

2.6.6. Definicién. Seaa >0yt = € Q. Entonces
at = o™ = (%a)".

Se observa que (%/a)" = %/a™, puesto que si se eleva ambos miembros de la igualdad a la

potencia m, se obtiene

(v)")" = (va)")" =a" vy (Var)" =a"

2.6.7. Teorema. Sean a,b€e R, a>0,b>0yt,se Q. Entonces
1. at-a®* = a'*®
2. (cﬁ')S =ats
3. (ab)® =a® - b°
4. a) Sia>1ys<t, entonces a® < a*
b) Si0<a<1ys<t, entonces al < a®.

Demostracion:

(1) Seant = Sy s= %. Entonces, se tiene también que t = 2—3 y s= Z—Z. Asf que

ata® — as_gaj_g _ (dq a)cq ( dq a)dp _ ( %)Cqudp _ a% — gtts.

Por lo tanto,

ata® = a5, O

Se omite la demostracién de los otros incisos, sin embargo, se pueden hacer como un buen ejercicio.
Lo importante, es que se ha logrado dar el significado de a® para z € Q, y sin que se modifiquen

las propiedades enunciadas anteriormente. Por ejemplo,
292 =23 =8, 28 =V2B=V32  16% =16 = V16 =2.

Pero, ;qué significa una expresién con un exponente irracional, como 2V3 o 277 Para hallar a®

con z € I (conjunto de nimeros racionales), basta tomar cualquier sucesién de nimeros racionales
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(rn);n € N que converja a x, y hallar lim a™. Por ejemplo, para evaluar 2™ aproximadamente, se
n— o0

puede utilizar la sucesiéon de ntimeros racionales:
3, 3.1, 3.4, 3.141, 3.1415, 3.14159,...

que son los primeros términos de una sucesién que converge a . Luego, al evaluar

23’ 23.1’ 23.14 23.141’ 23.1415 23.14159

5 3 P

se estard aproximando a 2™. De hecho, se puede usar cualquier otra sucesion que converja a 7 para

aproximar 27.

Un hecho importante es que para cualquier real x, existe por lo menos una sucesién (r,);n € N

creciente de ntimeros racionales que converge a x, donde lim o' existe. Con esto, se puede dar la
n— o0

siguiente definicién,

2.6.8. Definicién. Sean a > 0, x € R y (r,);n € N una sucesion creciente de racionales que
converge a x. Entonces

a® = lim a™.
n—oo

2.6.9. Teorema. Sean a>0,b>0 yx,y € R. Entonces
1. a* - a¥ = a*Y
2. (a®)¥ = a™V
3. (ab)* =a” - b*

4. a) Sia>1yx <y, entonces a* < a¥
b) Si0<a<1uyz<y, entonces a¥ < a”.
También se puede comprobar que a® > 0, para todo z € R y a > 0. Se puede ahora definir,

para cada a > 0, una importante funcién.

2.6.10. Definicién. Sea a un nimero real positivo. La funcion f : R — R definida por f(x) = a”,

se llama funcién exponencial con base a.

Ejemplos de funciones exponenciales:

M@ =2 p=(3) . A@-r aw-(5) . s (3)

Se esbozara la grafica de fi(x) = 2*.

x -3 —2 -1 0 1 2
filg)y=2% |23 =% |22=4|271=1|20=1 |21 =2|22=14

W~
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Y
3 €
2 €
/
1 } } } } "
-3 -2 -1 1 2

En esta grafica se puede observar que a medida que x — —oo, f1(z) = 2° — 0; mientras que si
x — 00, fi(z) = 2% — oco. Asi que la funcién estd definida en todo R, tiene una asintota horizontal,
a saber el eje z, y es creciente en todo su dominio, donde Dom f = (—oc0,0) e Imf = (0,00). Las

graficas de las otras funciones exponenciales quedan de la siguiente forma:

En general,
(a) Sia > 1, entonces f(x) = a® es creciente
(b) Si0 < a <1, entonces f(x) = a” es decreciente
(¢) Sia =1, entonces f(x) = a” es constante.

Noétese que para x = 0, todas las funciones exponenciales toman el valor de uno.
Como la funcién exponencial f(z) = a” es inyectiva en todo su dominio si a # 1, entonces tiene

inversa f~!(z), llamada logaritmo en base a, denotada por
f1(x) = log, z.

2.6.11. Definicion. Sea a > 0, a # 1. El logaritmo en base a denotado por log,x, se define como

la inversa de la funcion exponencial con base a.
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La gréfica de f~!(x) = log, x debe ser simétrica a f(x) = a® con respecto a la recta y = z. Se

dibuja su gréfica, suponiendo que a > 1.

Usando la definicién de composicion e inversa, se tiene que si a > 1:

1. Siz >0,
(fof (@)= f(f'(x)) = flog, x) = a'*** = .

2. Six eR,
(f o @) = fH(f(2) = fH(a®) = log, a® = .

Nota: log, x es el numero al que hay que elevar la base a para obtener z.

2.6.12. Ejemplo. Calcula los siguientes logaritmos.
1. logy 1 = 0 porque 2° = 1
2. log,2 = 1 porque 2! =2
3. log, 4 = 2 porque 22 = 4
4. logyy 1 = 0 porque 10° =1

5. log;, 1000 = 3 porque 10 = 1000.

2.6.13. Teorema. Seaa >0, a# 1 yx,y > 0. Entonces
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(a) log,(zy) = log, = +log, y
(b) log, (5) = log, z —log, y
(c) SireR, entonces log, (") = rlog, =.
Demostracion:
(a) Sean u =log, x y v =log,y, entonces a" = x y a” = y. Luego se tiene que

u v u-+

a‘a’ = a"m’ = xy.

Por lo tanto, u + v = log, x + log, y = log, (zy).

b) Se observa que log, x = log, ( £y ) = log, ( £ ] + log, y. Despejando se tiene que log, x —
a a Yy a Yy a a
log, y = log, (%)

(¢) Sea u = log, x, entonces a" = x. Luego, a*" = z". Por lo tanto,

ur =1In,(z") y rlog,z =log,(z"). O

2.6.14. Ejemplo. Resuelve la ecuacién
logyo 2 + logo(11 — 2%) = 2log;(5 — ).

Solucién:

log1o(11 — 2%) — 21ogo(5 — ) = — logy 2
logyo(11 — 2*) — log14(5 — z)* = logy (271)

11 — 22 1
logy G2 = logo | 5
11—22 1

(B-x)? 2
2(11 — 2°) = (5 — z)?
22 — 222 = 25 — 10z + 2
322 — 10z +3=0
Bx—1)(x —3)=0.

Por lo tanto, x = % o x = 3, son las soluciones de la ecuacién. W

2.6.15. Ejemplo. Prueba quesia >0, a# 1y x> 0, entonces

log, © = —logy /, .
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Solucién: Supongamos que
log, z =1y. (2.2)

Entonces se tiene que x = a¥. Luego, % = aiy = (

log1/s G) . (2.3)

1

Y , .
a) . De aqui se sigue que,

Comparando (2.2) y (2.3), se tiene

1
log, z = logy /, (;) =logy/, 1 —logy/, . = —logy/, x.
Por lo tanto,

log,z = —log;/,z. M

Nota: De todas las bases, existe una especial denotada por e. Este niimero, representa a un nimero
irracional que vale aproximadamente:

e~ 2.718281828
De hecho, se puede probar que el nimero e estd dado por el limite

1 n
e = lim (1 + —> .
n—oo n

Miés adelante, se probara este hecho.

De esta manera, se tiene la funcién exponencial f(z) = e”, llamada también algunas veces

funcién exponencial natural. Como la base e > 1, su grafica es creciente.

Y

-

La funcién exponencial f(z) = e, siempre es positiva y crece més rapido que cualquier funcién

polinomial. Su dominio es todo R y su imagen esté definida en el intervalo (0,00), es decir:

Domf=R e Imf=(0,00).
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A medida que z — o0, ¥ — 00; mientras que si x — —oo, € — 0. En términos de limites se
escribe asf:

lime* =00 y lim e*=0.
T—00 Tr—r—00

f(x) = €* es inyectiva en todo su dominio, asi que tiene inversa f~!(z), llamada logaritmo natural

y se denota por
fYz) =1nz.

La grafica de la funcién inversa debe ser simétrica con respecto a la recta con pendiente de 45°.

Y fla)=e

fHz)=Ihz

Se observa que el dominio de f~1(z) = Inx, es el intervalo (0, o0); mientras que su imagen est4 defini-
da en el intervalo (—oo,00) = R. Esta gréfica tiene la caracteristica que a medida que z — oo,

In x — oo; mientras que si x — 0, Inz — —o0. Es decir,

lim nz=00 y limlnzx=—occ.
T—00 z—0

Usando la definicién de funcién inversa, se cumple lo siguiente:

1. Si z > 0, entonces

(fof D)= f(f7 () = f(lnz) =" = .

2. Si x € R, entonces

2.6.16. Teorema.

Inz _

(a) Si x>0, entonces e x
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(b) Sixz €R, entonces Ine* = x.

Aplicando el teorema anterior, se pueden simplificar expresiones como:
1. Vo) = /2

2. In (eSin’”) =sinx.

2.6.17. Ejemplo. Simplifica las siguientes expresiones, utilizando las propiedades de logaritmo

natural.

1. Si z > 0, entonces In(x%) = 5In .
2. Si z > 0, entonces In(v/z2) = In(x?/3) = ZInz.

3. Si z > 0, entonces

4. Siz,y € R, entonces

5. Si x > 0, entonces

In[2°(2® + 1)?] =Ina® +In(z® + 1) = 3lnz +2In(z* +1). W

2.6.18. Ejemplo. ;Es posible medir la concentracién de alcohol en la sangre de una persona?
Investigaciones médicas recientes sugieren que el riesgo R (dado como porcentaje) de tener un

accidente automovilistico, puede ser modelado mediante la ecuacién:
R = 6¢e™ (2.4)
donde z es la concentracién de alcohol en la sangre y k& una constante.

(a) Al suponer una concentracién de 0.04 de alcohol en la sangre, produce un riesgo del 10 por

ciento (R=10) de sufrir un accidente, ;cudl es el valor de la constante?

(b) Utiliza el valor de la constante k e indica cudl es el riesgo para una concentracién de alcohol
de 0.17.

(¢) Con el mismo valor de k, indica la concentracién de alcohol correspondiente a un riesgo del

100 por ciento.
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(d) Si la ley establece que las personas con un riesgo del 20 por ciento o mayor de sufrir un
accidente no deben conducir vehiculos, jcon qué concentracion de alcohol en la sangre debe

un conductor ser arrestado o multado?
Solucién:

(a) Una concentraciéon de 0.04 y un riesgo del 10 por ciento, indica que x = 0.04 y R = 10. Al

sustituir estos valores en la ecuacién (2.4), se obtiene

10 = 6e*0%

1 )

Con el valor k encontrado, la ecuacién (2.4) se puede escribir en la forma:

R = 6e!27® (2.5)

(b) Al sustituir x = 0.17 en (2.5), se obtiene
R — 6e!277(017) _ 59 6

Este resultado indica que para una concentracién de alcohol de 0.17, el riesgo de sufrir un

accidente es del 52.6 por ciento.

(c) Al sustituir R = 100 en (2.5) y resolviendo para x, se obtiene

100 = 677

100 _ 12.77x
6 =e

In (%) =12.77x

1 50
— L wm(Z) =022
v 12.77“(3) 0

Este resultado, indica que para una concentracion de alcohol de 0.22, el riesgo de sufrir un

accidente es de 100 por ciento.

(d) Con R =20 en la ecuacién (2.5), se determina la concentracién x de alcohol en la sangre.

20
E — 612.77$
1 10
YT e n<3> 0.09

Este resultado indica que un conductor que presente una concentracion de alcohol mayor o

igual a 0.094 debe ser arrestado o multado. W
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2.7. Funciones hiperbdlicas basicas

Las funciones hiperbdlicas que se van a definir, son tutiles en ciertas aplicaciones del calculo y
también facilitan en algunas ocasiones la evaluacion de ciertas integrales que mas adelante se estu-
diardn. El nombre de funcién hiperbdlica, se deriva por el hecho de que hay una relaciéon estrecha
con una hipérbola. Al igual que las funciones trigonométricas, hay seis funciones hiperbdlicas: seno,
coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante. Las cuatro dltimas se definen en funcién de las

dos primeras.

Las propiedades de las funciones hiperbdlicas que se enunciaran mas adelante, tienen un cierto
parecido con las de las funciones trigonométricas, salvo en algunas ocasiones por una diferencia de

signo.

Se enuncia la definicion de las funciones: seno y coseno hiperbdlicos.

2.7.1. Definicién. Sea z € R.

1. El coseno hiperbdlico de x, denotado por coshx, se define como

e +e*
2

coshx =

2. FEl seno hiperbdlico de x, denotado por sinhz, se define como

) e’ —e
sinhy = ———
2
Se observa que el coseno y seno hipebdlicos, no son sino combinaciones de la funcién exponencial.
Una primera identidad que los relaciona con la hipérbola (de ahi el nombre de funcién hiperbdlica)

(SN

T —z\ 2 x -z 2
cosh?z — sinh?’x = <i> —<l>

2 2

B 62$ ) e—2$ 62:1: . 6—2:1:
B 4 4

621 1 672x 621 1 672x
R S U R
1 N 1
202
= 1.

Por lo tanto,

cosh?z — sinh? z = 1. (2.6)

Esta identidad, dice que (cosh z,sinh x), satisface la ecuacién de la hipérbola:

z? —y% =1, para todo z € R.
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En términos de dngulos, dice que si § € R, entonces el punto (cosh 6, sinh#) estd en la hipérbola

22 —y? = 1. De aqui el nombre de funciones hiperbélicas.

Recordemos que en las funciones trigonométricas, el punto (cos @, sin ) est4 en el circulo 22+ = 1,

para toda 6. Por este hecho con frecuencia las funciones trigonométricas reciben también el nombre

de funciones circulares, por estar relacionados con un circulo.

.............. : (cosh 0, sinh 9)

Las graficas de las funciones hiperbdlicas f(x) = coshz y f(x) = sinhz, se pueden construir
si se suman para coshx o se restan para sinhx, las ordenadas de las graficas de f(z) = %ex y
f(x) = Le7®. Un hecho importante es que la funcién cosh x es par; mientras que la funcién sinh x

es impar. Esto es

x xT
cosh(—z) = ¢ —;—e = cosh z.
—r _ T T _ T
sinh(—x):e 5 c - ° 26 = —sinhz.
Y
fo) =5
¢ I
2
_1__ f(x):_eQ

f(x) = coshx | f(z) =sinhz
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Se observa que no son periddicas estas gréaficas; sin embargo, hay simetria con res-pecto al eje y
para la grafica de coshx, y simetria con respecto al origen para sinhx, y esto por el hecho de ser

una funcién par e impar respectivamente.

A continuacién, se proporciona una lista de identidades para estas funciones hiperbdlicas, teniendo

un cierto parecido con las identidades trigonométricas.

2.7.2. Teorema. Sean x,y € R. Entonces
(a) sinh(x 4 y) = sinh z cosh y 4+ cosh z sinh y
(b) cosh(z + y) = cosh x cosh y + sinh  sinh y
(c) sinh(2z) = 2sinh x cosh
(d) cosh(2z) = cosh? z + sinh? z
(e) cosh® x = %

. cosh(2z)—1
(f) sinh?® z = %

Demostracion:

(a) Desarrollando el lado derecho de la igualdad, se tiene

sinh x cosh y + coshxsinhy = [6 ¢ }[6 re ]—l—

2 2
[eg” + e“”} [ey - e_y}
2 2

eTTY 4 Y _ o=y _ o—(a+y)

ettty _ oty 4 e Tty _ e—(:B—I—y)
4
2eTTY _ 9= (x4Y)
N 4
= f
= sinh(z + y).

(b) Anélogo al inciso (a).
(¢) Se sigue del inciso (a) como sigue:

sinh(2z) = sinh(z + )
= sinh z cosh x + cosh z sinh x

= 2sinhxcosh z.
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(d) Se sigue del inciso (b).

(e) Por (2.6) se tiene que cosh?z = 1 + sinh?z. Por otra parte, del inciso (d) se sigue que

sinh? 2 = cosh 22 — cosh? z. Por lo tanto,

cosh?z = 1 + sinh?z = 1 + cosh 2z — cosh? z.

Luego, 2 cosh? = 1 + cosh 2z. Finalmente se tiene

1 + cosh 2z

h?z =
COS x B

(f) Anélogo al inciso anterior. [J

Actividad 25. Escribe las pruebas de los inciso (b), (d) y (f) del teorema anterior.

2.7.3. Definicion. Las funciones hiperbolicas restantes se definen de la siguiente manera:

—x

1. tanh g = Sinhe _ e—e

cosh x ette T
__coshzx __ e+e 7,
2. cothz = 5 = G0, (x #0)
_ 1 2
3. sechr = coshz = e?+4e 7

4. cschr = =1 :ﬁ; (x #0).

sinh z

Actividad 26. Comprueba las siguientes igualdades:

tanh(—xz) = —tanhz, coth(—x)= —cothz, csch(—x) = —cschuz,

mientras que sec h(—z) = sec hx.

Es decir, las funciones hiperbdlicas: tangente, cotangente y cosecante, son funciones impares; mien-
tras que la secante hiperbdlica es par. De esta forma, hay simetria en las graficas de cada una con
respecto al origen o al eje y, de acuerdo si es impar o par. Por otra parte, ninguna tiene periodo,
esto es lo que distingue entre las graficas de las funciones trigonométricas de las hiperbdlicas. A

continuacion se presentan las gréaficas de estas funciones hiperbdlicas.
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Yy
Yy
1 1
x x
............................. el 1 RN
-1
f(x) = tanhx f(x) = cothx
Yy
Yy
1
x x
f(x) = sec hx f(x) = cschx
Se observa que la grafica de f(x) = tanh z, tiene dos asintotas horizontales: y = —1 y y = 1. Esto
es cierto, debido a que
er —e " 1—e 2
Im ———— = lim ————— =

r—00 e? + e  zooo 1 4 e 2%

De la misma forma
et —e %
lim —— = —1.
z——oc0 et 4 e 7T

El dominio e imagen de f(x) = tanhx son: Domf = (—oc0,00), Imf = (—1,1).

Al igual que la tangente hiperbdlica, la grafica de f(z) = cothx tiene dos asintotas horizontales:
y = —1 e y = 1. De esta forma, se puede comprobar que
er +e " e* +e*

fm — =1 y lim —— = 1.
z—o0 e — e % z——oc0 el — e~ 7
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Como f(x) = cothx se indetermina en x = 0, significa que tiene una asintota vertical: x = 0. El

dominio e imagen de f(z) = cothz son:

Domf = (—00,0) U (0,00) y Imf = (—o0,—1)U(1,00).

Actividad 27.

1. Comprueba que y = 0 es una asintota horizontal de f(x) = sec hx. Para ello, debes comprobar
que
lim f(z)=0 y lim f(x)=0.

T—r00 T—r—00

Determina Domf e Imf.

2. Comprueba que y = 0 es una asintota horizontal de f(x) = cschz y = = 0, una asintota

vertical. Determina Domf e Imf.

Inversa de la funcién coseno hiperbdlico.
La funcién f(z) = coshz es inyectiva en [0,00), entonces tiene inversa f~!(z) en este intervalo,

denotado por
fHx) = cosh™ ! .

La grafica de esta inversa, debe ser simétrica con respecto a la recta y = .
Y

Domf~1 =11,00)

Imf=t =[0,00)

f~Yx) = cosh™!(x)

Usando la definicién de composiciéon y funcién inversa, se tiene

1. Siz € [1,00), entonces
(fof H(x)=f(f Yz)) = f(cosh ! z) = cosh(cosh™! z) = .
2. Si z € [0,00), entonces

(f Yo f)z)=f Y f(x)) = f ' (coshz) = cosh™*(cosh z) = .
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Se puede obtener una expresién para f~!(z) = cosh™! z, si se despeja® la variable = de y = cosh z =

xT —T
%. Esto es

2y=¢€"+e "
2ue” = e +1
€2$_2y€a:_|_y2:y2_1
(" —y)?=y" -1

e’ —y=4y? -1

e’ =y+y? -1

Dado que x > 0, e* = y+ y/y? — 1 no puede ser menor que 1. Luego, si e¥ =y — y/y? — 1, se tiene
que al resolver la desigualdad y — /92 —1 > 1 se llega a que y < 1 lo cual es una contradiccién
puesto que y no puede ser menor que 1. Por lo tanto, e* = y + y/y2 — 1. De aqui se sigue que

x=1In (y +Vy? — 1). Finalmente se tiene que

f_l(a:):cosh_llen(:v—i—\/xQ—l) si x€l,00).

Inversa de la funcién seno hiperbdlico.
f(z) = sinh z tiene funcién inversa f~!(z) = sinh ™! z en todo su dominio, debido a que es inyectiva.

Su grafica es como sigue:
Domf~! = (—o0, 00)

Imf=! = (—o0,0)

fHz) = sinh 'z

. . T_po—T .
Nuevamente, al despejar z de y = sinhz = <=, se obtiene

f_l(m):sinh_lmzln(x—l— x2+1>, si xzeR.

Actividad 28. Apoyéandote en las graficas de f(z) = tanhz, f(x) = cothz, f(z) = sechx y
f(x) = cschx,

8Para obtener la inversa de una funcién inyectiva f(z), se siguen los pasos: (1) Se escribe y = f(z). (2) Se despeja
la variable = del paso (1) para obtener una expresién de la forma = = g(y). De esta forma, la inversa f~'(z) de f(x)

es justamente g(z).
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1. Proporciona el intervalo donde es inyectiva cada una de las funciones anteriores.

2. Dibuja la gréfica de la funcién inversa de cada funcién hiperbélica: f~!(z) = tanh~ !z
fHx) =coth™ta, f1(z) =sech 2y f~1(z) = csch 'z

3. Proporciona el Domf~!y Imf~! para cada funcién inversa.

2.7.4. Ejemplo. Comprueba que si f(z) = tanh x, entonces

1 1
f(z) =tanh 'z = iln (Jj_i_ )

r—1

Solucién: Sea y = tanhx = _. Despejando x se tiene

e”-{—e z:

x T —x

ye* +ye t =e€" —e
(I+y)e™ =1 -y’

1+y:€2x
-y
1

In ﬂ>:2;1:
-y

Por lo tanto,

1—=x

1. /1
f_l(m)ztanh_lx:§ln< +m> si ze(-1,1). W

De hecho, la inversa de cada funcién hiperbélica estd en funcion de Inx. He aqui la inversa de cada

funcion:
sinh 'z = In ( ); reR

cosh ™'z =1In (a: +Vz ) x € [1,00)

1 1

tanh ™! z 251 <1i_i), z e (—1,1)
1 1

coth™!z :§1n<2i_1>; x € (1,00)

sech 'z =1In xz € (0,1]

/ 2
csch™lz =1In (1—#&), x # 0.
x

|z |

<1+\/1—1‘2>.

Por lo regular, algunas calculadoras cientificas s6lo proporcionan valores para sinh™!, cosh™! y
tanh~!. Las otras funciones hiperbélicas inversas, se pueden determinar utilizando directamente las

férmulas expuestas anteriormente; sin embargo, también se pueden utilizar las siguientes identidades
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que reducen aun mas los célculos.

1
sech 'z = cosh™! <—>
T
1
csch™ 'z = sinh™! <—>
T

1
coth ™'z = tanh™! (—) .
x

—(1)?
Por ejemplo, sech™? (%) = In <w> = In(2 + V/3). Este resultado también se puede

[N

obtener si se emplea la tranformacién expuesta anteriormente para la funcién sec h~'z. Esto es,

sech™ (%) = cosh™(2) = In(2 + V/3).

Para resolver una ecuacién como sinhx = 2 se procede como sigue:

sinhz =2 si, y sélo si & =sinh™? n(2+v22+1) =1n(2+V5).

LISTA DE EJERCICIOS. SECCION 2.6 y 2.7

1. Comprueba que

2\2 . pa? ryr—1 z(2x+1)
[(5 s (3 2] > = 2025.
3

225(5% )7 +1 B (32)3 = " 3e(1-22)

2. Prueba que
(6% 4+ )% — (&% — e ) 2e”

]2 - €2$+1‘

N

erfe—

3. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) logyo(3 — 2?) = logo2 + logyo =
b) 2logyox — logio(z? — 6) = 1.

4. Sean a,b >0, a,b# 1y ¢ > 0. Comprueba que
(log, b) (log; ¢) = log, c.
5. El nimero N de bacterias en un instante de tiempo ¢ estd dado por:
N(t) = Noett

donde Ny es la cantidad inicial de bacterias presentes y k es una constante positiva. Si la
cantidad de bacterias se duplica en tres horas, jcuanto tiempo tardard la colonia en triplicar

su numero?
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6. Comprueba que

a) cosh ™tz =1n (:L‘ + \/m> ; x€[l,00)

b) coth ™'z = %ln (i—ﬂ) ;o lx|>1
(H—@) ;o x € (0,1]

d) csch‘%zln( + VHIQ), x #0.

|z]

7. Comprueba las siguientes igualdades:

)
)

¢) coth™lz = tanh™! (1).

a) sech 1z = cosh™ (

Bl g

b) csch™lz = sinh™! (

8. Determina el valor de x tal que,
: _3
a) sinhz = 35
_1
b) tanhz = 5

_ V13
C) cothx = -3 -

9. Calcula el valor de las siguientes expresiones:

10. Comprueba la validez de las siguientes identidades:

a) tanh?z + sec h2z = 1
b) coth’z — csch?x =1

¢) sinh(x — y) = sinh z coshy — cosh z sinh y

)
)
)
)

d) cosh(x —y) = cosh x coshy — sinh z sinh y.
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Capitulo 3

Aplicaciones de la trigonometria en el

calculo

3.1. Introduccion a los limites de funciones

El concepto de limite es importante para comprender el significado de algunos términos fisicos
como: la velocidad, aceleracion, entre otros. Como nota destacable, el concepto de limite fue de-
batido ampliamente por cientos de anos para su comprensién y no fue sino hasta el siglo diecinueve
que el matematico Aleman Karl Weierstrass (1815-1897) formulé la definicién rigurosa de limite,
aceptada y utilizada en la actualidad. No se dard aqui la definicién rigurosa de limite debido a que

va mas alla de los propésitos de estudio, en cambio se explicard de manera intuitiva su significado.

En esta figura, interesa saber qué pasa con las imagenes de y = f(z) cuando z se acerca al punto
a. Si f(z) tiende a estar cada vez més cerca de [ cuando x se acerca cada vez més al punto a tanto
como se quiera, entonces intuitivamente se dice que f(z) tiene a [ como limite cuando x tiende a

a. De esta forma, se puede formular una definicién intuitiva de limite como sigue:

3.1.1. Definicién. Se dice que l es el limite de f(x) cuando x tiende a a, siempre que se pueda
hacer que f(x) se acerque a l tanto como se quiera, escogiendo x suficientemente cerca de a, sin

que llegue a ser a.

125
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Lo anterior, se simboliza en lenguaje matematico como
lim f(z) =1,

T—ra

y se lee: el limite de f(x) cuando x tiende a a, es igual a [.

También se acostumbra escribir de la siguiente manera:
f(x) =1 cuando z — a,

y se lee: f(z) tiende a [, cuando z tiende a a.

El punto a no necesariamente debe pertenecer al dominio de f; sin embargo, f debe estar definida
al menos en alguna vecindad perforada de a, donde vecindad perforada de a, se refiere a un
conjunto obtenido al eliminar el punto a de algin intervalo abierto que contiene a. Por ejemplo, si

en el intevalo abierto (a — d,a + 0) se elimina a, se obtiene una vecindad perforada de a.

¢ )
a—20 a a+06

Al calcular un limite, es fundamental que la vecindad perforada sea de longitud pequena, y para
que esto se logre basta que ¢ sea pequena. Esto es importante puesto que interesa tener puntos lo
suficientemente cercanos a a para determinar el comportamiento de una funcién cerca de a, y de

esta manera, saber si existe o no el limite de una funcion.

3.1.2. Ejemplo. Evalda lim z2.
T—2

Solucién:
Se elabora una tabla de valores cercanos a a = 2 por la izquierada y por la derecha para determinar

el posible valor del limite.

x f(z) = 2? x f(x) = 2?
1.9 3.6100 21 4.4100
1.99 3.9601 2.01 4.0401

1.999 3.9960 2.001 4.0040
1.9999 3.9996 2.0001 4.0004
1.99999 4.0000 2.00001 4.0000
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En la tabla se puede observar que a medida que x tiende a 2 por la izquierda, f(z) tiende a 4; de
manera analoga, si x tiende a 2 por la derecha, f(z) también se va aproximando a 4. Aunque se
usan uUnicamente algunos valores particulares de x, proporciona una evidencia de que

lim 2% = 4.

T—2

Observa que en este ejemplo, no se sustituyé directamente el valor z = 2 en la funcién f(z) = 22

para obtener como limite el valor [ = 4. Sin embargo, aunque esta sustitucion produce una respuesta
correcta en este caso particular, en muchos limites produce una respuesta incorrecta o ninguna

respuesta como en los ejemplos que se analizaran a continuacién.

. e Z. 2_
3.1.3. Ejemplo. Evalda lim £ 11.
x—1 T
Solucién: En este caso, no se puede hacer directamente la sustitucién x = 1 en la funcién

flx) = x;:f puesto que la fraccion queda indefinida. Sin embargo, al analizar la siguiente tabla de

valores cercanos a 1 por la izquierda y derecha, se deduce que

En general, para que lim f(z) = [, es necesario que f(z) se aproxime a [ cuando x se acerca a a
T—a

por la izquierda y por la derecha. Cuando f(z) se aproxima a diferentes valores, entonces lim f(x)
r—a

no existe.

3.1.4. Ejemplo. Analiza lim

lim z? — 1 = 2.
z—1 x —1
v o)== | 2 fa)=27]
8 1.8 1.2 2.2
9 1.9 1.1 2.1
.99 1.99 1.01 2.01
.999 1.999 1.001 2.001
19999 1.9999 1.0001 2.0001
{ { { {
1 2 1 2

z—0

Solucién: Se observa que

z
||

T

fla) = = =

x|

La gréafica de esta funciéon, es como sigue:

si

si

x>0,

x < 0.
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Nétese que si © — 0 por la derecha, entonces f(x) — 1; mientras que si x — 0 por la izquierda,

f(x) — —1. En consecuencia, no se logra que f(z) se acerque a un sélo valor. Por lo tanto,

T no existe. W
z—0 ‘ xT |

3.1.5. Ejemplo. Evalda h’Ir%) f(x), donde
Tr—r

1 si x#0,
flx) =
0 si =0
La gréafica de esta funcién, es como sigue:
Yy
fo=0 ¢

Si z — 0 por ambos lados (derecha o izquierda) sin que x sea cero, f(z) — 1. Por lo tanto,

lim f(z)=1. A

z—0

En este ejemplo, el valor del limite en x = 0, no es igual al valor de la funcién en x = 0 puesto que

f(0) = 0. Asi que si f(x) esta definida en x = a, no garantiza que h'in f(x) = f(a).
Tr—a

Las propiedades de limites que se enuncian a continuacion, ayudan a reducir los cdlculos al evaluar

el limite de una funcién.
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PROPIEDADES DE LOS LIMITES

Sean f(x) y g(z) funciones.

1. Si f(x) = ¢, donde ¢ es una constante, entonces

lim f(z) = lim ¢ = c.
r—a T—a

2. Si lim f(z) =1; y lim g(x) = l2, entonces
T—a r—a

@) Hm[f(@)  g(@)] = lim () + lim g(z) = 1 £
b) lim|f(z) - g(x)] = lim f(z) - lim g(x) = 1 - 1y
¢) Sily # 0, entonces
f@) _ mmI@
lim = =

roogle)  lmgle) b

3. Sin es un entero positivo y a > 0 para valores pares de n, entonces

lim {/z = {a.

T—ra

4. Si lim g(z) =1y lim f(x) = f(l), entonces
z—a x—l

lim f(g(2)) = f (1im g(x)) = F(0).

Tr—a r—a

3.1.6. Ejemplo. Evalia lim x2:11.
z—1 T
Solucién:
21 -1 1
lim & _ g @ D+D)
z—=1 x—1 r—1 x—1
= lim(z+1)
r—1
= 2. N

El valor de este limite coincide con el analizado en el ejemplo 3.1.3, pero ya sin exhibir una tabla

de valores. El célculo se hizo més directo.

Actividad 29. Evalta lim -Z—=4
z—2 T5+z—6

[Sugerencia.] Factoriza el numerador y denominador de la fraccién y reduce.

3.1.7. Ejemplo. Evalia lfm Y2+4=2
z—0 z
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Solucion:

VI +4-—2 , (Vr+4-2)(Vr+4+2)

lim —— = lim
z—0 x z—0 r(vVr+4+2)
r+4—-4

= lim ———-

=0 z(v/x + 4+ 2)
X

= lim ——

=0 x(vVor +4+42)

1
= lim ————
z—0 /x +4+ 2
1
= —-. 1
4
En la primera igualdad, a la fracciéon 7““;H se le multiplicé en el numerador y denominador por

v+ 442, que se llama el conjugado de v/x + 4 — 2. Esta situacién, regularmente se aplica cuando

estan presentes las raices en una fraccion.

Actividad 30. Calcula lim %5/~
z—9

—x

Se enuncia otra propiedad muy 1til para determinar limites de funciones, denominado ley del
sandwich.

Ley del sandwich
Si f(z) < g(z) < h(z) para todo x en alguna vecindad perforada de a, y

lim f(x) =1 = lim h(z), entonces lim g(z) = [.
T—a T—a T—a

Esta ley dice que si la funcién g(z) queda atrapada entre f(x) y h(z) cerca de a, y si f(z) y g(x)

tienden al mismo limite [, entonces g(z) tiende también a I.

3.1.8. Ejemplo. Analiza lim z sin (%)

z—0

Solucién:
Se sabe que —1 < sinx < 1 para todo z € R. Entonces, —1 < sin (%) < 1 para toda = # 0. Por lo

que

1
—|x|§xsin<—> <|x| paratoda x #0.
x

Y como | z | = 0 cuando = — 0, entonces por la ley del sandwich para limites, se tiene que

lim x sin <1> =0. N
x—0 xT
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Se ha mencionado que para asegurar que el limite de una funcién f(z) exista y sea igual a [
cuando z tiende a a, es necesario que f(x) tienda a [ cuando x tiende a a por la izquierada y la
derecha. Los limites cuando x — a por la izquierda y x — a por la derecha, se denominan limites
laterales.

3.1.9. Definicion.

(a) Sea f(x) una funcidn definida en el intervalo (c,a). Se dice que [ es el limite de f por la

izquierda cuando = tiende a a, denotado por

lim f(z)=1

r—a~

si f(x) se acerca tanto como se quiera a l, eligiendo = € (c,a) suficientemente proximo a a.

(b) Sea f(x) una funcion definida en (a,c). Se dice que l es el limite de f por la derecha
cuando x tiende a a, denotado por
lim f(z)=1

z—a™t

si f(x) se acerca tanto como se quiera a l, eligiendo = € (a,c) suficientemente proximo a a.

Nota:  — a~ se lee: x tiende a a por la izquierda; mientras que  — a™ se lee: z tiende a a

por la derecha. Los limites: lim f(x)y lim f(z), se conocen como limites laterales.
T—a~" z—at

3.1.10. Lema. Sea f(x) una funcion definida en una vecindad perforada de a. Entonces, lim f(x) =
r—a

[ siysolosi im f(x)=1=1Um, .+ f(x).
T—a

3.1.11. Ejemplo. Determina si existe lim —.
a1 (@=1)
Solucién: La grafica de f(x) = ﬁ es como sigue:

Y
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La grafica de esta funcién crece indefinidamente conforme z tiende a 1 tanto a la izquierda como a

la derecha. Es decir,

1
Iim —— =00 = lim ——.
z—1— (.1‘ — 1)2 z—1t (.1‘ — 1)2

Por lo que los limites laterales coinciden, y por lo tanto,

1
lim ———= =o00. N
et (w—1)2

De esta forma, se puede hablar de limites que tienden a infinito. En este mismo ejemplo, se puede
observar que la grafica de f(x) = ﬁ se va pegando al eje x a medida que z aumenta o disminuye

a la derecha o izquierda de 1. Esto es,

R P A L )

Asi que también se pueden calcular limites de funciones cuando la variable = tiende a infinito.
3.1.12. Ejemplo. Determina si existe lim .
z—0 T

Solucion:

En la gréfica de la funcién f(z) = %, se puede observar que a medida que z — 0%, f(z) — oo;

mientras que si x — 07, f(z) = —oo. Por lo tanto,

, 1 .
Iim — no existe. N

z—=0 T
FEn este ejemplo también se tiene que,
. .1
lim —=0= lim -—.
T—00 I T—>—00 I

En general, si

entonces
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De aqui, se sigue también que

lim — =0, para cualquier nimero racional positivo k.
T—00 U

3.1.13. Ejemplo. Evalta lfm -2-3z

r00 DT +al—1"

Solucién: En este caso, se divide cada término de la fraccién entre la variable que tenga el

exponente mayor: 5. Entonces,

i 223 — 3x i 2 — 33—32
lim ———— = lim —5%—
z00 b3 + 12 — 1 ac—><>o5_|_5_F

T R
B 2-0
 54+0-0
2
= =
Por lo tanto,
223 — 2
; x 3x -

woobad + a2 —1 5

Se vio anteriormente que si una funcién f(z) estd definida en x = a, no garantiza que lim f(x) sea
r—a

f(a). Cuando esto sucede, se dice que f(x) es continua en x = a.

3.1.14. Definicién. Sea f(x) una funcion definida en alguna vecindad de a. Se dice que f(x) es

continua en r = a, si

lim f(x) = f(a).

T—ra

Cuando f(x) no es continua en x = a, se dice que es discontinua en ese punto, y f(z) es

continua en un intervalo I, si es continua en cada punto de 1.
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La grafica de la izquierda, tiene una discontinuidad en x = a; mientras que la grafica de la derecha

es una funcién continua en el intervalo [a,b]. Por ejemplo, la funcién f(z) = % no es continua en

x = 0, debido a que h’Hb % no existe (vedse ejemplo 3.1.4).
T—

3.1.15. Ejemplo. Determina si la funcién f(x) es continua en x = 0, donde

Solucién:
Se deben calcular limites laterales para determinar si existe el limite de la funcién cuando x tiende
a 0.
lim f(z) = lim 2> =0, ¥y

z—0~ z—0~

1
lim f(z) = lim xsin (—) =0 (ver ejemplo 3.1.8)

z—0t z—0t x

Los limites laterales coinciden, por lo que usando el lema 3.1.10, el limite de f(x) existe cuando
x— 0,y h'n% f(x) = 0. Por otra parte, f(0) = 0. Por lo tanto, h'n% flx) = f(0) =0,y f(x) es
= z—

continnaenx =0. N

3.1.16. Ejemplo. Determina el valor de a y b, para que f(x) sea continua en todo R, donde

ar+95 si x< -1,
fl@)=X 2241 si —-1<z<2,

br+6 si x>2.

Solucién:
Para que f(x) sea continua en todo R, se necesita que ar+5 = z?>+1lenz = —1,y que 22+1 = bz +6
en x = 2. Esto se logra cuando a = 3 para la primera ecuacion, y b = —% para la segunda. Por lo
tanto,

(3z+5 si x< -1,

es continua en todo R. W

Una consecuencia directa de las propiedades de los limites, es que si f y g son funciones con-

tinuas en x, entonces cf + g, f - g también son continuas en x, donde ¢ € R. Mas audn, si g es
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continua en x = a y f es continua en g(a), entonces f o g es continua en a. En términos de limites,

esto ultimo se traduce asi:
lim f(g(2)) = f (1im g(2)) = f(9(a)).

3.1.17. Ejemplo. Sean g(z) = %H y f(z) = /z. Comprueba que

hmu 1/
x—1 T— x—l—l

Solucién: La funcién g(z) es continua en z = 1y f(x) es continua en g(1) = 1. De esta forma,

se tiene que,

lim f(9(2)) = f (1im g(x)) = f(g(1).

rz—1

Pero f(g(x)) = x%rl y f(g(1)) = —=. Por lo tanto,

hm“
z—1 a:—> aj—|—1

Para finalizar con esta seccion, se enuncian algunos resultados importantes de continuidad llamados

teoremas fuertes de continuidad, para intervalos cerrados de R.

3.1.18. Teorema. Si f es una funcion continua en [a,b] y f(a) < 0 < f(b), entonces existe
x € [a,b], tal que f(x) =

3.1.19. Teorema. Si f es una funcidn continua en |a,b], entonces f tiene un mdzimo y un

minimo en |a,b].
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3.1.20. Teorema. (Teorema del valor intermedio). Sea f una funcion continua en |a,b], tal
que f(a) < yo < f(b) o f(a) > yo > f(b), entonces eziste x, € (a,b) tal que f(x,) = yo.

3.1.21. Ejemplo. Sea f una funcién continua en el intervalo [0, 1], cuya imagen es el mismo

intervalo [0, 1]. Prueba que existe = € [0, 1] tal que f(z) = x.

Solucién:
Se define la funcién h(x) = f(x) — z. Es claro que h es continua en [0,1]. Sea z, € [0,1] tal que
f(z,) = 0. Entonces h(z,) = f(x,) — 2z, = 0 — z, < 0. De igual forma, sea z; € [0,1] tal que
f(x1) = 1. Entonces
hz1) = f(x1)) —2z1=1—21 > 0.

Por lo tanto, h(z,) < 0 < h(xq).

Sin pérdida de generalidad, supongamos que z, < x1. Entonces, por el teorema 3.1.16, existe
T2 € [To,x1] tal que h(za) = f(x2) —z2 = 0. De aqui se sigue que f(x2) = x2. Por lo tanto, existe
x €[0,1] tal que f(z)=2z. N

3.1.22. Ejemplo. Sic > 0, entonces existe b > 0 tal que b = c.

Solucién:
Se define f(x) = x? — ¢. Sin pérdida de generalidad, supongamos que 0 < ¢ < 1. Se observa que
f(0)=—-c<0y f(1) =1—¢> 0. Es claro que f es continua en [0, 1], donde f(0) < 0 < f(1). Por
el teorema del valor intermedio, existe b € (0,1) tal que f(b) = b*> — ¢ = 0. Por lo tanto,

P¥=c N1

LISTA DE EJERCICIOS. SECCION 3.1

1. Usa las propiedades de los limites y evalia los siguientes que se enlistan a continuacién:

¢ r+1
0’) xlin;ll z2—z—2

2
b) lim £=2
) t—3 =3
1
VOth

W=

c¢) lim
h—0

>
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2. Usando los limites laterales, determina si los siguientes existen.

|z|—=
T

a) lim
z—0
b)

¢) lim
z—1t

lim £°=1
a1 171

V2z+1-/3
rx—1

d) lim | |z ]? (z+1-2)

z—0
/ 2—x
© M2, e
{m 2+l
1) Jim
g) lim f(x), donde
r——1
2z2+1
443
flz)=
2341
22 —6x+5

siox<—1,

si x> -—1.

3. Esboza la gréfica de f(x) y determina en qué puntos la grafica de la funcién es discontinua.

a)

| 3z — 6 |
fle)=¢X 22 -3
4
b)
22 —6
fle)=¢ 22 -3
4
¢)
20— 3
f(@) =
Inx

siox <3,
3<x<h,

T > 5.

si

si

si x <3,
3<x<h,

T > 5.

si

si
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H‘
| [~
w
\

4. Determina el valor de a y b, para que las siguientes funciones sean continuas.

a)
ax + 11 si x <3,

22—8r+16 si x> 3.

3r+5 si x< -1,
fl@)=1 ax’+b si —-1<z2<2,
6— 3 si x> 2.

c)
x;_;24 si x# -2,
flx) =
a si xz=2
d)
2z +1 siox <1,
flx) =

ar®—2 si x> 1.

5. Calcula los siguientes limites.

x*—2z2—1
2244341

; 20344’ 4x
b) xh_}n(’)lo 325 —2z14+x—1

a) lim

5 3
3 z°—2x
c) lim e
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3.2. Limites trigonométricos

En esta seccidn, se retomardn a las funciones trigonométricas, logaritmica y exponencial, y se
estudiaran algunos limites importantes que involucran a éstas. Se comenzarda comprobando que

lim sint = 0. Consideremos la figura:
t—0

)

ost,sint)

Observaciones:

1. Si =27 < t < 2, entonces la longitud de arco PQ =| t |. Es decir, el punto P = (cost,sint)

estd a una distancia del punto @ = (1,0) de | ¢ | unidades a lo largo del circulo z2 + y? = 1.
2. La distancia de P a Q: d(P, @), no es mayor que f’@, es decir:

d(P,Q) < PQ.

3. Se traza desde P una perpendicular al eje x, siendo R el punto de intersecciéon. Entonces,
d(P, R) =| sint |. Por otro lado, en el tridngulo rectdngulo PRQ, | sint |= d(P, R) < d(P,Q),
debido a que PQ es la hipotenusa y PR un cateto en dicho tridngulo.

4. Por lo tanto,
|sint |[< PQ =|t].

Esto se deduce de las desigualdades de los pasos (3), (2), y del valor de PQ en (1). Por

consiguiente, — | ¢t |<sint <| ¢ |, y aplicando la ley del sandwich, se tiene que
lim | sint |[= 0.
t—0
5. Por otro lado, como — | sint |[<sint <|sint |, se tiene finalmente que

limsint = 0.
t—0
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Ahora, se observa que de la desigualdad del paso (2) y el valor de PQ de (1), se obtiene 0 <
d(P,Q) <| t|, y por la formula de la distancia, se tiene

0<+/(cost—1)2+ (sint —0)2 <[ t].

Simplificando esta desigualdad, se obtiene 0 < cos?t —2cost+ 1+sin?t < t2, que a su vez, equivale

a0<2—2cost <t De aqui, se obtienen las siguientes desigualdades:

0< =t <L i t>0,

0>1=sl>1 & ¢<0.
Por lo tanto,
1 —cost 1 —cost
lim =0 lim =0.
t—0+ t J t—0— t
Asi que entonces,
1 —cost
lim ——— =0.
t—0 t

Por otro lado, la desigualdad vista anteriormente, dada por 0 < 2—2cost < t2, se puede simplificar

como 1 — % < cost < 1. De aqui se desprende que

limcost = 1.
t—0

Ahora, se determinard un limite importante:

. sint
Iim —.
t—0 t

Consideremos la figura:

Supongamos que 0 < t < § y que P = (cost,sint). Entonces, A = (1,sint) y R = (cost,0). De
acuerdo con esto se observa que ]SZQ < d(P,A) 4+ d(A,Q). Por otra parte,

PQ =|t|=t,

d(P,A) =d(R,Q) = /(1 —cost)? =1 — cost
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y d(A,Q) =d(P,R) = Vsin?t = sint.
Sustituyendo esto en la desigualdad ]5@ < d(P,A) + d(A,Q), se obtiene:
t <1—-cost+sint,
y como sint < t, entonces ¢ < 1 —cost 4+ sint < 1 — cost + t. Dividiendo entre ¢ esta doble

desigualdad, se obtiene
1 —cost sint _1-—-cost

1< + < + 1.
- t t t
Ahora, como 0 <t < § y limy_, —l_ctOSt =0, si t a 0 por la derecha en la desigualdad anterior, se
tiene que
sint
lim — = 1.
t—0+
En forma andloga, si —§ <t < 0, entonces
sint
lim — = 1.
t—0— 1
Por lo tanto, se concluye que
sint
lim — =1.
t—0 t

Se han obtenido el valor de tres limites importantes:

1 — cost int
ﬂ=0, limcost=1 y h’msi=1,
t—0 t

limsint = 0, lim
t—0

t—0 t—0 t

Utilizando estos limites, se pueden obtener el valor de otros con la ayuda de las propiedades de los

limites y de las funciones trigonométricas. Por ejemplo,

i , sinx  limg_,gsinxz O
lim tanz = lim = — =-=0.
z—0 z—0cosx  lim, ,gcosxz 1

Por lo tanto,

Iim tanz = 0.
z—0

3.2.1. Ejemplo. Comprueba que lim % =1
0—0

Solucion:

i tanf ” sinf 1
61—I>r(l) 0 a 61—I>r(l) 6 cos6

= <h’msm0> (h’m ! >
6—0 0 6—0 cos f

= (@)

= 1. N

3.2.2. Ejemplo. Comprueba que lim S22 — o donde « es cualquier constante diferente de cero.
r—

0 xT
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Solucién: Para obtener este limite, se hace un cambio de variable como sigue:

Sea ax =y, entonces r = % Como x — 0, si y sélo si y — 0. Por lo tanto,
. sinax , siny
lim = lim 7
z—0 xT y—0 <
[e%
, siny
= lima«
y—0 Yy
, siny
= «lim
y—0 y
= a(l)
= o N1
sinar _ «

Actividad 31. Comprueba que lim donde a y 8 son constantes diferentes de cero.

pp SinBz T B
[Sugerencia]. Usa el ejemplo anterior.

tan(2+z)—tan2 _ 2
———— =sec”(2).

3.2.3. Ejemplo. Comprueba que lim
z—0

Solucion:

tan 2+tan

1—tan2tanz tan 2

. tan(2+2) —tan2 )
lim = lim
z—0 x xz—0 xT

tan 24+tan z—tan 2(1—tan 2 tan )
l1-tan2tanz

= lim

z—0 X

i tan 2 + tan z — tan 2 + tan?(2) tan x
= lim

-0 z(1 — tan 2tan )

. tanz(1 + tan?(2)
im
2—0 (1 — tan 2 tan z)
. tanz 14 tan?(2)
= lim .
z—=0 1 —tan2tanx
) 1 + tan?(2)
= lim - 7
z—=0 z—01 —tan2tanx
= ()1 + tan2(2))
= SeC2(2). [ |

tanx

3

sin(3+xz)—sin 3

~ = cos 3.

Actividad 32. Comprueba que lim,_.g

3.2.4. Ejemplo. Usando un método algebraico, comprueba que

, 1l—cosz
lim — = 0.
z—0 x
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Solucion:

, 1l—cosx , l—cosz 1+cosz
Im ——— = lim .
z—0 T z—0 T 1+ cosx

1 —cos?x

250 x(1+ cosx)

sin?

m-—
2—0 (1 4 cos x)
sin x sinx

z—=0 = 1+ cosx

, sinx ) sinx
= Iim lim ——
z—=0 I xz—0 1+ cosx

0
= 1. —
1+1

= 0. N

Se analizan ahora algunos limites relacionados con la funcién exponencial y logaritmica. Recorde-

mos que la funcién exponencial es f(z) = e*, cuya gréfica es como sigue:

La grafica de la funciéon exponencial es creciente y positiva en todo su dominio. De acuerdo con

esto, se tienen:

lim e = oo, lIim e =0 y lime*=1.
T—+00 T——00 z—0

Otra propiedad importante, es por su rapidez de crecimiento. La funcién exponencial crece mas

rapido que cualquier potencia de x conforme x — oco. Esto se traduce en términos de limites como:

lim — = o0
x—o0 L
O de manera alternativa,
xn
lim — =0, donde n es cualquier constante positiva.
x—o00 e¥
Por ejemplo,
2
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. e Z I— 2
3.2.5. Ejemplo. Evalua $lggo ﬁ
Solucién:
i e — x? _ oy 1—x2e®
1500 3¢% 4 4z3 | w00 3+ dade?
~1-0
340
1
= -. 1
3
De manera alternativa, la funcién logaritmo natural f(x) = Inx, tiene las siguientes propiedades:
Yy
f(z)=Inzx
(1,0) x
lim Inz = oo, lim Inz=—-00 y limlnz=0.
T—00 z—0t rz—1

De hecho, la funcién f(z) = Inx crece mas lento que cualquier potencia positiva de x. Esto es,

Mis adelante, se comprobaran estos hechos cuando se definan conceptos como la derivada o la
integral.

3.2.6. Ejemplo. Sip > 0, comprueba que lim 122 = 0.
T—00

xP

Solucién: Sea y = «P. Entonces,
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3.2.7. Ejemplo. Sik > 0, comprueba que lim z¥Ilnz = 0.

z—0t
Solucién: Sea z = % Entonces,
k
1 1
lim z"lnz = lim <—) In —
z—0+ y—o0 \ Y Y
. —Iny
= lim T
y—oo Y
. Iny
= — lim —=
y—00 Y
= 0. N

Con las ideas anteriores también se pueden calcular limites relacionados con las funciones hiperbdli-

cas. Por ejemplo,

lim sinhz = lim
xr—r00 xr—r00

Actividad 33. Comprueba la validez de los siguientes limites
1. lim sinhz = -
T——00

2. limsinhz =0
z—0

3. lim coshz = o0
r—+o0

4. lim coshz = 1.
x—0

3.2.8. Ejemplo. Comprueba que lim tanhz = 1.
T—00

Solucién:
T _ ,—T
Iim tanhz = lim c-°
T—00 z—o0 ef + e~ %
et _ % et
- i (555 (=)

1— €—2$
= lim ——
z—o0 1 4+ e~ 2

~1-0

140

= 1. N
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LISTA DE EJERCICIOS. SECCION 3.2

1. Calcula los siguientes limites.

‘ in 5x
a) lim BT
) z—0 3z
’ sin 3z+sin 4x
b) 313% sin Tx
. T
C) ili% sinx
d) lim tan 3z
) z—0
; sin(2z—1
e) lim 4;271)
xz—1/2
f) lfm soz.
T

2. Comprueba que si g € R, 8 # 0, entonces

, tanpfBx
lim
z—0 X
3. Deduce del ejercicio anterior que
tan ax
{ = donde

o
im =—
=0 tan Bz 3’
4. Calcula los siguientes limites.

2

. T
CL) 313% sinz

S

) lim l—cosz
a0 T
Ii sinz
) z—0 vV
) lim Lsin g
z—0 7T

o

U

l—cosz
sinx

9]

y
) lim

Iim xsecx cscx
x—0

~

: l—cosz
ili% rsinz

)
)
) lim z cotx
)
)

IS

z—0

i) lim L sin® (5)

§) lim 22 csc(2x) cot (2x)
z—0
E) 1 sin? 6
) GIL% 9z
N 1 sin(262)
) Gl_rf(l) 0z
m) lim sin 2z

ps( T COs 3z

1—cos 2z

n) lim ==

z—0

a,BeR a,B #0.
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~ 17, (sin3x)?
’Il) li z2coszT
z—0
0) lim —5”;929
0—0
s r—tanx
p) 313% sinx
‘ cos 2x
q) lm s
w4 cos z—sinx
‘ tanxz—1
7") lim cos x—sinx
xz—7/4
s) lim lsin|
z—=0 <
t) lfm <osz
xz—7/2 2z—m
. 1 1
u) 313% (sinx - tanx)

v) lim (% —=2)tanz

’LU) lim \/57\'/12+cosx
x—0 s~ x
33) m cos(a+z)—cos(a—x)
z—0 z
, cos(2z)—sin(Z—x
y) lim cos(2e)—sin(5—2)
z—0 z
3 tan? z+tan x—2
z) lim SR TTART—Z
z—7/4

5. Comprueba la validez de los siguientes limites.

lim tanhz = —1
T—r—00

a

S

Iim cothz =1
T—00

lim sechx =0

)
)
) T—00
)
)
)

o

d

lim csc hx = oo
x—0

lim tanh™' 2 = oo
r—1—

(&

f

lim coth™ 'z = 0.
T—00
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3.3. Derivadas trigonométricas

En esta seccion, se concentrard en las derivadas de las funciones trigonométricas. La derivada
es un concepto fundamental en el cdlculo diferencial. Con éste, se puede obtener la recta tangente
de una curva en un punto; esta relacionado con la velocidad instantanea, y en general, con la razén

de cambio de una variable con respecto a otra.

3.3.1. Definicién. Sean y = f(x) una funcion y a € Domf. La derivada de f en el punto x = a,

denotada por f'(a), es el limite

f,(a) :}Lfi% f(a'i_h})L_f(a)’ (3‘1)

donde f'(a) € R.

.7 . .7 . . /
También se dice que la funcién f es derivable en x = a, cuando existe f (a). De otra forma,

no lo es.

De la ecuacién (3.1), si # = a + h, se obtiene x — a = h. Por lo tanto, h — 0, si y sélo si

x — a. De esta forma,

et F@ED @) F @) fa)
h—0 h T—a r—a
Asi que la ecuacion (3.1), también se puede definir como
) i 1) = @)
T—a Tr—a
Otras notaciones para f (a) son:
df () df dy /
do dx s v{a)
r=a Tr=a r=a

Geométricamente, la derivada de f en x = a, expresa la pendiente de la recta tangente a la grafica

de y = f(x), que pasa por el punto (a, f(a)).
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Luego, como f (a) es la pendiente de la recta tangente | que pasa por (a, f(a)), la ecuacién de I

estd dada por

/

y— fla)=f(a)(z—a). (32)

También se puede definir f,(a:) al sustituir a por la variable independiente x. De esta forma, se
obtiene una nueva funcién f'(z) (la funcién derivada) a partir de f(z). Es decir,

/ fla+h) ~ f(z)

f (z) = lim

para toda x donde existe el limite.
h—0 h

3.3.2. Ejemplo. Calcula la ecuacién de la recta tangente [ a la grafica de f(z) = 22, en el punto
(2,4).

. s . . .z /
Solucién: Primero se determina la funcién f (x).

/ , f(m‘i‘h)—
flz) = lim h

(x + h)? — 22
he0  h
2 + 2zh + h? — 2

f(z)

Como a =2y f(a) = 4, la pendiente de la recta tangente [ es f'(a) = f (2) = 4. Luego, empleando
la férmula (3.2) se tiene que la ecuacién de [ es y — 4 = 4(x — 2). Reduciendo esta ecuacién, se
obtiene

y=4r—4. N

Actividad 34. Determina la ecuacién de la recta tangente [ a la gréfica de f(z) = /x, en el punto
(4,2).

La derivada de una funcién se puede calcular de una manera méds sencilla si se consideran las
siguientes propiedades (reglas de derivacidn).
3.3.3. Teorema. Sean f y g funciones derivables en x. Entonces

1. 8i f(x) = ¢ (c una constante) para toda x € Domf, entonces f (x) = 0.
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2. Si f(z) =z, conn €N, entonces f (z) = na""'.

3. Si h(z) = af (x) + bg(z), donde a,b € R, entonces h'(x) = af (z) + by (z).

4. Sih(x) = f(x)g(x), entonces h'(x) = f'(x)g(z) + f(2)g (x).

5. Sih(x) = Lg y g(x) # 0, entonces

Se deja como ejercicio para el lector demostrar estas propiedades.

También se observa que si

1
h(z) = m; f(x) #0, entonces por la propiedad 5, se tiene que

PRI {CO R B JCO N )

f
[f ()] [f (@)

Esta férmula se puede utilizar para generalizar la propiedad 2 a exponentes negativos. Asi, si n es

un entero negativo y m = —n, entonces f(x) = 2" = g%m, y
/ ma™ ! ma™ ! ) _
£ @) =~ =~ = (T ar

Mais atin, esta férmula se puede generalizar a exponentes racionales, pero esto se hard mas ade-
lante. Por ahora se estudiard la derivada de las funciones trigonométricas. Para obtenerlas, basta
determinar la derivada de las funciones sinx y cos z. Las otras se obtienen utilizando las reglas de

derivacién, puesto que dependen de las funciones seno y coseno.

1. Sea f(z) = sinx. Entonces

/ St h) - f(2)

= 1
f(x) lim Y
— Ym sin(z + h) —sinx
h—0 h
, sinxzcosh+coszsinh —sinx
= lim
h—0 h
. sinz(cosh — 1)+ cosxsinh
= lim
h—0 h

1 —cosh ., sinh
—————— 4 cosx lim ——
h h—0

= —sginz lim
h—0 h
= —sinz-(0) +cosz- (1)

= COST.
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2. Sea f(x) = cosz. Entonces

vy e [t h) - f=)
f(z) = lim 5

h—0

. cos(x+h)—cosx
= Iim
h—0 h
cosxcosh —sinxsinh — cosx

= 1i
B0 h
cosz(cosh — 1) —sinzsinh
= lim
h—0 h
1—-cosh sin h

= —cosz lim —sinzx lim
h—0 h—0

h
= —cosz-(0)—sinz- (1)

h

= —sinzx.

3. Sea f(x) =tanz = zg;‘;, donde cos z # 0. Para determinar la derivada de esta funcién, basta

utilizar la propiedad 5 de derivacién. Asi,

/ cos x cos T — sinx(—sin x)

f(z) =

cos? x

2 )

cos“x +sin“x
cos2 x

1

cos2 x

= SGC2 Z.

De la misma forma, se pueden obtener la derivada de las funciones f(z) = cscx, f(x) = secz y
f(x) = cot x.
Actividad 35. Comprueba que

1. Si f(z) = cscx, entonces f (x) = — cscx cot

2. Si f(z) = secx, entonces f (x) = secxtan z

3. Si f(z) = cotz, entonces f (x) = — csc .

Haciendo un resumen, se tiene que:

(sin x)/ = cosx (cot :1:)/ = —cscx
!

(cosx) = —sinzx (sec a:)/ = secrtanx

(tan l‘)/ =sec’z (csc a:)/ = —cscxcotx
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Por ejemplo, se puede obtener la derivada de las siguientes funciones:

1. Si f(x) = tanz + sinz cos z, entonces

f(xz) = sec®x+ cosxcosax + sinz(—sinz)

2

2y —sin’ 1.

= sec’z + cos

2. Si f(z) = #2Z entonces

/ cos z(x) —sinz(1)
f@) = —
rcosx —sinx

2

X

3. Si f(x) = ——%—, entonces

r+tanz’

/ _ I(z +tanz) — x(1 + sec? x)
Jx) = (x + tan x)?

x4 tanx — x — xsec? x

(x + tan x)?

tanz — x sec? x

(z + tan x)?

Una primera consecuencia de la derivada es que toda funcién derivable es continua.

3.3.4. Teorema. (Derivabilidad implica continuidad). Si y = f(x) es una funcion derivable

en x = a, entonces [ es continua en a.

Demostracién:
I [f(z) = f(a)] = ;%x—“)‘w
-t - ) Jin L0 S
= 0-f(a)
= 0.

Por lo tanto,

lim f(z) = f(a), y f es continua en a. O
r—a

El reciproco de este teorema no se cumple. Para ver esto, se estudia la funcién f(z) =| z | en

x = 0.

Es claro que f(x) es continua en x = 0. Sin embargo,

/ o F0R) = £(0)

f(O) - h—0 h
. J0O+h[—]0]
= lim——r"r——
h—0 h
= ll’mm.

z—0 h
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Pero este 1ltimo limite no existe (vedse ejemplo 3.1.4). Por lo tanto, f(z) =| = | no es derivable en

x = 0. Asi, esta funcién es continua en x = 0, sin ser derivable en 0

De esta forma, si una funcién f es continua en algin punto, no garantiza que sea derivable en
ese punto. Las funciones que tienen este comportamiento son aquellas en cuya grafica presentan
cambios bruscos o picos en algin punto. Geométricamente, significa que en los picos de la grafica
de una funcién, no se puede definir una recta tangente.

Y

Ahora, se vera un resultado que es una extencion de la regla del producto para derivadas. Este, per-
mite derivar potencias de funciones, y en general, de funciones que son resultado de la composicion

de dos o méas funciones. Por ejemplo, la derivada de

y = [f@)

/

no es 3[f(x)]?, sino que 3[f(z)]? - f (z). En efecto, por la regla del producto, se tiene que

D= L f@P = @) @) @)
= S@) @) f@) + Fa)- £ @) f@) + @) f@2) f ()

/

= 3@ f ().

3.3.5. Teorema. (Regla de la cadena). Si g es una funcién derivable en a y f es derivable en

g(a), entonces la composicion h = f o g definida por h(x) = f(g(x)) es derivable en a, y

Demostracién: Sea u = g(x) tal que u, = g(a). Supongamos que g(x) # g(a) para z cerca de a

vy © # a. Entonces

/ . (fog)(@) —(fog)la)

e = T
o £9@) = Flg(a))
_ o FW(@) — f(g(a)) g(z) —9(a)
e roa g(x) = g(a)
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Por otro lado, se sabe que si g es derivable en a, entonces g es continua en a. Por lo tanto, cuando

x — a, g(x) — g(a); es decir, que u — u, cuando x — a. Entonces,

/ o J@) — flgla)) . 9(z) —g(a)

R T e oy R 7 gy
L f =S el —g(a)
= f,(uo)'g/(a)

Por lo tanto,

!

(fog)(a) = f(9(a))- g

En general, si u = g(x) es una funcién derivable en z y y = f(u) es derivable en u, entonces la

(a). O

composicion y(z) = (f o g)(x) es derivable en z, y

/ !

(fog)(z) = f(g9(x)) - ¢ (2).
Esta férmula, también se acostumbra escribir (en forma diferencial) de la siguiente manera:
dy d
pra i COIC))
d d
= 2766 Lo
_ df(u) du
- du  dx
_ dy du
- du dx
Asi que
dy _dy du
dr  du dx

Un caso particular para la regla de la cadena es cuando y = f(u) = u", donde n es un entero y
u = g(zx). Se observa que y = (f o g)(x) = f(g9(z)) = [9(z)]". Entonces
@ dy du d du du

— 7 _ n _ nunfl el
dz

dx du.da:_duu.dx_
d
o n—1 .
= @)™ )

= nfg(@)]"" g ().
Por lo tanto,

Esta derivada se conoce como la regla de la potencia. Sin embargo, este resultado se puede

extender a potencias racionales, es decir, si r = p/q, donde p,q € Z y q # 0, entonces la funcién

y=u" =uPl=Yur = (\q/ﬁ)p ,donde u depende de z, tiene derivada
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dy _ r—1 du
dr e dx
En efecto, sea
y=u" = ul/d, (3.3)

Elevando a la potencia g-ésima ambos lados de la igualdad de la ecuacién (3.3), se obtiene
y? =uP. (3.4)

Derivando (3.4) ambos lados de la igualdad, se obtiene por la regla de la cadena

dy du
qg—129 _ p—l_'
w dx v dx
Entonces,
—1
dy _ pw? d_u:Eupflylfqd_u
dx qui~ldr ¢ dx
= Bupfl(up/Q)lfqd_u = Eupflup/qufpd_u
dr q dx
_ P w1 du
q dx
du
_ r—1%%
= o

3.3.6. Teorema. Seay = [f(x)]" una funcion derivable en x y r € Q. Entonces

dy . /
L@ f @),

Por ejemplo, se puede calcular la derivada de las siguientes funciones:
1. Si f(z) = sin®z, entonces f () = 3sin’z cos .
2. Si f(z) = sin® z cos* x, entonces

f(z) = 3sin?zcosz-cos’z+sin®x [4 cos® z(—sin )]

= 3sinzcos® z — 4sin® z cos® 2.

rsinx

3. 51 f(z) = (2tan2:v)3’ entonces

£ () zsinz \? (sinz + zcosz)(2tan? z) — (z sin z)(4 tan z sec? z)
X = .

(2tan? z)2
2

B < xsinx )2 (sinz + z cosx)(2tan® x) — 4z sin x tan z sec?

2tan? x

2tan? 4tant z

Actividad 36. Deriva las siguientes funciones.
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1. f(z) = (1 +tanx)3
2. f(x) = 2*sind z.

En general, si u es una funciéon que depende de x y derivable en x, entonces por la regla de la

cadena, se tiene

d o _ L du d _ du
7z Sinu = cosu - 7 7z Cscu = —cscucot ug
d o L du d _ L du
gp COsSU = —slnu - - dusecu—secutanu dr
d _ 2, . du d _ 2, du
e tanu = sec” u dr prs cotu = —csc UG

3.3.7. Ejemplo. Calcula la derivada de las siguientes funciones.
1. f(z) = sin?2*

2. f(z) = \/cos/x

3. f (l‘) - \/C(s)isn2§$'

Solucién:

1. Esta funcién, se puede escribir como f(x) = (sin2*)?. Entonces,

/ !

f(x) =2sinz? - (sinz?) .

Pero (sinz?*)" = cosz* - (423). Por lo tanto,

!

f(x) = 2sinz* cos 2% (42%) = 82° sin 2% cos 22,

2. Esta funcién, conviene escribir como f(z) = (cos /z)'/2. Luego,

!

() = 5 (cos /)2 (cos V)

Pero (cos /z) = —sin/z - ﬁ Por lo tanto,

"(x zlcos 2)"12 . [ —sin xi :_—sinﬁ
)= Sloos A (i 5o ) = R
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3. Para derivar esta funcién, se aplica la regla del cociente. Esto es,

—sin 22(2) - V/sin 3z — cos 2 - ——~—— - cos 3x(3)

/ 24/sin 3z
f(@) = |
sin 3z
—92sin 224/sin 3¢ — 3<os2x cos 3z
- Vsinda — SGVEE
sin 3x
—4 sin 2x sin 3x—3 cos 2z cos 3z
— 2+/sin 3z
sin 3x

4 sin 2x sin 3x — 3 cos 2x cos 3z

2sin 3xv/sin 3z

Ahora se estudiard la (derivada de las funciones trigonométricas inversas). Recordemos que
si f es una funcién inyectiva en el intervalo [a, b], entonces f tiene funcién inversa f~! definida en el
intervalo [f(a), f(b)]. Una funcidn inyectiva tiene la caracteristica de que su gréfica es estrictamente

creciente o decreciente, donde funcion creciente (decreciente) se define de la siguiente manera:

3.3.8. Definicién. Sea f(x) una funcion.

(i) Se dice que f es creciente en [a,b], si para todo x1,x9 € [a,b] tal que T1 < 2, entonces

fz1) < f(z2).

(ii) Se dice que f es decreciente en [a,b], si para todo x1,z2 € |a,b] tal que 1 < 2, entonces

f(z1) > f(x2).

a *1 L2 T a T1 T2 T
1 < T9 r1 < T9
Grafica de f creciente Grafica de f decreciente

Si una funcién f cumple f (z) > 0 para todo x € (a,b), significa que la pendiente de la recta
tangente a la gréfica de f en (z, f(z)) es positiva, y esto quiere decir que la grafica de f en |[a,b]
es creciente. De igual forma, si fl(a:) < 0 para todo = € (a,b), significa que la grafica de f es
decreciente en [a, b].

De esta forma, para averiguar en qué intervalo(s) la grafica de una funcién f sea creciente o decre-
ciente, basta resolver f'(z) > 0 o f'(z) < 0. En los intervalos donde f sea creciente o decreciente,

la funcién sers inyectiva y tendré funcién inversa f~!(z).
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3.3.9. Teorema. Sea f una funcion derivable en (a,b), con f(x) > 0 para todo = € (a,b).

Entonces, la funcién inversa x = f~1(y) existe y

Demostracion: Consideremos la figura:

y+k

Se debe mostrar que

[f_l(y)]l = ]llgé fﬁl(y ki klz: — fﬁl(y) existe.

Por el teorema del valor intermedio, se sabe que para valores pequenos de k, y + k puede escribirse

como un valor de f. Hagamos = = f~!(y), y sea h = f~'(y + k) — f~(y). Entonces
e=f"Yy) v fly+k)=z+h

Por otra parte, y + k = f(x + h) y, por lo tanto, k = f(z + h) — f(z). Asi, se tiene que

fly+k) -y _ h _ 1
k ~ flw+h)— f(x) DG

Es claro que cuando h — 0, k — 0. Reciprocamente, cuando k£ — 0, existe exactamente un valor A
tal que f(z 4+ h) =y + k, porque la funcién inversa estd definida. Por consiguiente, f(z+h) =y y

el valor correspondiente de h — 0. Luego,

Ly PN s () Rl A ) I RR DR,
@)~ i T A% B =[] -
Por lo tanto, )
1 o
R e T

Con este teorema, se puede obtener la derivada de las funciones trigonométricas inversas.
1. Sea z € (—1,1). Entonces,
. / 1
arcsinx) = ——.
( )=
En efecto, si f(z) = sinz, entonces f (z) = cosz > 0 e inyectiva en (—m/2,7/2). Luego,
existe f~!(z) = arcsin z definida en (f(—7/2), f(7/2)) = (—1,1). Para x € (—1,1),
_ ! 1 1 1

f(f~Y(z))  f'(arcsinz)  cos(arcsinx)’
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Por otra parte,

[sin(arcsin z)]% + [cos(arcsin z)]? = 22 + [cos(arcsin z)]? = 1.

Entonces,
cos(arcsinz) = /1 — 22.
Se toma la raiz cuadrada positiva, debido a que arcsinz € (—7/2,7/2) y en este intervalo,

cos(arcsin ) > 0. Por lo tanto,

/ 1
(arcsinz) = ——; =€ (—1,1).

V1—22

2. Sea x € (—1,1). Entonces,

/ 1
arccosr) = —————.
(axccos ) = ————
En efecto, si f(x) = cosz, entonces f (x) = —sinz < 0 e inyectiva en (0, 7). Luego, existe

f~1(x) = arccosx definida en (f(7), f(0)) = (—1,1). Para = € (—1,1),

[f_l(x)}/ _ 1 _ 1 _ 1

f'(f~Y(z))  f'(arccosx) —sin(arccosz)

Por otra parte
[sin(arc cos z)]% + [cos(arc cos )]* = [sin(arc cos x)]? + z* = 1.

Entonces,

sin(arccosz) = /1 — 22.

Nuevamente, se toma la raiz positiva debido a que arccosz € (0,7) y en este intervalo,

sin(arc cos z) > 0. Por lo tanto,

/ 1
(arccosz) = —ﬁ; x € (—1,1).
3. Sea x € R. Entonces,
/ 1
t = .
(arctan ) 22

En efecto, si f(z) = tanz, entonces f (z) = sec®z > 0 e inyectiva en (—7/2,7/2). Luego,
existe f~1(x) = arctan? z definida en todo R, puesto que la imagen de la funcién tangente es
todo R. Para = € R,

1 r 1 B 1
STEN = P P )
1 1
" sec?(arctanz) 1+ tan®(arctan )

1
1422
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4. Sea x € R. Entonces,
1

tr) = ——.
(arccotx) T2

Se deja como ejercicio para el lector la comprobacién de este resultado.

5. Sea x € R tal que | z |[> 1. Entonces,

/ 1
arcsecr) = ——————.
( ) |z | Va2 —1

En efecto, si f(x) = secz, entonces f (x) = secztanz > 0 e inyectiva en (0,7/2) U (1/2, 7).

Luego, existe f~!(x) = arcsecz definida en (1,00) U (—o0, —1).

a) Six € (1,00), entonces arcsecx € (0,7/2) y tan(arcsecz) > 0. Por lo tanto,

tan(arcsecz) = \/sec?(arcsecz) — 1 = /a2 — 1.

b) Six € (—o0,—1), entonces arcsecx € (7/2,m) y tan(arcsecz) < 0. Por lo tanto,

tan(arcsecz) = —+/sec?(arcsecs) — 1 = — /a2 — 1.
Luego, si | z |> 1,
/ 1 1
-1 . _
SUE = P T Flaresecs)

B 1 B 1

~ sec(arcsecr) tan(arcsecz)  x tan(arcsecr)
1

Va2 — 1
1

|z | Va2 =1

6. Sea = € R tal que | z |> 1. Entonces,

/ 1
(arcescr) = ————+——; |z |> 1.

|z | Va2 =1

Se deja como ejercicio para el lector la comprobacién de este resultado.

Aplicando la regla de la cadena, los resultados anteriores se cumplen cuando u es una funcién que

depende de = y derivable en z. Esto es,
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(arcsinu) = \/11—W S we (-1,1)
(arccosu) = — 1£u2 : %; ue (—1,1)
(arctanu) = HluQ : g—g; para todo u € R

(arccotu) = —ﬁ . %; para todo uw e R
(arcsecu) = W% . %; |u|>1
(arccscu) = _Iu\\/iﬁ . ‘;—;‘; |u|>1
3.3.10. Ejemplo. Deriva las siguientes funciones.
1. f(l‘) — earcsin;r
2. f(x) = arccos/x
3. f(z) = In(arctan /).
Solucién:
1. Sea u = arcsin z. Entonces g—g = ﬁ Luego,
, ) 1 earcsinz
) = earcsmx . — .
/(@) V1—22 V1-—22
2. Sea u = \/z. Entonces % = ﬁ Luego,
/ 1 1
€Tr) = — - _
S (@) 1—2 2z
3. Sea u = arctan y/z. Entonces, 2—; = 14—% . ﬁ Luego,
/ 1 1 1
flx) = u

arctan vz 1+z 2z

Se estudiard ahora la derivada de la funciéon exponencial y logaritmo. Como primer paso, se pro-

bard que f(x) = e es derivable en 2 = 0; es decir,

h _
£(0) = 1im ——1

= 1.
h—0 h

Para comprobar este resultado, se usara una desigualdad cuya prueba no se presenta aqui. Esta

desigualdad se conoce como desigualdad exponencial:

e >1+x paratodo xz€R.
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(a)

Sea 0 < h < 1. Por la desigualdad exponencial, se tiene

eh—1_(1+h) -1 h
> =—=1. .
ho = h h (3:5)

También por la desigualdad exponencial, se tiene que e > 1 — h. Entonces

1 1,
> =
1-h=eh €

Restando ambos lados de esta desigualdad por 1, se obtiene

1
S
1-n =€

Haciendo las operaciones adecuadas en esta ultima y reduciendo, se tiene

1 e —1
— > . 3.6
1—h =~ h (36)
Por (3.5), (3.6), y por el hecho de que 0 < h < 1, implica que
h _
1 e 1 -1
1-h~ h —
De aqui se concluye que
Tt
im =1.
h—0+ h
Supongamos nuevamente que 0 < h < 1. En el limite anterior, hagamos h = —y. Por lo tanto,

h — 0T, siy sélo si, —y — 0T, y esto es equivalente a —h = y — 0~, porque —1 < —h < 0.

Por lo tanto,
h —
1 ¥y _ 1
lim € = lim € =1.
h—0+ h y—0—  —Y

Este ltimo limite es equivalente a

—h
e " —1
lim =1.
h—0— —h
Por otra parte, en el inciso (a) se ha comprobado que ﬁ > e/, y por la desigualdad expo-

nencial, se tiene e” > 1 4 h. Juntando estas dos desigualdades, se tiene que

1 h
>e">1+4h.
1-n=°~
Aplicando la ley del sandwich para limites en la desigualdad anterior, se concluye que

lim e" = 1.
h—0t

Por lo tanto, se tiene también que

lim e " =1.
h—0—
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Por consiguiente

= lim 1-et
h—0— —h

T
h—0— h

Una consecuencia inmediata de este limite es el siguiente:

3.3.11. Corolario. Sea f(x) =¢€". Six € R, entonces

/ d
f(z)= %ex =e"
Demostracién:Sea = € R. Entonces,
: fla+h) = f@)  ethoer
@) h—0 h hlg(l) h

r, h _ _x h 1

= Iim € ¢ _ e” lim

h—0 h—0 h
= . O

Asi que la derivada de la funcién exponencial, es la misma funcién exponencial.
En general, si h(z) = €*, donde u es una funcién que depende de z, entonces por la regla de la

cadena se tiene que

3.3.12. Ejemplo. Calcula la derivada de las siguientes funciones.
1. f(z) = esina®
2. f(z) =a% ev®.

Solucién:

1.

f(x) = e . cosa® - (322) = 32 cos 2™’
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/ 1 .’E2
— RV 2, Nr_— e vV
f(z)=2x-ev¥+2°-€ NG <2:1:+2\/5>e . i

También se puede obtener la derivada de la funcién exponencial y = a®, con a > 0y x € R. Primero

se observa que

Entonces
na)® 1
aCU — (ena> — eCU na'

Asi que

%ax _ %(exlna)

= "M% ing

= a*lna.

Por lo tanto,

d _ T
w0t =a Ina.

En general, si f(z) = a", donde u es una funcién derivable que depende de x, entonces por la regla

de la cadena, se tiene que
d du

—a" = [a"Ind] T
x

dx

3.3.13. Ejemplo. Calcula la derivada de las siguientes funciones.
1. f(x)=2sine
2. f(x) = cos (10\/5>.
Solucién:
1. f'(z)=2""".1In2. cosz.

2. f(z) = —sin (10ﬁ) 10V 105 W

3.3.14. Teorema. Six > 0, entonces
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Demostracién: Sea f(x) = e”. Se sabe que f () > 0 para todo = € R. Entonces, f~!(z) = Inz

para todo x > 0. Aplicando el teorema 3.3.9, se tiene que

’ 1
-1
x = —
R T
B 1 1
~ f'(lnz) elnz
_ 1
= -
Por lo tanto,
1
i lnx=—; z>0. O
dx x

En general, si h(z) = Inu, donde u es una funcién positiva que depende de z, entonces

3.3.15. Ejemplo. Calcula la derivada de las siguientes funciones.
1. f(z)=Inyz
_ .2 1
2. f(z)=2%In (IQH)

3. f(z) = In3(2?).

Solucién:

' — 3
2 1@ =20 (g ) 4t 40 [rp] = 2o () -

30 () =312 - L 3a? = )

x

3.3.16. Teorema. La funcion exponencial f(x) = e* se puede expresar mediante el limite:

e’ = lim (14—{)”.

n—o00 n
Demostracion:
1 . In(t+h)—Int
T gt T
1/h
~ Jim S <ﬂ> — lim In <1+ﬁ> ]
h—0 h t h—0 t

N
= In [h’m <1+—> ]
h—0 t
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Luego, sea n = 1/h. Como h > 0, entonces n — oo cuando h — 0. Asi que

1 3 1\"
zzln[,}gﬂo(”a)]

Ahora, si se escribe x = %, se obtiene

T\ "
r=mn[lm (1+5)"].
n— o0 n
Finalmente, aplicando e a ambos lados de la igualdad anterior, se obtiene

e’ = lim (1—|—£)n. O
n

n—0o0

Siz =1 en el limite anterior, se obtiene una expresién para el ntimero irracional e:

1 n
e = lim (1 + —> .
n—oo n

3.3.17. Ejemplo. Comprueba que

lim (1 + h)/" = e.
h—0

Solucion:

Sea n = 1/h, donde h > 0. Entonces, h — 0, si y sélo si n — 0o. Por lo tanto,

1 n
lim (1 + h)Y" = 1im <1 + —) —c. N
h—0 n—00 n

El logaritmo natural de a, donde a > 0, también se puede expresar mediante un limite:

h—1
¢ =Ina.

En efecto, se ha visto que si f(z) = a

definicién de derivada, se obtiene

h—0
= d"lna.

Por lo tanto,
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LISTA DE EJERCICIOS. SECCION 3.3

1. Obtén la ecuacién de la recta tangente de las siguientes curvas, en el punto donde se indica.

a) f(z) =+, en(4,2)
b) fx) =a®, en (3/2,27/8)
¢) flz) = %7 en (3,1).
2. Calcula los puntos de la curva y = 23 — 322 — 9z + 5, cuya recta tangente es paralela al eje .
3. Determina los puntos de la curva f(x) = 2* + 723 + 1322 + z 4 1 para los cuales, la recta
tangente forma un angulo de 45° con el eje .

3

4. Determina el punto de la curva y = 2°, en cuya recta tangente tiene pendiente 3 y pasa por

el punto (0, —2).

5. Determina los coeficientes de y = az? + bx + ¢, sabiendo que su gréfica pasa por (0,3) y (2,1),

y cuya recta tangente que pasa por (2, 1), tiene pendiente 3.

(@)

. La gréfica de la funcién f(z) = az® + bx? + cx + d, pasa por (—1,2) y (2,3). Si las rectas

tangentes que pasan por estos puntos son paralelas al eje x, determina a, b, ¢ y d.

7. Cada limite representa la derivada de alguna funcién f en algin ntimero a. Establece f y a

en cada caso.

a) lim 7”2}1*1
h—0

. (2+h)3-8
b) lim = —

8. Calcula la derivada de las siguientes funciones, empleando la definicion.
a) f(z)=222-1
b) f(x) =4 — 322
¢) f(z) =+2x+1.

9. Calcula la derivada de las siguientes funciones, empleando las propiedades adecuadas.

) f(z)
b) f(x) =sinxcos®x
¢) f(x) = (1 —sinz)?*
d) f(x) = (sinx — cosx)?
e) f(z) =cos?z*
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f) f(z) =tan?z?

g) f(x) = 2?cos (1)

h) flo) = g3t

i) f(x) = cos (i—ﬂ)

J) f(x) = tan/x

k) f(x) = sin(cosx)

) f(x) = cos?(sin? )
m) f(z) = x%e?

n) flz)=Ver +1

i) f(z)=e"

0) f(z) = esin(z?+1)

p) f@)=n (%)
q) f(x) =Intan(l —z)
r) f(z) =1In (ﬁ—ﬁ)

s) f(x)=In ﬁ—i

) flo) = (52

u) f(z) = arcsin Va2 —4
v) f(x) = arccose”

w) f(x) = arctan \/x
z) f(z) = arctan 2.



REGLA DE L’HOoPITAL 169

3.4. Regla de L’Hopital

En esta seccion, se estudiard la regla de L “Hopital. Esta regla se aplica para el cdlculo de
ciertos limites, sobre todo, de aquellos que presentan algin tipo de indeterminacion tales como: 8,

0 - 0o, 0o — o0, entre otras.

Se comenzard enunciando algunos resultados importantes de la derivada. Posteriormente la regla

de L’Hopital, serd una consecuencia de estos.

3.4.1. Teorema. Sean f(x) una funcion derivable en (a,b) y z, € (a,b) tal que f(x,) es un valor

mdzximo. Entonces, f (o) = 0.

Demostracion:
Como f(z,) es un maximo, entonces f(z,) > f(z) para todo = € (a,b). Luego, para h pequeno se
tiene f(z, + h) < f(x,). Entonces,

(i) Sih >0, w < 0. Luego,

lim f(wo+h) — f(z,)
h—0+ h

<0.

(73) Sih <0, w > 0. Entonces,

Hm f(djo + h) - f(djo)

> 0.
h—0— h -

Como f es derivable, los limites laterales en (i) y (ii) coinciden con f(z,). Por lo tanto, f (x,) < 0
y f'(x,) > 0. Entonces se tiene que
(o) =0. O

3.4.2. Teorema. (Teorema de Rolle). Sea f una funcion continua en [a,b] y derivable en (a,b).
Si f(a) = f(b), entonces existe z € (a,b) tal que f (x) = 0.

Demostracién:

Si f es constante en [a, b], cualquier = € (a,b), satisface f (x) = 0.

Supongamos entonces que f no es constante. Como f es continua en [a,b], aplicando el teorema
3.1.19, existe un maximo y minimo de f en [a,b]. Sea z, € (a,b) tal que f(x,) > f(a), entonces
existe = € [a,b] tal que f(z) es un méximo de fy f (z) = 0.

De la misma forma, si z, € (a,b) y f(z,) < f(a), entonces existe x € [a,b] tal que f(x) es un
minimo de fy f(z)=0. O
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3.4.3. Teorema. (Teorema del valor medio). Sea f una funcion continua en [a,b], y derivable

en (a,b). Entonces, existe x € (a,b) tal que

Demostracion: Se define la funcién

o) = o) - | HE =L o),

Es claro que h es continua en [a,b] y derivable en (a,b). Ademas, h(a) = h(b). Entonces, aplicando

el teorema de Rolle, existe = € (a,b) tal que

W(z) = f(z) - f(bZ:Z(“) = 0.
De aqui, se sigue que
RY (UL (GRS

3.4.4. Teorema. (Teorema del valor medio de Cauchy). Sean f y g funciones continuas en

[a,b] y derivables en (a,b). Entonces, existe x € (a,b) tal que

Demostracion: Se define la funcién

h(zx) = f(2)lg(b) — g(a)] = g(x)[f(b) — f(a)].

Se sigue que h es continua en [a, b] y derivable en (a, b). Ademds, se tiene que h(a) = h(b). Aplicando

el teorema de Rolle para h, se tiene que existe = € (a,b) tal que

! !

W (x) = f'(@)lg(b) = g(a)] = g ()£ (b) = f(a)] = 0.

De aqui, se sigue que

3.4.5. Teorema. (Regla de L Hopital). Sean f(x) y g(x) funciones continuas y derivables en
/()

un intervalo abierto que contiene a, tales que existe lim L2 1im f(z) = 0 = lim g(z), y ¢ (z) # 0
z—a 9 () z—a T—a
en x # a. Entonces, existe 1im M, y
z—a 9()
lfim f(@) — lim f(x)

a—a g(x) r-a g () )
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Demostracion: Como f y g son derivables en a, entonces f y g son continuas en a. De esta
forma, se puede suponer que f(a) = 0 = g(a). Sea z un punto sobre el intervalo tal que x > a.
Como f y g son continuas en [a,z] y derivables en (a,z), entonces aplicando el teorema del valor

medio de Cauchy, existe z € (a,b) tal que

Como z depende de x y z € (a,x), entonces z — a cuando x — a. Por lo tanto,

@ @) (@)
hg@) () i g (@)

3.4.6. Ejemplo. Calcula los siguientes limites.

ef—e” *
sinz

1. lim
z—0

. rsinx
3. 313% l—coszx"®

Solucién:
1. Sean f(x) =e* —e ¥y g(x) =sinuz.

lim f(z) =0 = lim g(x).

rz—0 z—0

Entonces, por la regla de L’Hopital,

e® —
ilm ——=1llm — = - =2,
z—0 sinx z—0 COSZT 1

2. Sean f(z) =lnzyg(z) =2 — 1.

Por la regla de L'Hopital,

3. Sean f(x) =zsinzy g(x) =1 — cosz.

Por L’Hopital, se tiene

, rsinz , sinx 4+ xcosx 0
lm —=lm———=—-=0. N
z—=01—cosx =z—0 1-4sinz 1
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Nota: Para aplicar la regla de L’Hopital en el cdlculo de un limite se debe asegurar que se cumplen
las condiciones que se requieren. De otra forma no se puede aplicar dicha regla. Si el cociente

f /(x) / q (z) se indetermina de la forma 0/0, entonces se aplica por segunda vez la regla de L’Hopital.

La regla de L’Hopital tiene muchas variantes. Por ejemplo, en el enunciado del teorema, el namero

a se puede sustituir por oo 0 —oo. Es decir:

3.4.7. Corolario. Si f y g son funciones continuas y derivables en un intervalo, digamos (¢, o0)
f (@)

para alguna ¢ € R, tales que existe lim £~ y lim f(x) =0 = lim g(z), entonces
z—00 g () T—00 T—00
TANPACIE PN KC)

z—oo g(x) a—oo g (1)’

Demostracion:

Sea y = 1/z. Asi que y — oo cuando x — 01, Entonces,

o F0/2)

im
z—0+ g(1/x) y—00

9(v)
)]

f(y)
9(y

eo0 g (L/z)  ymoo g ()

La segunda igualdad se debe a que si y = f(1/z) y y = g(1/x), entonces y = f'(1/z) - (=1/z2)
vy =g (1/x) - (—1/22) respectivamente. Al hacer el cociente de ambas derivadas, se cancela el

término —1/z2. Por lo tanto,
tim £ — i L0 5

v gla) w0 g (2)

3.4.8. Ejemplo. Calcula el valor de lim “3’5’2.
T—00

Solucién:
Sean f(x) = (Inz)? y g(z) = 2°.

xr—r00 Tr—r0o0
Por L’Hopital, se tiene
2lnx 1
In x)?2 Inz = 1
hm( ):hm I —lim ——=1m-*=1m-—=0 N
oo 2 z—o00 21 T—00 T z—00 21 r—00 212

En este ejemplo, se empleo dos veces la regla de L’Hopital (primera y tercera igualdad).

Todas las variantes que tiene la regla de L’Hopital, se pueden resumir como sigue:
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Silimg ., f(z) = limgp g(z) = Ay limg_, ch Er) 4. entonces hmxﬁA ( = ¢; donde

A puede ser a o at 0a” 0000 —00
A puedeser 0 0 00 0 —00, ¥

¢ puede ser [ 0 00 0 —00

En el calculo de un limite, surgen otros tipos de indeterminaciones, tales como

0, oo?, 1%, 0-00, y 00— 00.

Los tres primeros casos se presentan sobre todo cuando se pide evaluar limites de la forma:

lin [ ()}

T—ra

Para resolver el problema de estas indeterminaciones, se recomienda escribir

y= [f(x)]g(x) y entonces, Iny = g(z)ln f(zx),

o también como

[f(2))9®) = e9@) I f(@),

Cuando en un limite se presenta una indeterminacién en la forma 0-oco, la funcién fg, se recomienda
escribirla como 1/Lg 0 17;f' Si la indeterminacion tiene la forma oo — 0o, se recomienda transformar

esta indeterminacién en la forma 0/0 o co/o0, y usar L’Hoépital.

3.4.9. Ejemplo. Calcula los siguientes limites.

1. lim zlnx
z—0+

. 1 1
2. g(gg [5 - 1n($+1):|

3. lim %%

z—0t

4. lim z*.
z—0+

Solucion:

1. Este limite, tiene una indeterminacién de la forma 0 - co. Luego,

: , Inz

Im 2lnxz = lim —

0+ a—0+ 1/x
1/x
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2. Este limite, tiene una indeterminacién de la forma oo — oo. Pero

{1 #}:, In(z +1) —z

r a—0t xln(z+1)

i
Do+ |7 In(z + 1)

z—0t

)

y este ultimo limite, tiene la indeterminacién 0/0, debido a que

1 1 _1 2
lim zln(z+1) = lim wz lim $+11 = lfm ——— =0.
z—0t z—0t P z—0t+ -2z =0+t x+1
Luego, por L’Hépital, se tiene
1—(z+1
T e S et S - =
50+ wln(z+1) zsotIn(z+ 1)+ o1 gm0t (@D In(@+D)+
41
, —x 3 —1
= lim = lim —————
a—0t (z+ 1) In(z+1)+2 250t In(z+1) +2
B 1
= 5
Por lo tanto,
i 1 1 1
im [—-——— | =—=.
a—0t |z In(z+1) 2

3. Este limite tiene la indeterminacién 0(—o0). Si se escribe y = z5% entonces Iny = sinx In x.

Luego,
Inx
lim Iny = lim sinzlnz = lim ——
z—07F z—0t z—0t =
smx
1 .
, z . 9 , sin? z
= lim sin“z = lim —
z—0T — COS T z—0T —T COS T
, sinx sinz
= lim .
=0t T  COST
= 0.
En consecuencia, se tiene que
lim 2%"% = lfim y= lim ™Y =¢%=1
z—0t z—07F z—0t

4. Este limite tiene la indeterminacién 0°. Si se escribe y = 2%, entonces Iny = zInz. Luego,

1
Inz =
Im zlnx = lim —— = lim %
z—07t z—0t = z—=0t —
x x
= lim —=x
z—07t

= 0.

Por lo tanto,

lm z° = lim y= lim ™Y =e"=1. W
z—07t z—0t z—0t
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Actividad 37. Determina el valor de los siguientes limites.

tanx

L. lim T+sinx

z—0

3 1 1

z—1

LISTA DE EJERCICIOS. SECCION 3.4

Determina el valor de los siguientes limites.

COS2 L—COS T

T

1. lim
z—0

2. lim 1—cos 2z
z—0 2

6. lim 2O+2)

7. lim oz
z—o0 T

8. lim 1)

z—0 z—1

10. lim nz

11. lim niz

12. l{m Sinz

13. lim arctan(2x)
C 250 3z

g tan 2z
14. ig% tanh 3x

bx

15. lim £2=¢
x—0 r

16. lim /zlnz

z—0t

17. lim e *Inxz
Tr—r0o0

18. lim ze*
Tr—r—00

175
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19. lim (4 — &)

20. lim (m — Va2 — 1)
. 1 1

22. lim (1 — 2x)/*

23. lim z!/*

24. lim z!/*
z T z

2. Jim ()

26. lim (sinz

27. lim (e* + x)'/*
T—r00

28. lim (In z)sn®
z—1

29. lim #T%

z—1

30. Prueba que si n es un entero, entonces

31. Prueba que Inz, se aproxima maés lentamente a oo que cualquier potencia de x. Esto es, si

p > 0, entonces

32. Prueba que si a > 0, entonces

lim z%lnz = 0.
z—0+

1 X
lim <1 + —) =e.
T—00 T

33. Prueba que
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3.5. Introduccion a la integral definida

En esta seccién se estudiaran resultados y métodos de integracién, principalmente para fun-
ciones trigonométricas, exponencial y logaritmica. Primero, se recordara la definicion de la integral

definida, motivada por el problema de definir el concepto de area.

Sea y = f(x) una funcién continua no negativa, con dominio [a, b].

El area de la region R limitada entre la grafica de f, las verticales © = a, x = b y el eje x, se

simboliza por
b
Area de la region R = A(R) = / f(z)dx.
a
Para explicar el significado de area de la regién R, se comienza introduciendo terminologias y no-

tacion.

Una particién P del intervalo cerrado [a,b], es un conjunto finito P = {z,,z1,...,2,} de puntos
en [a, b] tales que

A=, <x1 <Tg << xp=>

Los puntos de la particién P se pueden usar para dividir el intervalo [a, b] en subintervalos
[T, 1], [T1, 2], - - -y [Tn—1, Tn].

Sean M; = f(¢;) y m; = f(&;) los valores maximo y minimo de f respectivamente, en el i-ésimo

subintervalo [z;_1,x;], para todo i =1,2...,n.

La suma inferior de f asociada a la particién P, se define como
n
L(P; f) = mi(w; — i),
i=1
y la suma superior de f asociada a la particion P, se define como
n
U(P, f) = ZMZ(I'Z - 1'7;,1).
i=1

Si f no es negativa, L(P; f) se puede interpretar como el drea de la unién de los rectangulos de base
[zi—1,2;] y altura m,;. De manera similar, U(P; f) se puede interpretar como el drea de la unién de

los rectangulos de base [z;_1,z;] y de altura M;.
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-

a b x a b x

L(P; f) Up; f)

Una primera relacién entre el drea de la regién R (érea bajo la gréfica de f entre © = a, © = b

y el eje x), y las dos sumas definidas anteriormente, es que si P = {x,,21,...,2,} es cualquier
particién de [a, b], entonces
L(P;F) < A(R) < U(P; f). (3.7)
Un caso particular de particién P, es cuando [a,b] se divide en n subintervalos iguales. Es decir,
cada uno de [z,, z1], [r1,Z2], ..., [Tn_1, Ty tienen la misma longitud
b—a
Ax = .
n
En este caso, x; = a + ib_Ta; para todo ¢ = 0,1,2,...,n. Una particiéon con estas caracteristicas, se

denomina particién regular. Asi,

L(P; ZmlAa: y UP;f)= ZMA$
i=1
Es claro que cuando el niimero n de subintervalos aumenta cada vez més, Ax se hace méas pequertio.
De esta forma, la diferencia entre L(P; F') y U(P; f) serd cada vez mas pequena y ambos valores,

estardn cercanos al drea real A(R) de la regién R. Mas atin, el siguiente teorema establece que

3.5.1. Teorema. Sean f una funcion continua no negativa en el intervalo [a,b] y P = {xo, z1,...,2Zn}

una particion reqular de [a,b]. Entonces,

lim L(P, f) = hm U(P, f).

n— o0

Pero entonces, si aplicamos la ley del sandwich a la desigualdad (3.7), junto con el resultado de

este teorema, se concluye que el area de la regién R estd dada por

A(R) = lim L(P, f) = hm U(P, f).

n—oo
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3.5.2. Ejemplo. Determina el drea de la regién R bajo la grifica de f(z) = 22, entre z = 0 y

r=1.

0 1 =z 0 1 z
L(P; f) Up; f)

Solucion:
Sea P una particién regular de [0, 1], de tal forma que divide este intervalo en n subintervalos. En

este caso,
1 1 1
NANr=— 'y z;=0+i—=— paratodo i=0,1,2,...,n.
non

n

Como f es creciente en [0, 1], entonces (; = x; = % y & = xi-1 = % Por lo tanto, M; =

f(G) =27 = (%)2 y mi=f(&) =122, = (%)2 Evaluando la suma superior, se tiene que
- i1 1 @
2
UP.f) =3 Mre =3 (E> <5> - Ly
i=1 i=1 i=1

Pero

1)(2 1 1 1 1
ZiQZn(n+ )@n + ): n3 + =n? + —n.

Por lo tanto,

Finalmente

Actividad 38. Con los datos del ejemplo 3.5.2, calcula L(P, f) y comprueba que li)m L(P, f)= %
n—od

Actividad 39. Por medio de una suma superior o inferior y utilizando una particiéon regular P en

3

[0, 1], calcula el area de la regién acotada entre la grafica de f(x) =z°, 2 =0, x =1y el eje z.

Ahora, se generalizard la idea de las sumas superiores e inferiores para definir la integral definida.
Consideremos una funcién f acotada en [a,b]. Sea P = {x,,21,...,%,} una particién de [a,b],
no necesariamente regular. La norma de la particién P denotada por ||P||, se define como la
longitud maxima de los subintervalos en que queda dividido el intervalo [a,b] con la particién P.
Es decir,

|1P|| = maz{Azx; =2; —x;—1; 1=1,2,...,n}.



180

Sea &; € [ri_1,7;] paratodo ¢ = 1,2,...,n. Se define la suma de Riemann de la funcién f

asociada con la particion P, como:

n

S(P) =) f&)Aw;.

=1

La diferencia entre una suma superior o inferior con la suma S(P), es que no se elige el punto en
cada [x;—1,x;] donde surge el méximo o minimo de f, sino que se elige cualquier punto arbitrario.
Es claro que cuando el nimero de subintervalos n de [a,b] aumenta cada vez mds, la norma de la

particién se hard cada vez mas pequena. Es decir, || P|| — 0 cuando n — oo.

Si la suma de Riemann tiene un limite determinado cuando n — oo, o cuando [|P| — 0, al

valor del limite se le denomina integral definida de f en [a, b]. Asi, surge la siguiente definicién:

3.5.3. Definicién. Sea f una funcion acotada en |a,b]. La integral definida de f en [a,b], denotada

con fab f(x)dx, se define como

b
/a fle)do = Jim, Zf S)AT

siempre que el limite exista, en cuyo caso se dice que f es integrable en [a,b].

Si en la suma de Riemann la particién P de [a, b] es regular, entonces

h—
Ax1=Axg=...=Ax, = a:Aa:.
Luego se tiene que
n
S(P) =) f&)Ax
i=1

En este caso, las condiciones ||P|| — 0, Az — 0 y n — oo, son equivalentes. Por lo tanto,

b n
[ e = lim " p(e)s0 =t Zf&
a i=1

3.5.4. Ejemplo. Expresa los siguientes limites como una integral definida en el intervalo indicado
[a,b]. Supén que [z;_1,x;] denota el i-ésimo subintervalo de [a,b], vy que Az = b_Ta para todo
i=1,2,....n

1. Jggozzl: (w/ 5—$>Al‘ en [0,5]

2. lm ", (cos2zi_1) Az en [0,7/2]

n—0o0

3. lim " (tanz;) Az en [0,7/4].

n—o0
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Solucién:
1.
n 5
lim Z <\/25 — x?) Az = / V25 — zdzx.
2.
n w/2
nh_}rgo z; (cos2x;—1) Ax = /0 cos 2zdr.
1=
3.

n

w/4
nh—>ngoz (tanx;) Ax = /0 tanzdr. W

=1

En la definicién de integral definida no se pidié que f fuera positiva, por eso ff f(x)dx puede ser
tanto negativa como cero, y sélo cuando f(x) sea positiva, f; f(x)dx coincide con el drea bajo la

grafica de la funcion f, entre x =ay x = b.

Dos hechos importantes de la integral definida son:

1. Sia € Domf, entonces

/aaf(x)dx 0.

2. Si f es integrable en [a, b], entonces
b a
/ f(x)dx = —/ f(x)dx.
a b

3.5.5. Ejemplo. Por medio de una suma de Riemann y utilizando una particién regular P en

[a, b], comprueba que si ¢ es una constante positiva, entonces

/abcdx =c(b—a).

Solucion:

Sea P = {zg,z1,22,...,Ti,..., Ty} una particién regular de [a,b]. Entonces, z; = a + ib;—a para
todoi=0,1,2,...,ny Az = IFT‘I. Sea & € [zj—1,x;] para todo i =1,2,...n. Se tiene entonces que
S(P) = 30 6)ar =30 0 < ),

i i=1

Por lo tanto,

b n
/ cdr = ,}LIgOZf(&)Aw = lim ¢c(b—a)=c(b—a). W

n—o0

El siguiente resultado, asegura que todas las funciones continuas en [a, b], son integrables.
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3.5.6. Teorema. Si f es una funcion continua en [a,b], entonces f es integrable en [a,b].

3.5.7. Teorema.

1. Sia < ¢ < b entonces, f es integrable en [a,b], si y solo si f es integrable en [a,c] y [c,b].

/abf(a:)da: - /acf(a:)dx—i— /be(a:)da:.

2. Si fy g son funciones integrables sobre |a,b], entonces f + g es integrable en [a,b], y

Ademds se tiene

b b b
[ @+ g@niz = [ o+ [ g,
3. Si f es integrable sobre [a,b] y ¢ es cualquier nimero real, entonces

/ab of (@)dz = c/abf(a:)dx.

4. St f es integrable sobre [a,b] y m < f(x) < M para todo x € [a,b], entonces
b
m(b—a) < / f(x)dx < M(b—a).
5. Si f es integrable y no negativa sobre |a,b], entonces

/abf(x)dx > 0.

6. Si f y g son integrables sobre |a,b], tal que f(x) < g(x) para todo x € [a,b], entonces

[ e < [ gtwrae

3.5.8. Ejemplo. Calcula f15 f(z)dz, donde

3r—95 si 1< x <2,
flx) = 1 81 2<2<4,
z—5 si 4<x<5.

Solucién: La grafica de f(x) es de la forma:
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Aplicando la propiedad 1 del teorema 3.5.6, se tiene que

[ s@ae= [ s@ars [ st [

Para obtener la primera integral, se observa que 3x — 5 = 0, cuando z = 5/3. Por lo tanto,

2 5/3 2 41
[ 1@ar= [ s [ j@ar=tilo L
1 1 5/3

Por otra parte,

Finalmente, se tiene que

3.5.9. Ejemplo. Calcula f13 | 22 — 4 | dx.

Solucion:

Se observa que 2x — 4 = 0, cuando x = 2. Por lo tanto,

—2r—4) si 1< 2
20— 3= (22 —4) s? <z <2,
20 —4 si 2<x<3.
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Luego,

3 2 3
/ |2x—4|daz=/(4—2x)dx—l—/(2x—4)da::1—|-1=2. [ |
1 1 2

Nota: Para calcular cada una de las integrales en los dos ejemplos anteriores, se recurrié a la

férmula del drea de un triangulo y de un rectangulo.

3.5.10. Teorema. (Teorema del valor medio para integrales). Sea f una funcion continua

en |a,b]. Entonces, eziste ¢ € (a,b) tal que

b
#0) = [ faja

Demostracién: Se sabe que

b
m(b— a) < / F@)dz < M(b— a),

donde m y M, son los valores minimo y méaximo de f en [a, b] respectivamente. Entonces se tiene

que
1 b

m<—/ f(x)dx < M.
b—aJ,

Sean f(z1) =my f(x2) = M para ciertas z1,z2 € [a,b]. Sin perdida de generalidad, supongamos

que 1 < x2. Entonces

b
fo) < g [ Ta)dn < (o)

Aplicando el teorema del valor intermedio a f en [z, z2] C [a,b] (ver teorema 3.1.20), se tiene que

existe ¢ € (x1,x2) C (a,b), tal que

b
bia/f(x)dx. O

El teorema del valor medio para integrales, tiene una interpretacién geométrica cuando f(x) > 0

fle) =

en [a,b]. En este caso, ff f(z)dz es el area bajo la gréfica de f entre z = a y x = b; mientras que
(b—a)f(c), corresponde al area de un rectangulo de base b — a y altura f(c) para alguna c € (a,b),

y
b
ﬂmwmz/fmm.
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3.5.11. Ejemplo. Determina ¢ € (a,b) tal que f(c) = ﬁf;f(x)dx, donde f(z) = V1 — x2
definida en [—1,1].

Solucién: Sabemos f(z) = v/1 — 2?2 es continua en [—1,1]. En este caso, [a,b] = [—1,1]. Por el
teorema del valor medio para integrales, existe ¢ € (—1,1) tal que

1
/f / \/1—m2dm:§(z>::
Para determinar el valor ¢ € (—1,1), hacemos lo siguiente:

f(c):\/l—CQZE.

4

(c) b—a

Entonces 1 — ¢ = 7{—;. Despejando ¢ de esta igualdad, se concluye que ¢ ~ +£0.619. W

Geométricamente se explica en la siguiente grafica.

Y

-1 —c

En este caso, la altura del rectdngulo que hace coincidir con el area bajo la grafica de f(z) en

[—1,1], es f(c) = § ~ 0.785. Nétese que el valor de ¢ no es tinico.

Sea f una funcién continua sobre el intervalo [a,b]. Se define una nueva funcién F(z) sobre [a, b],

:1A$f@ﬁﬁ

Esta funcién es de suma importancia, debido a que F'(x) = f(z). Para comprobar este resultado,

z+h x x+h
F@+m:/ f@ﬁ:/f@ﬁ+/ F(t)dt.

como sigue:

se observa que

Luego,
Fla) - }ng% F(z + h})b — F(x)
oy Ja SOt [T F @) — [ ()t
a0 h

=1
hlg%)h/

Por otro lado, aplicando el teorema del valor medio para integrales al intervalo [x,z + h], se tiene

que existe ¢ € (z,x + h), tal que
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Por lo tanto,

/

F(z) = 1fm %(h(f(c)) — lim f(c).

h—0 h—0
Como = < ¢ < x + h, y por la continuidad de f, es claro que cuando h — 0, entonces ¢ — x. Se

obtiene finalmente que

Asi, se ha probado el siguiente teorema:

3.5.12. Teorema. (Teorema fundamental del célculo). Si f es una funcion continua en [a, b]
y si F(x) = [T f(t)dt, entonces

3.5.13. Ejemplo. Calcula F'(z), donde

1.
F(x) :/ V4 — t2dt
-2

2. )

s x

F(z) = / 5t2dt.

0

Solucion:

1. f(t) = V4 — t? estd definida o tiene dominio en [—2,2]. Por lo tanto,

F (z) = f(x) =vV4—2% paratodo x€[-2,2]
2. Se observa que F'(x) es el resultado de una composicién de funciones. Esto es, si

T
G(x):/ 5t2dt y H(x) =sinu,
0

entonces

F(z)=G(H(z)) = G(sinx) = /OSH”U 5tdt.

Por otra parte, G’ (z) = 522 y H (z) = cosz. Entonces, aplicando la regla de la cadena, se

tiene que

F(z) = G(H(z)) H (z) =G (sinz) - cosz

= Hsin’x-cosz.

Por lo tanto,

’

F'(z) =5sin®z -cosz. M

Con la ayuda de la funcién F(x), se pueden calcular facilmente algunas integrales definidas sin
necesidad de calcular sumas superiores, inferiores o sumas de Riemann. El siguiente resultado da

cuenta de esto.
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3.5.14. Corolario. Si f es una funcion continua en [a,b] y f(z) = g (z) para alguna funcién g,

entonces

b
/ f(@)dz = g(b) — g(a).

Demostracion: Sea

Entonces, F' (z) = f(z) = ¢ (z) sobre [a,b]. Luego, se tiene que
F(z) = g(z) + ¢ para alguna constante c.

Por otra parte, 0 = F'(a) = g(a) + ¢, de modo que ¢ = —g(a). Por lo tanto,
F(z) =g(x) —g(a) vy F(b)=g(b)—gla)

Esta dltima igualdad equivale a

b
/ f(2)dz = g(b) — g(a). D

Nota: se dice que las funciones F'(z) o g(x) del corolario anterior, son primitivas o antiderivadas
de f. BEs decir, si h es una primitiva de f, entonces h'(z) = f(z). Luego, para obtener la integral
definida de una funcién f, basta determinar una primitiva y aplicar el corolario anterior. Se observa
que

F(b) = F(a) = g(b) + ¢ = (9(a) + ¢) = g(b) — g(a).

Se cancela la constante ¢ en F'(z). Por lo tanto, se tiene también que

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).
3.5.15. Ejemplo. Calcular f; x2de.

Solucién: Sea

$n-‘,—l
n+1

’ ’ . . ’ !
Maés aun, si n es cualquier nimero natural, entonces g(z) = cumple g (z) = z". Por lo tanto,
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Sin embargo, para la funcién f(z) = ™", se debe tener especial cuidado puesto que no esta definida

. " . p—ntl
en x = 0. Por eso, si a y b son ambos positivos o negativos, entonces al ser g(z) = T una

primitiva de f, se tiene que

donde n # 1. La buena noticia es que ya se conoce una primitiva o antiderivada de funciones que ya
se han estudiado anteriormente. Con esto, se puede calcular una variedad mas amplia de integrales
definidas. La siguiente tabla exhibe la primitiva de algunas funciones que surgen con frecuencia en

el calculo de integrales.

Funcién f(z) | Primitiva g(x) | Funcién f(z) | Primitiva g(z)
" “;":11 arctan x $21+1
sin x —cosz er e’
COS T sin x Inx %
tan x sec? sinh x cosh x
cot x —csc?x coshx sinh x
secx secxtanx tanh x sec h?z
cscx —cscxcotx coth x —csch’z
arcsin 1£12 sec hx —sechztanhx
arccos - 11_332 cschx —cschx coth

3.5.16. Ejemplo. Calcula las siguientes integrales definidas e interpreta geométricamente.
1 1
1. f—l mdﬂf
2. [? coszdx
1
3. fo e*dx.
Solucion:

1. Una antiderivada de f(x) = H% es g(x) = arctan z. Por lo tanto,

1
1
/1 mdx = arctanx\l,l = arctan(1) — arctan(—1) = g - (_Z) _ g
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2. Una primitiva de f(z) = cosz es g(z) = sinz. Por lo tanto,

2 N T
coszdr = sinz|; =sin 5 sin0 = 1.
0

3. Una antiderivada de f(z) = €, es ella misma. Por lo tanto,

1
/ edr = ey =e' — e =e 1.
0

Actividad 40. 1. Calcula F'(z), donde:

* 1
o 14sin“t

2. Calcula f_ll(a:2 + 1)dz e interpreta geométricamente.

AREA DE REGIONES MAS GENERALES

Se ha visto que si f es una funcién continua y positiva en [a, b], entonces el drea A de la regién R,

limitada entre la grafica de f, x = a, x = b y el eje x, estd dada por

A— / " f)dr.

Este hecho no siempre es asi cuando f es tanto positiva como negativa. Por ejemplo,

s
2 .
sin xdz,

s
2
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no representa el drea bajo la gréfica de f(z) = sinx en [—~7, 5]. De hecho, se tiene que

st =l = s (5) - (o () =141
/_smxdw— cosw\_w/Z— cos | 5 cos(—5)) = 1+1=0.

Y

(VB

El drea de la regién que esta abajo del eje x es negativo y se cancela con el que estd por arriba del
eje x. Sin embargo, para determinar el drea de la regién sombreada, se multiplica por —1 el area

que da negativo. Asi,

us

A=-— (/_OE sinxdw) + </0§ Sinwda:) =—(-1)+1=2.

De esta manera, para obtener el area bajo la grafica de una funciéon f negativa en algin intervalo

[a,b], se tendrd que multiplicar por —1.

También se puede calcular el drea de regiones mas generales, sobre todo, de regiones que estan
limitadas por la gréfica de mas de una funcién. Por ejemplo, si f y g son tales que f(z) > g(x)
para todo z € [a, b], entonces el drea de la regién limitada entre las gréficas de f y g en [a,b] y las

rectas verticales © = a y x = b, estd dado por

A= / ’ fla)e / gl = / ') - g(a)lda

3.5.17. Ejemplo. Calcula el area de la regién sombreada que se muestra en la figura.
Yy

y =sinz

Y = COS T
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Solucién: La grafica de y = sinx se intersecta con la de y = cosx, si y sélo si sinx = cos z. Pero

esto es cierto cuando )
sin x

=tanx =1, donde cosxz #0.
Cos

Entonces se tiene que

x = arctan(1l) = %

Luego, al ser la funcién tangente periddica, se debe tener que

3m m 5w

4744

T=...,—

Por otra parte, cosx > sinx en [0, 7/4]; mientras que sinxz > cosz en [r/4,57/4]. Por lo tanto, el

area pedida es
5m

A= /4 (cosx — sinx)dx + / ! (sinz — cos z)dx.
0 I

Calculando las dos integrales por separado, se tiene que
I
/ (cosz —sinz)dr = (sinx + cos a:)\g/4
0

_ [sin% +cosﬂ — [sin 0 + cos 0]
2. o

= V2-1

4
[r (sinz —cosz)dr = (—cosx —sin x)\i%4

5% 5% T T
0S sin 1 cos 1 sin 1

[

Por lo tanto,

=V2-1+2V2=3V2-1. W

De manera similar, si f(y) > ¢g(y) para todo y € [c,d], entonces el drea de la regién limitada entre

las gréficas de f y g en [¢,d] y las rectas horizontales y = ¢y y = d, estd dado por

d
AZ/ [f(y) — g(y)]dy.

Se ha visto que si n es un nimero natural,

b b n+1 a—n—l—l
/ x "dx = — estd definida para n # 1,
a -n+1 —n+1
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siempre y cuando, a y b son ambos positivos o negativos. Esta afirmacién se debe a que f(z) = x™"

no esta definida en = = 0. De esta manera, surge el problema de definir la integral definida
b
1
/ —dx
o T
para todo a,b € R. Por otra parte, sabemos que si x > 0,
—Ilnx =—.
dx x

Asf que entonces resulta ser g(z) = Inz, una antiderivada de f(z) = 1 para > 0. Luego, por el

teorema fundamental, se tendria que
1
/ ;dt =g(z) —g(a); a>0.
a

Ahora, como ¢(1) = In(1) = 0, se tiene que

xr
Inz = / 1dt.
1t

El logaritmo natural se ha expresado como una funcién en términos de una integral definida.
Geométricamente consiste en el drea bajo la gréfica de y = %, en [1,z].
Yy Yy

y=Inx

t /1 T
3.5.18. Definicién. Sea x > 0. Se define el logaritmo natural de x como

lnxz/ 1dt.
1t

Se ha obtenido otra forma de escribir Inz en términos de una integral definida, donde > 0. La

pregunta que se debe hacer ahora es si esta definicion cumple con las propiedades de In z enunciadas
en la seccién 2.2, y si su grafica es como ya la conocemos(vedse la figura derecha). La respuesta es
si. Por ejemplo, si se toma en cuenta la figura anterior (izquierda) que explica Inz como el drea
bajo la grafica de y = % en [1,xz], se tiene que si z > 1, Inx > 0;s1 0 < x < 1, Inxz < 0 puesto que
Jitdt=—[1Ldt <0,ysiz=1,Inz =0, debido a que [, 1dt = 0. Més ain, Llnz =1 >0,si
x > 0. Esto significa que la grafica de Inx debe ser creciente. Finalmente, la segunda derivada de

Inx es —% < 0. Esto nos dice que la gréfica de In x es céncava.
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En cuanto a las propiedades de Inz se observa, por ejemplo, que In(az) = Ina + Inz, para to-

do a,z > 0. En efecto, sean a,z > 0 y sea h(x) = In(azx). Entonces, h'(z) = La =1 Luego, la

funcién h(x) —Inz tiene derivada nula para todo x > 0. Se tiene entonces que h(x) —Inz = ¢ para

alguna ¢ € R. Pero h(1)—In1 = Ina. Por lo que ¢ = In a. Se tiene asi que In(az) = h(z) = Ina+Inz.

Otro punto importante de la definicién 3.5.18 es que la inversa de Inz debe ser la funcién ex-

ponencial f(z) = e”. Por ejemplo, si ¢ : R — R es la inversa de In z, entonces
¢ (2) = ——— = ¢(z).

Ademéds, si z,y € R son tales que z = Ina y y = Inb para ciertas a,b > 0, entonces p(z +y) =
¢(lna + Inb) = ¢(In(ab)) = ab = ¢(x)p(y). La funcién que cumple las propiedades de ¢ es la

funcién exponencial y ¢(x) debe coincidir con f(z) = e*.

LISTA DE EJERCICIOS. SECCION 3.5

1. Evalia las siguientes integrales definidas, utilizando una suma superior o inferior y una par-
ticién regular P.
a) f02 xdx
b) [o(1—a?)da
o) [ b 3da.

a

2. Calcula las siguientes integrales e interpreta geométricamente.

a f31\2$—4\d1‘
b f03|:v—1|da:
S 11=2? | da
d) [°, f(z)dz, donde

C

)
)
)
)

—2x+1 si —-1<z<1,
flx) = 1 s 1<x<3,
20— 7 si 3<x <5

e) ffl f(z)dz, donde

@) —22+1 si -1 <z <3/2,
€Tr) =
m—% si 3/2<uxz<3.

3. Determina c € (a,b) tal que

1
b—a

b
fle) = /f(x)da:, donde

a) f(z) =v4—2%en|0,2]
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b) f(x) =¢€" en [0,1]
¢) f(x) =4—322 en [-1,1].
4. Determina F'(z), donde
a) X
T
F(z) = / sin? tdt +/ cos? tdt
T 3
b)
sinz
F(x) = V14 t2dt
0
c)
T 1 3
F(x) = ——dt
(z) (/0 1+sin2t >
d)
o Tt 1
Fl(z) =/° T (—) dt
0 1+sin“t
e)

xr Yy 1
F = ——dt | dy.
(z) /0 </1 1+ sin?t ) J

5. Calcula el drea sombreada de las siguientes regiones.
Y

y=sinz

a)
Y
14 y =sinzx
n 5_7r\ x
6 6
-1 4 _
b) Yy = cos 2x
Yy
y = coshx
) — 1

d) Calcula el drea de la regién limitada entre la gréfica de y = sinhz, 2 =0, x = 1 y el eje

x.
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e) Calcula el drea de la regién limitada entre la grafica de y = sechz, x = =1, x =1 y el

eje .

f) Calcula el drea de la regién limitada entre la grafica de y = sinhz +coshz, z =0, x = 1

y el eje x. Observa que la gréafica de esta funcion es positiva.

3.6. La integral indefinida

Se ha visto que una funcién F que satisface F'(z) = f(z), es una antiderivada o primitiva

de f. De hecho, toda funcién continua f tiene una antiderivada F', donde

F(z) = / " f)da.

Se observa que si F' es una antiderivada de f y ¢ es cualquier constante, entonces F(z) + ¢ es

también una antiderivada de f, puesto que
(F+c¢)(x)=F(z)+0=F'(z) = f().

Maés atn, todas las antiderivadas de f son de la forma F(z) + c.

A un elemento del conjunto de todas las primitivas de f se le llama la integral indefinida de f

y se simboliza por [ f(z)dz. Entonces, si F' es una antiderivada de f, se tiene que
/f($)da: = F(x) +c. (3.8)
Luego, si F'(x) = f(x), el teorema fundamental del cdlculo nos asegura que
b
[ f@de = F@: = FO) - Fo)
Esto también se puede escribir como
b b
/ F(w)de = [ / f(m)dm} — F(b) - Fla).

Con lo anterior, se debe tener

d
7 [ f@z = .
x
Por otro lado, al ser f(x) + ¢ es una antiderivada de f'(z) se tiene también que
/f/(m)dm = f(z)+c.

Esto dice de alguna manera que la integral indefinida y la derivacién son operaciones inversas. La

derivada se cancela con la integral y la integral se cancela con la derivada.
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La igualdad (3.8) explica que para obtener la integral indefinida de una funcién f, basta tener

una antiderivada F' de f. Por ejemplo, si n # —1, entonces

xn+1
"dx = . .
/:1: x n+1—i—c (3.9)

. n+1
Para comprobar este hecho, se observa que si F(z) = 75

().

(n+1)z™
n+1

+ ¢, entonces F'(z) =

El caso en que n = —1, f(x) = %, definida en R ~ {0}. Luego, si F(z) =In | z | con = # 0,

entonces F(x) es una antiderivada de f(z) = 2. En efecto:
(i) Siz >0, F(z) =lnzy F (z) = 1= f).

(ii) Siz <0, F(z) =In(—z) y F (z) = L(-1)=1=f(a).

1
/—da::ln\x|—|—c.
x

La férmula (3.9) permite obtener infinidad de integrales indefinidas. Por ejemplo, si g €Q,

Por lo tanto,

/ » xq T q qr 1 n
radr = = = C.
ik S S

Actividad 41. Calcula las siguientes integrales indefinidas.
1 [ #daz
2. [Vadx
3. \/%dm.

Un punto importante que se debe mencionar es que el simbolo dr que acompana a la integral

indefinida, es el que dice con respecto a qué variable se debe integrar. Por ejemplo

4
/x3dm:%—|—c,

2
X
/wydyz%Jrc,

2
x
/ rydr = yr +c.
2
La siguiente tabla, muestra algunas integrales indefinidas. Uno se puede convencer de estas férmulas

al derivar las funciones indicadas a la derecha de cada igualdad.
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[ kdx =k +c¢ [a®de = £ +¢
f:z:”d:z::f::ll—kc, n#—1 [sinha = coshz + ¢
[idz=n|z|+c [ coshzdz =sinhx + ¢

[sinzdr = —cosz + ¢ [ sech?zdr = tanhx + ¢
[ coszdr =sinz + ¢ [ esch?zdr = — coth +c
[ sec? zdx = tanz + ¢ [ sechz tanh zdz = —sechz + ¢
[ secxtan zdx = secx + ¢ [ eschx cothzdz = — cschx + ¢
[esczcotadr = —cscx + ¢ f\/#daz:arcsinx—kc
[etdr =¢e" +¢ fﬁdaz:arctanx—kc

Las siguientes propiedades, son una consecuencia de las reglas de derivacion:
(a) [[f(z)+g(@)ldz = [ f(z)dz + [ g(z)dx
) [kf(x)dx =k [ f(xz)dz, c una constante.

Cuando se conoce la antiderivada de una funcién, se puede obtener facilmente la integral indefinida
de la misma, sin embargo, esto no es posible para muchas funciones. Para estos casos, existen
métodos llamados métodos de integraciéon que ayudan a resolver estos problemas, aunque no
siempre. En esta ocasion, se repasaran los métodos de integracién por partes, integracién por

sustitucion y sustitucién trigonomeétrica.

3.6.1. Teorema. (Integracién por partes) Si f () y ¢ () son funciones continuas, entonces

[ 1@ @)de = fa)gta) - [ 1@

Demostracion: Por la regla del producto de la derivada, se tiene que

(f9) (@) = [ (@)g(x) + f(2)g (x).

Esta formula se puede reescribir como

f(x)g (x) = (fg) () — [ (x)g(x).
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Integrando ambos lados, se tiene

[ 1@ @t = [ (19) @ia - [ £ @)z = (fo)la) - [ @)g

Por lo tanto,
/ f(@)g (2)d = / f @ 0

Si se escribe u = f(z) y v = g(x), entonces du = f (z)dzr y dv = g (z)dz. La férmula de la

integracién por partes se escribe ahora

/ udv = uv — / vdu. (3.10)

Esto es una forma abreviada de la integracién por partes. Regularmente, este método se usa para

integrar productos de funciones.

Para aplicar correctamente la férmula (3.10) es necesario elegir adecuadamente a las funciones

u y v, de otra forma en lugar de simplificar la integral se podria complicar atin mas.

Otra consecuencia del teorema 3.6.1 es que para integrales definidas, se tiene que

b , b ,
/ (@) @)dz = f(@)g(z)[! - / f (@)g(x)de

3.6.2. Ejemplo. Determina las siguientes integrales.
1. [zcoszdx
2. [Inzde.
Solucién:

1. Sean u =z, dv=coszdzr. Entonces du =dx, v =sinz.

Aplicando la férmula de la integraciéon por partes, se tiene

/xcosxdaz:xsinx—/sinxd:z::xsinx+cosa:+c.

2. Sean u=Inz, dv = dx. Entonces du = %daz, v = z. Por lo tanto,

1
/lnxdmlenx—/m(—)dx:a:lna:—m—i—c. [ |
x

En algunos cédlculos es necesario aplicar méas de una vez la integracién por partes.
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3.6.3. Ejemplo. Determina [ e”sinzdz.

Solucion:

Sean u = e*, dv = sinzdx. Entonces du = e*dx, v = —cosz. Por lo tanto,
/e’” sinzdr = —e® cos x — /e‘”(— cosx)dr = —e® cosx + / e” cos xdx.

Se aplica nuevamente la integracién por partes a la nueva integral del lado derecho.

Sean u = e*, dv = coszdz. Entonces du = e*dx, v =sinx. Asi,
/e’” cosxzdr = e*sinx — /e’” sin zdz.
Al sustituir tenemos
/ex sinxdr = —e® cosx + e* sinx — /ex sin xdx.

Al despejar tenemos

2/6$ sin zdr = €*(sinx — cos x).

Finalmente, se concluye que

ol
) e*(sinx — cos x)
/e‘” sin zdr = 5 +c. N

Actividad 42. Determina las siguientes integrales.
1. [zedx
2. [2?lnzdz
3 r?e ?dz.

Existe otro método de integracién llamado integracion por sustitucion. Este método se
puede usar cuando en el integrando se pueda reconocer como f(g(x)) - ¢ (x)dz, lo cual se puede

simplificar a la forma f(u)du si se escribe u = g(z). Es decir,

/ flg(x)) - g (x)dz = / f(u)du.

En general, este método consiste en encontrar una sustitucién adecuada de tal forma que simplifique

la integral a una mas sencilla. Se enuncia formalmente este resultado en el siguiente teorema:

3.6.4. Teorema. (Integracién por sustitucién) Si f y g son funciones continuas, entonces

b , g(b)
/ o) g e = [ sadn

g(a
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Demostracion: Sea F' una primitiva de f. Entonces,

g(b)
f(u)du = F(g(b)) — F(g(a)).

g(a)

Por otra parte, se sabe que

(Fog)(x)=F(g(x))- g (x) = f(9(x)) - g ().

Esto nos dice que (F o g)(z) es una primitiva de f(g(z)) - ¢ (). Por lo tanto,

/ fg (z)dz = (F o g)(b) — (Fog)(a) = F(g(b)) — F(g(a))-

Finalmente, se concluye que

3.6.5. Ejemplo. Determina fab sin® z cos xdx.

Solucién:
. . . / . .
Si se escribe g(x) = sinx, entonces g () = cos z es un factor que aparece en el integrando. Se tiene
entonces que
/

sin®zcosz = (g(z))* - g (z).

Por lo tanto, si f(u) = u3, entonces f(g(z)) - ¢ (z) = (g(x))? cos z = sin®

b
/sin3a:cosa:d3: = /f
g(b)
= / flu)du
g(a)

sin b
= / wddu
sina

sin*b  sinta -
4 4

x cos z. luego,

Este procedimiento se puede simplificar si se escribe desde un principio u = g(z) y du = gl(a:)dfz:.
Asi, se tiene que

u =sinx, implica du = cosxdx.

Por lo tanto,

b sinb sinh  sina
sin® x cos xdx = u’du = — .
a sina 4 4

Con esta nueva simplificaciéon no es importante saber de alguna manera quién es f. Se analizan

otros ejemplos para clarificar la idea.
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3.6.6. Ejemplo. Determina las siguientes integrales.
1. f; x sin z2dx
2. f; tan xdx

3. ff L_dz.

zlnx

Solucion:

1. En esta integral, conviene elegir u = 2, es decir, (g(z) = 2?). Luego, du = 2xdz, que equivale

a %“ = xdz. Entonces,

b b b2 d
; 2 . 2 . U
rsinzdr = (sinz®)xdr = sin u—

a a a? 2

1 v 1
= 5/ sin udu = 3 (— cos b? — (—cos a2))
a

2

1
= —(cosa® — cosb?).

2
2. Se observa que
b b sing
tan zdxr = dx.
a o COSX
Sea u = cos z, entonces du = — sin xdx, que es equivalente a —du = sin xdx. Entonces,

b b : cosb
s —d
/ tanzdr = / mxdaz :/ —au
a a COS T cosa U
cos b 1
= —/ —du=—(In|cosb | —In|sina |)
¢ U

0S a
= In|cosa|—1In|cosb|.

3. Sea u = Inz, entonces du = %da:. Por lo tanto,

b b Inb
1 1 1 1
/ de = —-—da::/ —du
o Tlnzx . Inx = Ina W

= In|lnb|—-In|lna|. WA

Ahora se analizaran algunas integrales indefinidas utilizando este método.

3.6.7. Ejemplo. Calcula fﬁdw

Solucion:

Sea u = 1 + 22, entonces du = 2xdz, que es equivalente a %“ = xdx. Luego,

/de _ /lﬂzl/ldu
1+ 22 u 2 2] u

1 1

1
= §ln(1+:1:2)+c. [ |
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Se observa que en el 1ltimo paso de este ejemplo, se sustituyé de nuevo u por 1 + z?. En general
siempre que se use este método para el cdlculo de una integral indefinida, u se debe sustitur al
ultimo por g(z). En una integral definida esta sustitucién ya no es necesaria como en los ejemplos

que ya se han visto.

3.6.8. Ejemplo. Determina fﬁdw

En este ejemplo, ninguna eleccién de u hace que aparezca g’ (z)dz. Sin embargo, si se multiplica

en el numerador y en el denominador se obtendra

1 X
/7@5:/ i
1+e* e +1

Luego, si u = e* + 1, entonces du = e*dz. Por lo tanto,

xr
/71 dr = / ¢ dr = d_u
1+e® er +1 U

= In|ju|=In|e"+1|

@ a0 1
por €” a la fraccion =

= Ine"+1)+c N

Actividad 43. Determina las siguientes integrales.
1. fab ze * dx

e.’l)
2. [ Wierr dx
El método por sustitucién también se puede aplicar cuando el factor gl (z) no aparece en el integran-

do de ninguna manera posible. Una forma de resolver esto es eligiendo una sustitucién adecuada

u = g(x), y de aqui despejar la variable x para encontrar dz.

3.6.9. Ejemplo. Determina [ eV®dx

Solucion:

2

Se hace la sustitucién u = y/z. Despejando, se tiene que u* = x, entonces 2udu = dz. Por lo tanto,

/eﬁdaz = /e"Qudu = 2/ue“du.

La tultima integral se resuelve usando integracién por partes.

Sean v = u, dw = e“du. Entonces dv = du, w = e*. Por lo tanto,
/ue“du = ue" — /eudu =ue" —e' =e"(u—1).

Al sustituir tenemos

eVodr = 2e"(u—1) =2eV*(Vz —1) +¢c. B
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3.6.10. Ejemplo. Determina f dx.

eQz
Vver+1
Solucion:

Sea u = e®+ 1. Despejando x, se tiene u—1 = e*, In(u—1) = z. Luego, ﬁdu = dz. Sustituyendo

se tendra:

e® (u—1)2 1 u—1
e = [ gu= [Ty
/\/e‘”—l—lx / Ji u—1" Ja

_ /(u1/2 T §u3/2 B %uyz

2 1
= S+ 1)%2 — S+ DY24c m

Actividad 44. Determina las siguientes integrales.

1. [(z+1)%z
cos /T
El método de integraciéon por sustitucién también se puede aplicar para determinar la integral

de ciertas funciones trigonométricas. Estas se pueden resolver sin mucha dificultad si se emplean

algunas identidades que ya se han estudiado antes, tales como:

2 2 2

sin’ x + cos r =1, cos2r =cos”x — sin”x,

1
sin2z = 2sinzcosz, cos’z = 5(1 + cos 2x),

2 2

1
sin“x = 5(1—c032m), tan?z + 1 = sec? z.

1. Sean n, m enteros positivos. Supongamos que n o m es impar. Empleando la identidad

sin? z + cos? z = 1, se puede resolver la integral
/ sin” x cos™ xdzx.
Supongamos que n es el entero impar, entonces n = 2k + 1 para alguna k € Z. Luego,
/sin” zcos" xdr = /sin%Jrl zcos™ xdx = /sin% sin x cos™ xdx
= /(sim2 z)¥ cos™ x sin xdx
= /(1 — cos? z)F cos™ x sin xdz.

En esta ultima integral se hace la sustitucién u = cosx, entonces du = —sinxdx, que es

equivalente a —du = sin xzdzx. Por lo tanto,
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/sin”xcosm xdr = /(1 — u?)* " (—du) = — /(1 — u?)kumdu.

Esta tltima integral es facil de resolver si se desarrolla (1 —u?)¥. Si m es impar se hace algo

analogo.
2. Si n es impar o m es par, se puede resolver una integral del tipo

/ tan” x sec™ zdzx.

En este caso, se emplea la identidad tan? z 4+ 1 = sec? z. Asi, si n es impar, n = 2k + 1 para

alguna k € Z. Luego,

/ tan” xsec™ xdr = / tan?**1 2 sec™ zdz = / tan?* 2 tan z sec™ zdx
= /(tan2 z)F sec™ x tan zdzx
= /(sec2 z — 1)% sec™ 1 zsec 2 tan xdz.
Haciendo la sustituciéon u = sec x, se tiene que du = sec x tan zdzx. Por lo tanto,
/tan”xsecm xdr = /(u2 — DrEumLdu.
Si m es par, m = 2k para alguna k € Z. Luego,

/ tan" xsec™ xdx = / tan™ z sec?* zdx
= / tan" z(sec? z)* ! sec? xdx
= /tan” z(1 + tan? )" sec? zdz.
Ahora, si v = tan z, entonces du = sec? zdz. Finalmente se concluye que
/tan”xsecm xdr = /u”(l + w2k du.

3. Si n es par, se pueden resolver integrales del tipo

/sin“:z:dx y /cos”acdx.

Aqui, se emplean las identidades:

. 9 1 —cos2z 2 1+ cos 2z
sinf“g=—— o0 cos‘r=—-——.
2 2
Estas integrales también se pueden determinar cuando n es impar (n = 2k + 1 para alguna

k € Z). En este caso,

/sin” xdr = /(1 — cos? )F sin zdz,
/cos” xdx = /(1 — sin? )¥ cos zdz.
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De aqui, ya se puede adivinar qué pasos siguen. Estas técnicas de integraciéon que se han analizado
se emplean sobre todo para determinar integrales de productos de funciones trigonométricas, en
especial, productos entre senos y cosenos o secantes y tangentes, y también para calcular integrales

de potencias de funciones trigonométricas: seno, coseno, tangente y secante.

3.6.11. Ejemplo. Determina las siguientes integrales.
1. [sin®z cos? zdx
2. [tan3zsec? zdx
3. fsin2 xdz.

Solucion:

/sin5 zcos® xdr = /(sim2 z)? sin z cos® xdx = /(1 — cos® z)? cos? xsin zdz.

Sea u = cos z, entonces du = — sin zdx, que es lo mismo que —du = sin xdz. Por lo tanto,
/simt—)ascos2 xdr = — /(1 —u?)?uldu = — /(1 —2u? + ut)u?du
3 5 7
9 4. 6 u 2u U
= — -2+ uw)du=——+—— —
/(u ut +u)du 3 7 -
cosx  2cos®x  cosx
= — + — .
3 5 7

/tan3 rsec? xdr = / tan® 2 tan z sec? xdr = /(sec2 x — 1) sec x sec x tan zdzx.

Sea u = sec x, entonces du = sec x tan xdx. Por lo tanto,

/tan3x5e02 xdr = /(u2 — Dudu = /(u3 —u)du
ul

U2 sec4 T se02 T

= - — = . i
2 4 2

1 —cos2 1
/sin2 rdr = /#dw = 5/(1 — cos 2x)dzx
1
2

Actividad 45. Calcula las siguientes integrales.

1 [ sin? x cos® zdx
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2. [tan®z sect xdx
3. fc032 zdr.

No resulté complicado determinar el valor de la integral de las funciones seno y coseno, debido a que
se conocia la antiderivada de cada una. Para el calculo de la integral de la funcién tangente, se recur-
rié a uno de los métodos que ya se habia visto. En cuanto a las otras tres funciones trigonométricas:
secante, cosecante y cotangente, a primera vista, es dificil pensar en una antiderivada para cada

una de ellas. El valor de la integral de cada una de estas funciones se calculan como sigue:

1.
cscx —cotx csc? x — cscx cot
cscxdr = [ cscx | ————— | dox = dr
cscx —cotw cscx —cotw
Sea u = cscx — cot x, entonces du = (— cscz cot x + csc? x)dz. Luego,
du
/csc:vda::/— =In|ul|=In|cscx —cotx|.
U
secx + tanx sec? x + secztan
secxdr = | secx | ——————— | dx = dx
secx + tanx secx + tanx
Sea u = secz + tan z, entonces du = (sec z tan x + sec? z)dx. Por lo tanto,
du
secxdr = | — =In|u|=1In|secx+tanz |.
U
3. .
cscx cot T cscx
/cotxd:z:z/cot:z:( )dwz/idaz
cscx cscx
Haciendo u = cscz, se tiene que du = — cscx cot xdx, es decir, —du = cscx cot xdx. Por lo
tanto,
—du
cotzdr= | — =—In|u|=—1In|cscz |.
U

Quizés también sea necesario calcular [ sec® zdx, que llega a presentarse en algunas ocasiones para

el calculo de otras. Primero se observa que

/sec3 zdr = /sec x sec® xdz.

Usando el método de integracién por partes, se hace u = secw, dv = sec? xdx. Entonces, du =

secrtanxdr, v = tanx. Luego,

/ sec® zdx = / secrsec’xdr = secxtanz — / tan x sec x tan xdx
= secxtanz — / tan? z sec zdx
= secxtanx — /(sec2 x — 1) sec xdx
3

= secxtanx — /(sec x — sec x)dz

= secxrtanzx — /sec3 xzdx + /sec zdx
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Por lo tanto,

2/se03 zdr = secmtana:—l—/sec zdr

= secrtanx +In|secx +tanx | .

Se concluye que

/ 3 secztanz +In | secx + tan x |
sec” zdx = 5 .

Una ultima aplicacion de la integracién por sustitucién, se hace para otro grupo especial de in-
tegrales. Esta técnica que se usard a continuacién se conoce como integracion por sustitucion

trigonométrica.

CASO 1. Si la funcién a integrar contiene una expresién como a? — 2, se hace la sustituciéon 2 = asin 6.

Entonces se tiene que

x .
— =sin6.
a

Esta igualdad, satisface las condiciones del siguiente tridngulo rectangulo.

L] AN
2 — 12

CASO II. Sila funcién a integrar contiene una expresién como a?+ 2, se hace la sustitucién z = a tan .

En este caso, se tiene que

x
— =tan#, y se satisfacen las condiciones del tridangulo
a

CASO III. Sila funcién a integrar contiene una expresién como 22 —a?, se hace la sustitucién = = a sec 6.

Entonces, se tiene que

T
— =secH.
a

En este caso, se satisface el siguiente triangulo

2 2

I —a
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3.6.12. Ejemplo. Determina las siguientes integrales.
1

3. f —V’”;_g)dm.

Solucién:

1. Se aplica el CASO I, donde a = 1.
Sea x = sin , entonces dxr = cos 0df. El tridngulo que se usa es

Ll AN

Vv1—22

Se observa que 1 — 22 = 1 — sin? # = cos? . Entonces, (1 — 22)%/2 = cos® §. Por lo tanto,

1 1
0do = df
/(1—3;2 3/2 /c 39 /cos29

sec? 0df = tan 0

1 — 2
2. Se aplica el CASO II, donde a = 2.

Si 2 = 2tan 6, entonces dz = 2sec? §df. Como 5 = tan@, el tridngulo que se aplica es

4 4 2

Ll AN

2

Se observa que 4 + x2 = 4 + 4tan? 0 = 4sec? . Entonces, (4 + 22)? = 16sec* 6. Por lo tanto,

1 1 1
_— ___dr = [ ———2sec®0dd = [ ———db
/ (4 + 22)? v / 16sect g~ ¢ /85e020
1 9 1 /60 sin26
= g/cos 9d0—§<§+ 1 )

(Q sin90050> 1 (arctan% N \/41?\/43_7>

1
s\a™ 2 ) 2 2

1 x 2z
= 1_6 arctan— 4+3:2

3. Se aplica el CASO III, donde a = 3.
Six = 3sec6, entonces dx = 3secf tan . Como § = secf, el tridngulo que se aplica es
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Ll AN

Se observa que 22 — 9 = 9sec?d — 9 = 9tan? 6. Por lo tanto,

2 _
/Lgdx - /3tan93sec¢9tan9d0:3/tan20d9
T 3secH

= 3/(se02 0 —1)df = 3(tand — 6)

2 _
= 3 xig—arcsecz . N
3 3

Cuando la funcién a integrar contiene una expresién como az? 4+ bx o ax? 4 bx + ¢, se recomienda

completar cuadrados, factorizar y emplear alguno de los tres casos anteriores. Si la funcién contiene
una expresién como a + bz? o az® £b, se escribe a & (vbz)? o (v/ax)? + b respectivamente, y se usa

alguno de los tres casos anteriores.

3.6.13. Ejemplo. Determina las siguientes integrales.
1. [V25 — 4a%dx
1

Solucién:

1. Se observa que 25 — 422 = 25 — (2x)2. Entonces e usa el CASO I, donde a = 5.

Sea 2z = Hsinf, entonces x = gsinﬁ y dr = %cos 0df. Como

2r .
— =sin6, el tridngulo a usar es

2z

L] AN

V25 — 422
Se observa que 25 — 422 = 25 — 25sin? § = 25 cos? §. Luego,

/\/ 25 —dzx2dxr = /50059 <g costO) = 275/0052 0do

B % Q_sin29 _% Q_sin@cos&
2\ 2 4 2\ 2 2

-2z 2z v/25—4a2
% (arcsm 5 55 )

2 2

25( o 23:\/25—43:2) -
5 25 '
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2. Se observa que
e —2? = —(2® —dx)=—(2® — 4z +4—4)
= —[(z—2)2—-4=4—(z—2>~

Entonces se usa el CASO I, donde a = 2.
Sea x — 2 = 2sinf, entonces x = 2sinf + 2 y dx = 2 cos 8df. Como

r—2 . . hy
5 = sin#, se usa el siguiente triangulo:
r—2 2
O N
4— (x—2)2

Como 4r — 22 =4 — (v — 2)? =4 — 4sin? § = 4 cos? §, entonces

1 1
= dr = 2 0do = [ dbf
/\/495—952 ’ /20089 cos /

-2
= @ = arcsin (%) . n

LISTA DE EJERCICIOS. SECCION 3.6

1. Determina las siguientes integrales por el método de integraciéon por partes.

a) [arcsinzdzx
b) [arccoszdx
c) farctanacda:
d)

e) [In®zdx
7 @2 - Derde
9)
h) f:vcosh:vda:
i) [e*coshzdx
j) [ x?sinhzdz.

2. Determina las siguientes integrales por el método de integraciéon por sustitucién.
a) [zv1+ade
) J B

c) |5 +621 dx [Sugerencia: Hacer u = e*].



LA INTEGRAL INDEFINIDA 211

S

l
ez
CE

dx

(&

Y f - 4e zdx
h fi')er 2

i) [ tan[In(cos z)]dx

k) [ tan3 bz sec? bxdx
D J sec® bz tan brdz

m dzx

/ m
Sln T
n f CcCos T

f ‘”d‘” — [Sugerencia: Hacer u = x?].

)
)
)
)
)
)
j) [ cos? ax sin axdz
)
)
)
)
)

3. Evalda las siguientes integrales.

a) 72 cos3 zdz

b) ﬂ/4 tan? zdx

c) cosx\/mda:
d) fo xsin Z-

e) fl H\xf dzx.

4. Determina las siguientes integrales trigonométricas.
a) [sin?zcos® zdx
b) [sindz cos? zdx
c

d

S tan? x sec® xdx
f cos® xdx

e fsin4 zdxr

)
)
)
)
)
)

f ftan4 xdz.

5. Determina las siguientes integrales por sustitucién trigonométrica.

o) [ =

)
) [ e
¢) [ Y=gy
)
)

S

S

[ =5
| Zrmde

(&
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f 2+4x+

\
H
+
p_k
+
N
8
+
Q.
S

3.7. Integrales impropias

Como un objetivo de esta seccién, es extender la idea de determinar la integral definida de una
funcién en un intervalo finito [a, b] a intervalos no necesariamente finitos, es decir, a intervalos donde
a = —00 0 b = co. También a intervalos [a, b], donde f tiene un nimero finito de discontinuidades
infinitas en [a, b], donde discontinuidad infinita significa que si ¢ € (a,b) es una discontinuidad

infinita de f, entonces
lim f(z) =00 o lim f(x) = —oc.

Tr—cC Tr—cC

A este tipo de integrales se le denomina integrales impropias.

3.7.1. Ejemplo. Determina

> 1
/ LI
0 1+$2

Solucién: El significado gréifico de esta integral impropia, consiste en el drea de una region
no limitada; en el drea bajo la gréfica de la funcién f(x) =
[0,00).

H%’ cuyo intervalo de integracién es

El procedimiento para resolver este problema se basa en calcular
b
/ ——dx, donde b>0.
0 1 + 372
Posteriormente se toma el limite de la integral anterior cuando b — oco. Esto es,

b

1

/ ——5dx = arctan m|8 = arctan b.
0 ]. + x
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Luego,
b

T
lim —Qd:z: = lim arctanb=—. N
b—oo J 1+=x b—o0 2

Para calcular una integral impropia cuyo intervalo de integracién es de la forma (—o0,b] o [a, 00),

se utiliza la siguiente definicién.

3.7.2. Definicion.

(a) Si f es continua en [a,o0), entonces

/aoo f(x)dx = blirgo /abf(a:)da:

(b) Si f es continua en (—oo,b|, entonces

b b
/ f(x)dx = lim f(x)dx.

a——0o0 a

Nota: Si el limite existe en cualquiera de los dos casos anteriores, se dice que la integral im-

propia converge, en caso contrario, se dice que la integral impropia diverge.

Si f es una funcién continua en toda la recta real, es decir, en el intervalo (—oo,00), y si ¢ € R tal

que

C
/ flx)dx y / f(x)dx convergen, entonces

/f dx_/ fla da:+/f

3.7.3. Ejemplo. Determina la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias.
L [P (z—1)e *dz.
2. Usando induccién matematica, comprueba que

(e}
/ z"e *dx =n! paratodo n € N.
0

3. f oonJfHde

Solucion:

00 b
/ (x —1De ®dx = lim [ (x—1)e “dux.
1

b—oo 1
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Primero se calcula [(z — 1)e™*dz

Sean u =x — 1,
/(a: —1)e "dx

Por lo tanto,

b
/1 (x —1)e %dx = —ze %5 = —be?

Entonces .
lim [ (z
b— 00 1

Se concluye que

dv = e *dx. Entonces, du = dz,

usando integracién por partes.

v = —e~*. Luego,

—(r—1e ™"+ /exda: =—(z—1)e*—e"

T —Z

—ze P +e T —e P =—ze

—1)e *dr = lim
b—o0

b 1\ 1
a )T
€ (& &

o0 1
/ (x—1De *de=-. N
1 e
b
z"e Fdr = lim z"e Tdz.

r

b—oo 0

. . . . b oo
Primero se calcula por el método de integraciéon por partes fo e *dr.

Sean u = z™,

b
/ z"e Tdx
0

Sin=1,
b
/ e *dx
0
Luego,
b
lim
b—00 0

Por lo tanto,

dv = e %dx. entonces, du = nz" ‘dz,

ze dr = lim

v=—e %

b
b _ _
—z"e x‘o—/ —e Tng" tdx
0

Y2

b
- +n/ 2" e % dy.
€ 0

b—oo

o0
/ ze Tdr = 1.
0

b1
[—5—5+1}=1:1l.

Supongamos que el resultado se cumple para n = k, es decir,

Sean =k+ 1. Como

r

2 tle % dy = —— +
e

/ 2Fe %dr = k.
0

bk‘-{—l b
(k+ 1)/ aPe % dr,
0
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entonces

0 b
/ 2" tle™dy = lim e dy
0 b—oo 0
k+1 b
b—oo e 0

b
= lim (k+ 1)/ aPe dx
b—o0 0
b
= (k4+1) lim [ 2Fe®dz = (k+ 1)k!

b—o0 0

= (k+ 1)L
Por lo tanto, el resultado se cumple para n = k4 1, y por induccién matematica se tiene que

o
/ "¢ *dxr =n! paratodo neN. N
0

* 0 T * g
———dx = d —dx.
/_wx2+4x /_wx2+4x+/0 2244

Primero se calcula [ ﬁdm. Esta integral se resuelve por sustitucién trigonomé-trica, CASO

II, donde @ = 2. Sea = = 2tan#, entonces dz = 2sec? §df. Como 5 = tand, el tridngulo a

usar es

V4 + 22

Ll AN

Se observa que x2 + 4 = 4tan? 0 + 4 = 4sec? . Luego,

2 - 2sec?
/—2::-4@3 = / tanzseczeec 0db = /tan@dﬁ
x

= —In|cosf |=—1In

2
\/3324—4'
2
= —-In——=—-In24+Invz2+4

z2+4
1
= —ln2—|—§ln(az2—|—4).
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Luego,
0 0
/ %dm = lim 23: dz
oo X4+ 4 a——oo [, x4+ 4
1 0
= lim [— In2+ = In(2? + 4)]
a——oo 2 a

1 1
= lim [—ln2—|—§ln4— <—ln2+§ln(a2+4)>]

a——0o0

1
= lim 5[1114 —In(a® + 4)]

a——0o0

_ 11 4
T ot ! a?+4

= —0OQ.

Por lo tanto,

0 x
———dz diverge.
/oo x? 44

o b
x x
——dr = I d
/O 247 T S, 2 +a™
1 b
= lim [—ln2+—ln(x2+4)}
b—ro0 2 0
, 1, 1
= lim |[-In2+-In(b*+4) — | —In2+ -In4
b—ro0 2 2
1
5[1n(b2 +4) — In4]

= lim
b—o0

1
= Jim —fln4 - In(b? + 4)]

b—oo

Ii 11 4
= lim —=In| ——
b—oo 2 b2+4

= OQ.

Por lo tanto,

00 x '
/0' m dx dlverge.

Se concluye que

*
/ :p2—4—4 dx diverge. [ |

—00

Actividad 46. Comprueba que
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3.7.4. Ejemplo. Comprueba que
/Oo dx
1 2P

converge si p > 1 y diverge si p < 1.

Solucién:

0 d b d b
/ Yoo m [ B m [ 2 Pda
1

aP b—o0 1 xP b—oo 1

z—p+1 70 p—p+1 1
= lim [ } = lim [ - }
bwoo |—p+1]; boc|—p+1 -—-p+1

. 1
T o (1—pr=t  p—1]"

Sip>1,entoncesp—1>0y

1
Im — =0.
b0 (1 —p)br—1
Sip<l1,entoncesp—1<0(1—p>0)y
bl—p
Im —— = lim =0

b—o0 (1 —p)bp_l b—woo 1l —p

Sip=1,
b dx b dx
lim — = lim — = lim Inb = oo.
b—oo J1 xP b—oo J1 X b—00
Por lo tanto,
Lo s op>1

® dz p=1
1 P

diverge si p<1. W

3.7.5. Definicion.

1. Si f es continua en [a,b) con discontinuidad infinita en b, entonces

b c
/ f(x)dx = lim dzx.

c—b~ Jq

2. Si f es continua en (a,b] con discontinuidad infinita en a, entonces

b b
/ f(x)dx = lim (z)dx.

c—at Je

3. Si f es continua en [a,b] con discontinidad infinita en ¢ € (a,b), entonces

/abf(a:)da: = /acf(a:)dx +/be(x)d1:.

217
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Cuando el limite existe en cualquiera de los dos primeros casos, se dice que la integral impropia
converge, de otra forma se dice que diverge. Para el tercer caso, la integral impropia converge

cuando las dos integrales impropias del lado derecho son convergentes.

3.7.6. Ejemplo. Determina la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias.

8 1

2. fol z In xdx

3. fol V1te g

Vi—zx
Solucion:
1.

= lim = lim ¥d1‘.

8 1 c
| = | =t
0o V8—z e=8= Jo V8—uw =8~ Jo (8 —xz)1/3

Para calcular foc mdz‘ se hace u = 8 — x, entonces du = —dzx. Luego,

c 1 8—c du 8—c
 — __dx = - - —1/34
/0 8B /8 e /8 o

_ 1 3 9 876__% _N2/3 3273
= |:2u L = 2(8 c) —1—28

= -

Asi que
¢ 1 3
fm [ —t de= lm |-28- ) +6] =6
ci%’l— 0 (8 - 1‘)1/3 * ci%’l— |: 2(8 C) + 6:| 6
Por lo tanto,

8
1
—dr=6. N
/0 \3/8—1:33

1 1
/ zlnxdxr = lim zIn xdx.
0

c—0t J,
Primero se calcula [ 2 Inzdz utilizando integracién por partes.

Sea u =z, dv = Inz. Entonces, du = dx, v=xlnz — x.
/xlnxd$ = z(zlnx—z)— /(a:ln$ —x)dx
= 2%(lnz —1) —/mlnmdw—l—/mdw
2
= 2*(Inz—1)— /xlnﬂix + CR
Despejando la integral deseada, se tiene

2
Q/xlnxd$ =z*(lnz — 1)+ %
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Por lo tanto,

2 2
/xlnxd$ = %(lnx—l)-ﬁ- %

Luego,
1 2 271
T T
Inzdr = |—(lnx—-1 —
/C xInxdx [2 (Inz—1)+ Tl
1 1 2 2
= —(0-1 -~ — —(lnc—1) — —
2(0 )-|—4 2(110 ) 1
1 2 2
= —— — —(lnc—-1) - —
;- ge—1 -7
_ 1 621 +02 2
T Ty Nt Ty T
Finalmente
1 2 2 2
1 ¢ c c
If Inzder = i —— — =1 - — —
Jip, [ owmate = g (-3-met5-5)
c? 1 Ine
= —Z_ lm ZIlne=—-=— lim —
4 c—1>I(r)1+ 2 ne c—lgl* c%
1 1 1 A
= —-—1f C =—--—-1
1 oo+ = 4 chor —4c?
1 T c?
4 c—0+ —4
B 1
— T

Se concluye que

! 1
/ rzlnzder=—-. N
0 4

/1 VIt~ lm
0

dx.
\/1—1‘ c—1— o

vita 1.

Primero se calcula foc Vi

Sea u = /1 — z, entonces u?> = 1 — z, 2udu = —dz y 2 — u® = 1 + z. Luego,

c /1 V1—c /2 — 2 V1—c
/ + xda: = —/ JQudu = —2/ vV 2 — u?du.
0 1 U 1

V-
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Esta dltima integral se puede resolver por sustitucién trigonométrica. Asi, sea u = v/2siné,

entonces du = /2 cos 8df. Como % =sin 6, el tridngulo a utilizar es

V2

n N
2 — u?
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Se observa que 2 — u? = 2 — 2sin? # = 2 cos? §. Por lo tanto,

—2/ V2 —u2du

Se tiene asi que

/C\/1+—x
0

d
VvV1i—=x v

Se concluye que

i ‘Vi+zx
lim dr =
c—17 Jo v1i—=x

Por lo tanto,

-2 V2cosf-vV2cosf)dd = —4 [ cos®df
(

[0 sin?20 .
= —4 5 1 ]——Q[H—I—smﬁcosﬁ]
2_acs' <u>+u 2—w
= - resin [ — -
e\ T
[ ) <u> uv2 — u?
= 2|arcsin| — |+ —|.
i V2 2
Vi—c
V2 —u2du
1
_ 1—
_— <1> w2— |
vz 2|,
-arcsin <\/1 _ c) + Vi-evlte — arcsin <L> — 1]
i V2 2 Vv2/) 2
-arcsin V1i—c +\/l—c\/1+c_z_1
I V2 2 4 2|
, ) Vv1—c Vi—c/1+cec 7w 1
Iim —2 |arcsin + - — ==
c—1— \/§ 2 4 2
41
5 .
1
/Vde:c—EH. m
0 \/1-.% 2

Actividad 47. Comprueba la validez de las siguientes integrales impropias

2

8 1 9
2. f—l 3—\/5d.1' = R



INTEGRALES IMPROPIAS 221

LISTA DE EJERCICIOS. SECCION 3.7

Comprueba la validez de las siguientes integrales impropias.
o0 1 _

-2 1 _ 1
2. f_oo —($+1)3 dr = —3

xln?x In5
o0 dx
5. J; zlnzx 1
0 zdx _ 1
6. f—oo (2+1)5/2 — 3

7. fooo e Tdr =1

8. floo ze Tdx = %

9. fooo dxe%dr = 4
10. [° \/% diverge
11. fooo e~ cosbrdr = x4

12. Prueba que fooo e~ “*dx converge si a > 0y diverge si o < 1.

1
13. f—l ﬁdl‘ =T

14. [/ Inzdr = —1

1 1
15. [, A dr =2

1 .
16. [, ﬁdw diverge

17 [0 2 —de = —4

Vr2—-9

6

19. Prueba que fab (xf—i)a converge si a < 1 y diverge si a < 1.

20. fog mdz‘ diverge.
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3.8. Longitud de arco

Consideremos y = f(z) una funcién continua en [a, b]. Sea C' la curva definida por la gréafica de
f. Se dice que C es rectificable si tiene longitud (longitud de arco) finita. Una condicién suficiente
para que la grafica de f sea rectificable en [a, b], es que f'(x) sea continua en [a,b]. En este caso, se
dice que f es de clase C!. Geomé-tricamente, una funcién f de clase C' tiene la propiedad de que su
grafica es una curva suave. Por ejemplo, las graficas de las funciones f(z) =|z | y g(x) =| sinz |

no son suaves debido a que tienen picos en ciertos puntos de su dominio.

Es claro que para obtener la longitud de un poligono, se suman las longitudes de todos los segmentos
de recta que forman el poligono, no asi para una curva suave C' debido a que no estd conformada
por segmentos de recta. Sin embargo, su longitud L se puede aproximar por medio de una poligonal

inscrita en la grafica de f.

3.8.1. Teorema. Sea f(x) una funcién continua en [a,b] de clase C'. La longitud de arco' de

L:/ab,/u[f'(x)]?dx.

Sea P = {a = z,,x1,22,...,x, = b} una particién de [a, b].

y = f(z) en [a,b] estd dada por

Demostracion:

Sea P; = (x4, f(zi)), 0<i<n.

La distancia de P;_1 a P; esta dada por

‘ Pifl-Pi |: \/(xl — 1‘1‘71)2 + (f(l‘l) — f(l‘ifl))Q, para todo 1= 1, 2, e, n.
Aplicando el teorema del valor medio para derivadas a cada intervalo [x;_1,z;] (vedse Teorema
3.4.3), se tiene que existe ¢; € (x;_1, ;) tal que

' fla:) — f(sz‘—l)'

fe) = PR

'Para una curva suave C' dada por = = g(z) en [c, d] tiene longitud de arco L = fcd V149 (v))3dy.
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Luego,

P - \/m—m)u(“m /(@i 1>> @ 511)?

Tj — Tj—1

- \/1+ (f($;2:£f$i1)>2 (s — 251)

= 14+ [f'(cz)]QAa:Z

Sumando estas longitudes desde ¢ = 1 hasta ¢ = n, se obtiene la longitud de la poligonal inscrita

en C. Es decir,
n n
STIP AR [=) 1+ [f (a)PAw,
i=1 i=1

es la longitud de la poligonal donde la suma de la derecha corresponde a una suma de Riemann
con f(z)=+/1+1f 2, Si se aplica el limite de esta suma cuando la norma de la particién tiende

a cero se obtendra una 1ntegral que corresponde a la longitud de C como sigue:

L = 1 P,_1 P
|pﬁ&02‘ 1B

B IIILillrgoz L+ [f ()P D
=1
b
- [Pk

:/ab\/lJr[f'(:L‘)]Qda::/ab\/lJr (%)2@:

3.8.2. Ejemplo. Determina la longitud de arco de la curva C, dada por

Por lo tanto,

O

3

T 1
= — 4+ — 1/2,2].
y=" 4o e [127
Solucién: Se observa que
B 3 n r x4 4+3
V=% T2 6z
Luego,
dy  423(6z) — (z*+3)6 242t — 62" — 18
de 3622 B 3622
18zt —18 ' —1
3622 222
Por lo que

dy 2_ 28 — 224 + 1
de )] 4z ’
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y
dy 2 2 =22t + 1 4ot 2% —22% 41
14+ == = 1+ =
dx 44 44
a2t (et 1
- a4 - 222 '
Entonces

Por lo tanto,

1
2
12 (1/2) 1
- 5_?_5_<T‘W>]
178 1 1 2]_1[99}_@
2 2 [24] 48

3.8.3. Ejemplo. Determina la longitud de arco de la curva C, dada por
1
T = g\/ﬂ(y —3), donde 1<y <d4.

Solucién: Se observa que

1 1
v=Vily—3) = 3v*7 =y

3 3

1

de. 1 19 L2
dy 2 2 ’
(@) _[iy L L R L
dz\? \/ 1 1 1
1+(2) = (J14+2y— =441
+<dy> Tty
_ o jyp L1
N 4+4y+2
P +142y [y +1)2
4y 4y
y+1
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B y+1
1/14— d / 21/2

Luego,

4

1 (72 12y, _ L 3/2 1/2
= 2/ +y /%)dy 2 3 + 2y 1
1[2 2
= 2232422 _Z_2
S 5@ a2
_ 116,02 01 1720
203 3 2103
- N g
3

LISTA DE EJERCICIOS. SECCION 3.8

1. Determina la longitud de arco de las siguientes curvas, dadas por

a) y=2%? en [0,1]

b) y=2> en[0,2]

¢) y="2 + s en 1,2

d) y=In(cosz) en [0,7/3]
e) y = 2(2? +1)32 en [0,2]
f)y=35(e+e®) en0,2)
9) y=In(54) enn2,m3
h) z=3(y?+2)%% en[0,4]
i) z=gy'+ gz en[L,2]

j) x=3(y—1)%? en|[L,5].

2. Sean P; = (z1,y1) y P> = (x2,y2). Establece la funcién y = f(z) que describe el segmento de
recta de P; a P,, y comprueba que la longitud de arco de y = f(z) esta dada por:

L=+/(z2 —21)% + (y2 — 11)%
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3.9. Ecuaciones paramétricas

En un sistema de coordenadas cartesianas se emplean dos variables para re-presentar la grafica
de una regla de correspondencia f, mediante una sola ecuacién escrita como y = f(x), donde x es la
variable independiente y y la variable dependiente. Cada punto de la gréifica de f corresponde a una
pareja de puntos (z,y) o (z, f(x)). El problema de esta representacion se presenta cuando la grafica
de f tiene puntos como (z,y1), (x,y2), donde y; # yo. En este caso, la regla de correspondencia f

no corresponde a una funcion.

Para tratar el problema de representar la grafica de una regla de correspondencia f como si se
tratara de una funcion, lo que se hace es introducir una tercera variable ¢, llamada parametro,
donde z y y ahora dependen de t, es decir, x = u(t) y y = v(t), para ciertas funciones continuas
u'y v,y t pertenece a un determinado intervalo I de tal forma que para cada t € I, los puntos
(u(t),v(t)) representan a la misma grafica de f. El conjunto de puntos (x,y) que se obtiene cuanto

t varia sobre I, se le denomina curva plana.

Por ejemplo, una circunferencia con centro en el origen de radio r, tiene por ecuacién z2 + y? = r2.

Esta se puede representar mediante las ecuaciones

x =rcost

y=rsint

donde t € [0, 27]. Las ecuaciones x y y como funciones de ¢ se denominan ecuaciones paramétri-

cas, y la variable t es el pardametro.

Y
t:%
t=m r t=20
t=27
3
=%

La curva que resulta cuando ¢ varia de 0 a 27, es una circunferencia de radio .
3.9.1. Definicion. Sean u y v funciones continuas en un intervalo I. Las ecuaciones
se llaman ecuaciones paramétricas y a la variable t se le llama pardmetro. El conjunto de

puntos (x,y) que se obtiene cuando t varia en I es la grifica o curva que describen las ecuaciones

paramétricas.
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Por ejemplo, una elipse con centro en el origen que se intersecta en el eje  en a y —a, y con el

eje y en by —b, tiene por ecuacién:
2 2
L Y
a2 b2

Las ecuaciones paramétricas que describen esta curva estdn dadas por

=1.

r =acost
y = bsint
donde t € [0, 27].
Y
a T
_ 3
t=3

Nota: En los ejemplos anteriores se puede observar que cada curva descrita por las ecuaciones
paramétricas conforme ¢ varfa en [0, 27|, se mueven en sentido contrario a las manecillas del reloj.
En general, al trazar una curva descrita por las ecuaciones paramétricas conforme ¢ va tomando
valores en I en forma creciente, se dice que la curva se va trazando en una direccion especifica

llamada orientacion de la curva.

Si f es una funcién continua en [a,b] dada por la ecuacién y = f(x), entonces las ecuaciones

paramétricas que describen la grafica de f se puede definir como
v=t y=f(t); a<t<b

Por ejemplo, si la funcién f estd dada por y = 22 en [—1, 1], que corresponde una parabola, entonces

las ecuaciones paramétricas que describen esta curva son:

r=t y=t} —-1<t<l.

En algunas ocasiones se necesita conocer la ecuacién rectangular de una grafica en lugar de las
ecuaciones paramétricas de una curva. Para esto, es necesario eliminar el pardmetro t. Una forma
de hacerlo, es despejar el parametro de una de las dos ecuaciones y sustituir en la otra. Cuando

esto no es posible, se realiza una manipulaciéon a las ecuaciones paramétricas. Por ejemplo,
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1. Siz=rcost, y=rsint; 0 <t <27, entonces

2

z? =r2cos?t y y2:r2

sin’t.

Luego,
22 + % = r?(cos? t +sin?t) = r2
Por lo tanto, la ecuacién rectangular corresponde a una circunferencia de radio r, dada por

J:2+y2:r.

. Six=uacost, y=bsint; 0 <t < 2w, entonces

2?2 =a’cos’t y y? =b’sin?t.
Luego,
2 2
x
) + ’Z—Q = cos?t+sin?t = 1.

La ecuacion rectangular corresponde a una elipse con interseccién en el eje x en a, y b en el

el eje y, dada por

Seanz=t>—-1, y=t+2; —-1<t<l1.

Para determinar la ecuaciéon rectangular, se despeja t en la segunda ecuacién: t = y — 2.
Sustituyendo t en z, se obtiene z = (y —2)% — 1. Esto corresponde a una parabola que se abre

a la derecha con vértice en (—1,2), donde 1 < y < 3. Por lo tanto, la ecuacién rectangular es

r=(y—-2)7°%-1, 1<y<3.

-1

Ahora, se determinardn las ecuaciones paramétricas de algunas curvas especiales que se emplean

con frecuencia para la solucién de ciertos problemas.

1. La curva que describe un punto P de una circunferencia de radio r que rueda sin resbalarse a

lo largo de una linea recta se llama cicloide. Las ecuaciones paramétricas que describen esta
curva estan dadas por:
x=r(@—sinf) y y=r(1--cosh).

En efecto, consideremos la siguiente figura:
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y
-
P D
O[4A B * ‘ 7
T 2

Supongamos que en el momento en que comienza a rodar la circunferencia con centro en C'y
de radio r sobre el eje z, el punto P = (x,y) coincide con el origen. Sea # medido en radianes.

Entonces
OB = PB = r4.
sinf=—— 'y cosf=——.
r

Por lo tanto,

PD =rsinf y CD=rcosb.

Luego,

r=0A=0B—-PD=r0—rsinf =r(d —rsinf)

y=AP=CB—-CD =r—rcosf =r(1—cosf).

La cicloide queda de la siguiente manera:

2. La curva que describe un punto fijo P de una circunferencia, que rueda sin resbalar al interior
de otra circunferencia se llama hipocicloide. Para determinar las ecuaciones paramétricas

de esta curva, se considera la figura:
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B
/ R
b 09’
0 \Q
@] N ML JA

Sean a = radio de la circunferencia con centro en O.

b = radio de la circunferencia con centro en O'.

¢ = <0'PQ.

Supongamos que P = (z,y) el punto fijo de la circunferencia menor que describe la hipoci-
cloide, comienza en A al momento que empieza a rodar. Entonces, RA = RP.

Se observa que cuando P ha recorrido la trayectoria de A a B, habra girado 360°. Se tienen

las siguientes igualdades:

ON /
cosf = 00 entonces ON = OO cos?.
sinf = g—g, entonces NO = 00 siné.

QP
PO’

o' : :
sin p = g—o, entonces QO = PO sin.

cos p = entonces QP = PO’ cos ©.

Luego,
z=0M = ON + QP = 00 cosf + PO’ cos ¢,
y=MP=NO —QO =00 sinf — PO sin .
Ahora se expresa  en términos de 6:

Como el dngulo 6 es exterior al tridngulo OO'L, se tiene que
= w+ 0, entonces ¢ = 0 —0.

Como RA = ]/%]\3, entonces af = bg. Por lo tanto,

0 = 0.

a
b
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Sustituyendo 6’ en ¢, se obtiene

a a—>b
=-0—-0= 0.
L b

Por otra parte, como OO0 = a — by PO = b, entonces las ecuaciones paramétricas de la
hipocicloide son

x = (a—b)cos@—i—bcosa_bﬂ,

—-b
yz(a—b)sin@—bsina 0.

Nota: Cuando a y b son inconmensurables, la trayectoria que realiza esta curva no vuelve a

pasar por el punto A.

3. Si los radios de las circunferencias que intervienen en la generacion de la hipocicloide es tal

que b = %a (a y b son conmensurables), se obtiene una curva cerrada llamada astroide.

Las ecuaciones paramétricas de esta curva se deducen de las de la hipocicloide sustituyendo

b= ia, obteniéndose = acos®@ y y = asin®6. En efecto:

a —

%

x = (a—b)cosf + bcos

1
= Za cos 6 + Za cos 36.

Andlogamente,

1
y = —asinf — Zasin39.

4
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Por otra parte,

cos30 = cos(20 + 6) = cos 260 cos § — sin 26 sin 0
= (cosf@cosf —sinfsinf) cos — 2sin O cos 6 sin 6
= cos®f —sin?fcosf — 2sin? O cos b

= cos® 0 — 3sin® 0 cosb.

sin3f = sin(26 + ) = sin 26 cos 6 + cos 260 sin
= 2sinfcosf cosf + (cosfcosf — sinf sin f) sin 6
= 2sinfcos? @ + cos? fsinh — sin® f

= 3sinfcos’ 6 — sin® 6.

Luego,
3 1 3 . 9
r = Zacos@—i—za[cos 0 — 3sin” 6 cos 0]
3 1 3
= Zacos@ + Zacos?’ﬁ — Zasin29c039

3 1
= acos 6(1 —sin?6) + Zacos?’ 0

3 1
= Za cos 6 cos® 6 + Za cos®

= acos®f.
3 . 1 . 2 .3
y = Zasm@— Za[3sm6?cos 6 — sin” 0]
3 3 1
= Zasin@ — Zasin@cos%’ + Zasin?’H

3 1
= Zasin 6(1 — cos?6) + Zasin?’ 0
3 1
= Zasin9s1n2 0+ Zasin?’ 0
= asin®é.
Por lo tanto,
r=acos’0 y y=asin®0.

Nota: Las ecuaciones paramétricas de esta curva, cumplen lo siguiente:

(2)2/3 = cos® 0 y (%)2/3 = sin? 6.

De aqui, se deduce la ecuacién rectangular del astroide dada por
2/3 2/3
(5 (-
a a

22/3 1 y2/3 —1

Sia =1, se tiene que
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4. La curva que describe un punto fijo P de una circunferencia de radio b que rueda sobre la
parte exterior de otra circunferencia de radio a se llama epicicloide.

L

. . . / .
Sean a y b los radios de las circunferencias con centros en O y O respectivamente.

. 7 ’
Supongamos que en el momento que comienza a rodar el circulo con centro en O, el punto P = (z,y)
coincide en A. Entonces,

]352 =b0 = Z@ =af. Esdecir 0 = %9.
Se observa que

OR /
sinf = ——, entonces (a+b)sind =0 R.
a+b

cosf = OR entonces (a+b)cosf = OR.

a+b’
: S :
sin ¢ > entonces bsingp = RS.
cos p = a entonces bcosy =TP.
Luego,
z=0R+ RS = (a+b)cosf + bsingp,
y=O0R—TP = (a+b)sinf — bcos .
Pero ;
/ T a T  a+ T

Por lo tanto,

b b
x = (a+ b)cosf + bsin <%9—g> = (a+b)cos O — bcos (a—;}— 0),
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y = (a+0b)sinf —bcos <a—£b9—g> = (a+b)sinf — bsin <a2—69>'

Se tiene entonces que las ecuaciones paramétricas de la epicicloide, estan dadas como

x = (a+ b)cosf — bcos <a:b9>’

y = (a+b)sinf — bsin (a;—b9>.

Nota: En el caso particular que a = b, la curva que se obtiene se llama cardiode.

Y

—

Las ecuaciones paramétricas de la cardiode son:
x = 2acosf — acosab,

y = 2asinf — asin af.

3.9.2. Definicién. Se dice que una curva C representada por las ecuaciones paramétricas x = f(t)
yy = g(t), es suave en un intervalo I si f (t) y g (t) son continuas en I y no son simultaneamente
0, excepto posiblemente en los puntos extremos de I. Se dice también que C es suave a trozos si

es suave en todo subintervalo de alguna particion de I.

Por ejemplo, en las ecuaciones paramétricas de la cicloide dadas por f(6) = r(0 — sinf) y

g(0) = r(1 — cos#), se tiene que
f (@) =r—rcosd y g(0)=rsin.

Luego, f/(H) =0y g’(@) =0 cuando 6 = 2nm; n = 0,1,2,3,... En estos puntos, la cicloide tiene

esquinas agudas. Asf que la cicloide es suave en los intervalos [0, 27|, [27, 47|, [47, 67], etcétera.

Fl siguiente resultado proporciona una féormula para determinar la derivada de una curva suave C

en un punto (z,y).
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3.9.3. Teorema. Sea C una curva suave en I definida paramétricamente por x = f(t) yy = g(t).

La derivada de C en el punto (x,y) es

stempre que ‘Cil—f #0 en (z,y).

Demostracion:

dy _ dy/dt
de  dx/dt’

Consideremos la figura:

Yy

(F(t+ gt + 1),

Sea h >0, Ay=g(t+h)—g(t)y Az = f(t+ h) — f(t). Entonces, la pendiente de la recta secante
que pasa por (f(1),9(t)) y (f(t+h),g(t +h)) es TL.

Se observa que Ax — 0 si y sélo si h — 0. Se tiene entonces que

Por lo tanto,

dy
dx

By gt h) - gl
Nx—0 Az h—0 f(t+ h) — f(t)
Lot h) ot/
h=0 [f(t+h) — f()]/h

limy,_o g(t—l—h})L—g(t) gl(t)

1y, o LEW=IO — f'(2)
dy/dt
dx/dt

dy _dyjdt

dr  dz/dt’

3.9.4. Ejemplo. Determina la ecuacién de la recta tangente de la curva Lissajous, cuyas ecua-

ciones paramétricas estan dadas por 2 = 4cosf y y = 2sin26 en (21/3,1/3).
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Solucién:

dy dy/df  4cos20 _ cos 26

de  drx/d) —4sinf  sinf

Se observa que si # = /6, entonces = = 2v/3 y y = /3. Luego, la pendiente de la recta tangente es
dy _cosy  1/2

dr|p_x  sinZ  1/2
6

-1
Entonces la ecuacién de la recta tangente en el punto (2v/3,/3) es

y—V3=-1z—-2V3) o y=—-z+3V3. N

3.9.5. Ejemplo. Comprueba que la curva reloj de arena, cuyas ecuaciones paramétricas estan
dadas por z = asin2t y y = bsint; 0 < t < 27, tiene dos rectas tangentes en (0,0).

Y
b
p x
Solucion:
d_y _ bcost
dr  2acos2t’
Por otra parte, sit =0, t = 7w y t = 2w, entonces (z,y) = (0,0). Luego,
dy b dy
dx|,_, 20 dx o Y
dy b
dr|,_. 2a
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Por lo tanto, las dos rectas tangentes tienen por ecuacion:

b b
=_ =z =
Y= 7 YT T

Actividad 48. Comprueba que la curva lagrima, no es suave en t = 7, y determina la ecuacién de
la recta tangente en (0, —b) y en (—2a,0), cuyas ecuaciones paramétricas son = 2acost — asin 2t
yy=bsint; 0 <t < 2m.

b

NN
D

Ahora, se dard un resultado que permite calcular la longitud de arco de una curva representada

en forma paramétrica. Recordemos que si y = h(z) es una funcién continua en [z, xl] de clase C!,

entonces la longitud de arco de la curva C trazada por la gréfica de h en [z, 1], €

/ \/726195—/ ,/1+ (3.11)

Si C estd representada por las ecuaciones paramétricas x = yy=g(t); a <t <b, entonces
el intervalo que traza la trayectoria de C' tiene dominio [a, b]. Este debe ser el nuevo intervalo que

determine la longitud de arco de C en lugar de [zg, z1].

Por otra parte, se sabe que si f (t) # 0, entonces

dy  dy/dt
dr  dx/dt’

La ecuacién (3.11) ahora se puede escribir
1 2
L = / \[1+ @ dx
da:

_ / dy/dt

B d /dt
/ (dx/dt)? + (dy/dt)? da:
da:/dt a

=/¢ ()

= ] + g (0))dt.
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Por lo tanto, la longitud de arco de C' en [a, b] representada en forma paramétrica es

/ NI (1)]2dt.

Para aplicar esta formula, se debe tener cuidado, especialmente cuando C se intersecta a si misma

en alguna ¢y € (a,b). Cuando esto suceda, se deberd integrar de [a,to] y de [to, b]. Esto es,

- [V ore [ i ore

También se debe asegurar que la curva C recorre una séla vez en el intervalo de integracién. Por

ejemplo, x = cost, y = sint describe una circunferencia de radio 1. En el intervalo 0 < ¢t < 2,

recorre una séla vez, mientras que en 0 < ¢ < 47, recorre dos veces. Luego, la longitud de arco de

/W ()

la circunferencia unitaria es

3.9.6. Teorema. SiC es una curva suave representada paramétricamente por x = f(t) yy = g(t);

a<t<b, yC no se corta a si misma en (a,b), entonces la longitud de arco de C' en |a,b] es
b 2
dz
= — dt = 2dt.
VG (@)= [ Vi

3.9.7. Ejemplo. Determina la longitud de arco L de la curva astroide.

Y

N
N

Solucién:

Las ecuaciones paramétricas de esta curva estan dadas por
= acos’t y o y= asin?’t; 0<t<2m.

Notese que esta curva no es suave en todo su dominio, sin embargo, lo es y no se intersecta a

si misma en [0, 7/2]. Por otra parte, en este intervalo, sélo se dibuja la cuarta parte de la curva.
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Entonces, para obtener la longitud de arco total, se debe multiplicar por 4 la longitud de [0, 7/2].

3 dz\ 2 dy 2
L = 4 — — | dt
/ \/<dt> - (%)

™

Esto es,

2

= 4/ \/(—3a cos? tsint)? 4 (3asin®t cos t)2dt
0

[NIE]

= 4/ \/9@2 cos* tsin? t 4+ 9a2 sin® t cos? tdt
0

3
= 4/ \/9a2 cos? t sin? t(cos? t + sin® t)dt
0
3
= 4/ V 9a2 cos? t sin? tdt
0

= 4/2 3a cos tsintdt
0

2
= 12a/ cos tsintdt
0

us
2

12 9
= — —acos“t
2 0

- _ 2T 0s20| = —6alo —
= —6a [cos 5 —Cos O] 6al0 — 1]
= 6a. N

3.9.8. Ejemplo. Determina la longitud de arco de la cicloide, cuyas ecuaciones paramétricas son
x=a(t—sint) y y =a(l —cost); 0 <t < 2.

Solucién: La cicloide es suave en [0, 27|. Luego,

dx ; dy -
— — a — a COS — = as1n’t.
dt Yot

dz\’ 2 2 2 .2 dy ? 2 2
o =a” —2a”cost+a“cos”t y q = a”sin“ .
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Luego,

2 2 2
dx dy
L = @ WYt
[E) (@)
27
= Va2 — 2a2 cost + a2 cos? t + a2 sin® tdt
0

2
= / \/a2 —2a2 cost + a2(cos? t + sin® t)dt
0

27
= Va2 — 2a2 cost + a2dt
0

2m
= / Vv 2a2(1 — cost)dt

0

2
= V2a V1 — costdt

0

21 t
= V2a 2sin? —dt
0o v 2
21 t
= 2a/ sin —dt
0 2

2m
— 4 -
acos o )
= —4afcosm — cos0] = —4a[—1 — 1]
= 8a N

También se puede determinar el area de una regién encerrada por una curva representada en forma

paramétrica. Sea y = h(z) > 0 una funcién continua en [a, b] de clase C'. El 4rea de la regién bajo

b
A:/ ydz.

Supongamos que z = f(t) y y = g(t), tal que f(to) = ay f(t1) = b; es decir, tyg <t < t;. Entonces,

la grafica de h estda dado por

aplicando el método de integracién por sustitucion, se obtiene:

[ vz = / o(0)7 (0t

Por lo tanto, el drea de la regién que encierra la curva representada en forma paramétrica en [t, t1]

[N
t1 ,

A= [ gf ).

to

3.9.9. Ejemplo. Comprueba que el area del circulo de radio r es A = 7r2.
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Solucién: La ecuacién de la circunferencia por arriba del eje de las z, es y = V72 —22 > 0y
estd definida en [—r, r]. Por otra parte, las ecuaciones paramétricas de esta curva son z = rcosf =
f(0) yy=rsind = g(0); 0 <6 < w. También se tiene que f(0) =ry f(r) = —r. Por lo tanto,

T -Tr s
/ ydr = —/ ydr = —/ (rsin@)(—rsin6)do
—r r 0

= / r2sin® 0d6
0

_ 742/ 1—00529d9
0 2

_ 2 [10_ sin29]7r
0

representa el area de la mitad del circulo de radio r. Luego, el area del circulo de radio r es

1
A=2 <§7Tr2) =7mr:. W

3.9.10. Ejemplo. Comprueba que el area que encierra la curva astroide es A = %mﬂ.

Y

Solucién: Despejando la variable y en la ecuacién rectangular del astroide, dada por (%)2/ gt

()

" =1, se obtiene

y= (az/g _ x2/3)3/2'
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Se tiene que y > 0 en [0, a], y las ecuaciones paramétricas de esta curva son: x = acos®>t = f(t) y

y = asin®t = g(t). Por otra parte se tiene que f(0) =a y f(r/2) = 0.

a 0 w/2
/ ydr = —/ ydr = —/ asin®t - 3a cos® t(—sint)dt
0 a 0

w/2

= 3a° sin? t cos® tdt

w/2

= 3d? (sin4 t — sin® t)dt

[(sm t)? — (sint) ]dt

<1—0052t <1—0052t>3]
_— dt
2
1
8

1 1
— —cos 2t — 3 cos? 2t + = g cos® 2t> dt

= 3¢°

I
5
o\o\o\o\

a2

Il
wo

S~

|
”(

(1 — cos 2t — cos? 2t + cos® 2t)dt =

Il
o w

Q
c\

Por otra parte,

1+ cos 4t t sin4t
2

dt = | ———dt = -
/cos / 5 2+ g

/cos3 2tdt = /cos2 2t cos 2tdt = /(1 — sin? 2t) cos 2tdt

= /(cos 2t — sin’ 2t cos 2t)dt

sin2t  sin® 2t

2 6

Por lo tanto,

3 5 sin2t ¢ sindt sin2t sin32t]™?
® = —a |[t——7———2— + -
8 2 2 8 2 6 |
3o 7w 3 2|:7T}
- 51 =571
3
= 3—271'(12.

Esto corresponde a la cuarta parte del area que encierra la curva. Por lo tanto,

A=4 <3%7m2> = gﬂ'a2. [ |
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LISTA DE EJERCICIOS. SECCION 3.9

1. (A qué curva corresponden las siguientes ecuaciones dadas en forma paramétrica? [Sugeren-

cia: Obtén la ecuacién rectangular correspondiente a cada curva).

a) x=z1+t(ra—x1), ¥y y=y1+t(y2—y1)-
b) z=h+rcosf, y y=k-+rsinf.

c)
)

d

r=h+acost, y y==k+bsin.
r=h+asecl, v y=k+tan6.

2. Obtén la grafica de las siguientes curvas, cuyas ecuaciones estdn en forma paramétrica. [Su-

gerencia: Determina la ecuacién rectangular correspondiente a cada curval.
a) z=t—1, y y:t_%.
b) z=2t, y y=[t—2]|.
) x =22, y y=t"+1
3. Determina la ecuacién de la recta tangente de las siguientes curvas en el punto indicado.
a) (
b) (Astroide). v =cos®f, y y=sin®0, enf =
. . _ . _ _ 3
c) (Cicloide). z =6 —sinf), y y=1-cosf, enf ==,
d) (

Cardiode). x = 2acost —acos2t, y y=2asint—asin2t, ent= 3.

FNE

Epicicloide). © = 5cost —cos5t, y y=5sint —sinbt, ent= 7.

4. Determina la longitud de arco de las siguientes curvas.

a)x:t2, y—2t 0<t<2.

b) z =12 y=4t3+3; —1<t<0.

c) v =etcost, y=-etsint 0<t< 3.

d) z=+t, y=3t—1; 0<t<1.

e) v =cosf+0sinfh, y=sinf—~0Ocosh; 0<6<2r.

5. Calcula el area del interior de las siguientes curvas cuya orientacion es en sentido contrario a

las manecillas del reloj.

a) (Elipse) x = acost, y=bsint; 0<t< 2.
A = abr.
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b) (Cardiode) x = 2acost —acos2t, y=2asint—asin2t; 0<t < 2.
A = 2a’T.

Y

8

¢) (Deltoide) z = 2acost +acos2t, y=2asint—asin2t; 0<t<2r.

A = 6a37.
Yy

8

d) (Reloj de arena) x = asin2t, y=bsint; 0<t < 2r.
A= %ab.

e) (Lagrima) z = 2acost —asin2t, y=bsint; 0<t <27.

A = 2abm.
)
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3.10. Coordenadas polares

En esta seccién se estudiard un sistema de coordenadas llamado sistema de coordenadas
polares. Se trata de un sistema de coordenadas bidimensional, en el cual cada punto P del plano
se determina por una distancia y un dngulo. Como sistema de referencia se considera un punto fijo
O del plano llamado polo u origen, y un rayo que parte de O llamado eje polar (equivalente al
eje x en el sistema de coordenadas cartesianas). Con este sistema de referencia, cada punto P del
plano, corresponderd a un par ordenado (r,#) llamado coordenada polar, donde r es la distancia
de O a P, y 6 el angulo formado del eje polar al segmento OP medido en sentido contrario a las

manecillas del reloj.

P =(r0)

1) eje polar

3.10.1. Ejemplo. Localiza los puntos Py = (3, %), > = (2,-%), 3 = (3, %’r) y Py=(-3,%) en

el sistema de coordenadas polares.

Solucién: Para localizar estos puntos, sera 1util dibujar una reticula de circunferencias concéntri-

cas.
s
2
s
1
5
6
3 P1
T
- PR
4 o)
s
6
N
3
3
2

Un punto P en el sistema de coordenadas polares no tiene representacion tnica. Por ejemplo, P =
(r,0) también se puede representar como (1,6 + 2n7); n € Z. Para localizar el punto P = (—r,6),
se hace recorriendo una distancia de r unidades a la izquierda del eje polar a partir del origen, y
sobre la circunferencia de radio r se recorre un angulo # en sentido contrario a las manecillas del
reloj. Entonces, (r,6) y (—r,0) se encuentran sobre una misma recta que pasa por O pero sobre
lados opuestos, y a una misma distancia de r unidades desde O. El punto P = (r,0) donde 0 < 0,
se localiza recorriendo un dngulo 6 en sentido de las manecillas del reloj sobre la circunferencia de

radio 7.
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De acuerdo a esto, se tiene también que (—r,6) = (r,0 + ).

Actividad 49. Localiza en el sistema de coordenadas polares los puntos: P, = (—3, %T”), P, =

(_2>_%) y Py = (_ >_377T)'

En el sistema de coordenadas polares, si se hace coincidir el polo con el origen y el eje polar con
el eje = del sistema cartesiano, entonces se puede establecer una relacion entre coordenadas polares

y rectangulares.

Yy
(r,0)
Y7 i S _(l‘, y)
T
Polo 0 :
0 = z Eje polar
Para transformar la coordenada polar (r,6) a rectangular, se observa que cos = T y sinf = % De

aqui se sigue que

r=rcosf y y=rsinf.

Para transformar la coordenada rectangular (x,%) a polar, se observa que 2 = x2 4 y2, entonces

= AP

Para determinar el angulo 6, se observa que tanf = %, donde z # 0. De acuerdo a esto, se
tiene que
(arctan (%) si x>0, y>0,
0 =4 arctan (%) +2r si x>0, y<O0,

arctan (3) +7 si xz<0.

\ T

3.10.2. Ejemplo. Transforma la coordenada polar (4, 2F) en coordenada rectangular y (3, —v/3)

en coordenada polar.
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Solucion:
(a) (r,0) = (4,2F), entonces r =4 y 0 = 2. Luego,

2 2
x=dcos L =2 y y:4sin—7T = 2V/3.
3 3
Por lo tanto, la coordenada rectangular es (—2,2v/3).
(b) (x,) = (3, —/3), entonces
=\ 1 (VR =VIZ= 2V

-3 s 117
0 = t —_— 2n = ——+ 27 = —.
arctan ( 3 + 27 6 + 27 5

Por lo tanto, la coordenada polar es (2v/3, HT”) |
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Sir y 0 estan relacionados por una ecuacién de la forma r = f(#), se le llama ecuacién polar. De

acuerdo a esto, se puede definir la grafica de una ecuacién polar como el conjunto de puntos (r,6)

que satisfacen la ecuacion.

Una forma de obtener informacién acerca de la grafica de una ecuacién polar es expresando dicha

ecuacién en forma rectangular, y que ésta sea conocida o simple de graficar. Por ejemplo, la ecuacién

polar r = a, con a > 0, representa la grafica de una circunferencia con centro en el origen y de radio

a. Una forma de convencerse de esto, es observando que la ecuacién rectangular correspondiente

es 22 4+ y? = a®. En algunas ocasiones, la ecuacién que define una curva expresada en coordenadas

R . L . o
polares puede estar en forma implicita. Por ejemplo, la recta y = x tiene por ecuacién polar 6 = 7.

3.10.3. Ejemplo. Determina la ecuacién rectangular correspondiente a cada ecuacion polar.

(a) r=2secfhtand

(b) r =4sinf — 2cosb.

Solucién:

(a)

02s€ tan ¥ = <2?T> (%) '

, . 2 . s
De aqui, se sigue que 1 = x—g Por lo tanto, la ecuacién rectangular es

r=2secftanf =
c

y=§

que corresponde a una parabola.
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T:4sin0—20050:4_y_2_$:43/_233'
r r r

Entonces, r? = 4y — 2x. Se sigue que 22 + y? = 4y — 2x. Separando variables y completando

cuadrados para  y y, se tiene que

w2 +y? — 4y =0
242+ 14 P —dy+4=1+4
(z+1)*+(y—2)?2=5.

Por lo tanto, la ecuacién rectangular es
(x+1)?+(y—2)?* =5,
que corresponde a una circunferencia con centro en (—1,2) y de radio V5. !
Nota: Cuando sea complicado determinar la ecuacion rectangular de una ecuacién polar o no sea
evidente saber a qué curva corresponde, entonces se tabula algunos de sus puntos (r, ) para tener

un esboso de la gréafica y saber el comportamiento que tiene. Para ello, es 1til analizar las simetrias

con respecto al eje polar, la recta 5 y el polo.

1. La grafica de r = f(#), es simétrica con respecto al eje polar si

2. La gréfica de r = f(0), es simétrica con respecto a la recta 7 si

f(0) = f(m—0).
3. La gréfica de r = f(0), es simétrica con respecto al polo si

£(6) = f(x+6).

Nota: Sir = f(#) cumple con dos de las simetrias, entonces cumple con la tercera simetria restante.

En efecto:
1. Si f(8) = f(—6) y f(8) = f(m — 6), entonces
flr+0) = f(r — (m+0)) = £(0).
2. Si f(8) = f(—0) y £(0) = f(x +0), entonces

fr=0)=f(-m+0) = f(r+ (-7 +0)) = f(0).
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3. 51 f(0)=f(r—0)y f(0) = f(m+0), entonces

f(=0) = f(m+0) = f(0).

De la misma forma se puede comprobar que si » = f(6) cumple con una de las tres simetrias, pero

no con alguna de las dos restantes, entonces tampoco cumple con la dltima.

3.10.4. Ejemplo. Dibuja la grafica de la ecuacién polar r = 1 + cos 6.
Solucién:
1. Analisis de simetrias
a) Simetria con respecto al eje polar.
f(=0) =14 cos(—0) =1+ cosh = f(0).

Por lo tanto, hay simetria con respecto al eje polar.

b) Simetria con respecto a la recta 7.

f(mr—0)=1+cos(m—60)=1—cost # f(0).

Por lo tanto, no hay simetria con respecto a la recta 7, y tampoco hay simetria con

respecto al polo.

2. Tabulaciéon de algunas coordenadas polares; 0 < 0 < 7.

r|2(18]15|1|.5].11]0

180

La curva de linea continua corresponde a los puntos tabulados. Como la grafica es simétrica con
respecto al eje polar, se dibuja la otra parte con linea punteada ya sin necesidad de tabular como

se muestra en la figura. La grafica de esta ecuacion polar se llama cardiode. W
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En general, la ecuacién polar de una cardiode es de la forma:
r=a(l £cosf) =a=+acosb,
r=a(l £sinf) =a =+ asiné.
3.10.5. Ejemplo. Dibuja la grafica de la ecuacién polar r = 3 sin 26.
Solucién:

1. Analisis de simetrias
a) Simetria con respecto al eje polar.
f(—=0) = 3sin(—26) = —3sin 20 = — f(0).

Por lo tanto, no hay simetria con respecto al eje polar, pero si lo hay con respecto al

polo. Se concluye que tampoco hay simetria con respecto a la recta 5.

2. Tabulacién de algunas coordenadas polares; 0 < 0§ < 7.

0 i T | T |z Sm | m | Im 2r | 3m | 5m | llm
12 6 4 3 12 | 2 12 3 4 6 12
r 15125325150 |-15]-25|-3[-25]-15]0

La curva de linea continua, corresponde a los puntos tabulados. Como la grafica es simétrica con
respecto al polo, se dibuja la otra parte con linea punteada ya sin necesidad de tabular como se
muestra en la figura. La grafica de esta ecuacién polar se llama rosa de 4 hojas. H

En general, la ecuacién polar de una rosa es de la forma:

r=acosn o r =asinnb.
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Si n es par, la rosa tiene 2n hojas, mientras que si n es impar tiene sélo n hojas.

Por ejemplo, la grafica de la ecuaciéon polar » = 2cos 50, es una rosa de 5 hojas. La grafica de

esta curva se muestra a continuacion.

180

270

3.10.6. Ejemplo. Obtén la grafica de la ecuacién polar r =1 — 2sin 6.
Solucién:
1. Analisis de simetrias.
a) Simetria con respecto al eje polar.
f(—=6) =1+ 2sin6 # f(6).

Por lo tanto, no hay simetria con respecto al eje polar.

b) Simetria con respecto a la recta 7.

fm—=0) = 1—2sin(mr—6)
= 1—2[sinmcosf — sinf cos |

= 1-—2sinf = f(0).

Por lo tanto, la gréfica es simétrica con respecto a la recta 5. Se deduce también que no

hay simetria con respecto al polo.

2. Tabulacién de algunas coordenadas polares; —5 <0 <

vl

IS IEIOREE
r| 3 | 27| 2 01]-71-1
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270

s
2
(r,0) en la tabulacién, donde —F < 6 < 7. Esta gréfica se llama caracol o limacon (con rizo). H

Esta gréafica es simétrica con respecto a la recta I, es por ello que basté obtener algunos puntos

En general, la ecuacién polar de una caracol o limacon (con rizo), es de la forma
r=a+bsinfl o r=axbcos, donde a <b.

Cuando a > b, la grafica de cualquiera de las dos ecuaciones polares anteriores se llama caracol o

limacon (sin rizo). Por ejemplo, la gréifica de la ecuacién polar r = 2 — cos 0, tiene la forma:

Se han visto dos maneras de obtener la grafica de una ecuacién polar: expresando la ecuacion en la
forma rectangular o por medio del anélisis de simetrias y tabulaciéon. Sin embargo, puede resultar
muy tedioso dibujar la grafica al usar cualquiera de estas formas para ciertas ecuaciones polares.

Lo més recomendable es usar algin software o disponer de una graficadora que cuente con modo
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polar o modo paramétrico. En el modo paramétrico, se puede graficar la ecuacién polar r = f(6),

expresando esta ecuacién como
x = f(0)cosb
y = f(0)sind.

La forma paramétrica de una ecuacion polar, ayuda a obtener la pendiente de la recta tangente de
la grafica de r = f(#) en un punto (r,0). Asi, si f es derivable, entonces la pendiente de r = f(0)
en (r,0) es

dy dy/d0  f(0)sind + f(0)cos

dr — dx/d0  f'(0)cosf — f(#)sinh

donde dx/df # 0 en (r,0).

3.10.7. Ejemplo. Determina la ecuacién de la recta tangente de la ecuacion polar » = 1+ 2sin 6,

en el punto (1, 7).
Solucién: Las ecuaciones paramétricas de esta curva son

x = (142sinf) = cosf + 2sinf cos
y = (14 2sinf) = sin 6 + 2sin” 6.
dy cos  + 4sin f cos 6

dr ~ —sinf + 2[cos? 0 — sin? 6]

Ahora, se debe convertir la coordenada polar (1, ) en rectangular. Esto es fécil si se sustituye r = 1

y 6 = 7 en las ecuaciones paramétricas. Se obtiene asi que (z,y) = (—1,0). Luego, la pendiente de

la recta tangente de la curva que pasa por (—1,0) es

dy 1

de | 2°

Por lo tanto, la ecuacién de la recta tangente es:
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Actividad 50. Determina la ecuacién de la recta tangente de la ecuacion polar r =1 —sinf en
(1,0).

LONGITUD DE ARCO DE CURVAS POLARES

También se puede calcular la longitud de arco de una curva polar si se emplean sus ecuaciones
paramétricas. Asi, sea r = f(6) la ecuacién polar de una curva tal que f tiene derivada continua

en [o, B]. Las ecuaciones paramétricas de r son:

x = f(0)cosb
y = f(0)sind

donde oo < 0 < 6.

La longitud de arco de esta curva es

Pero
dz\? / ) 9
(E) = [f (0)cos® — f(0)sin0)]
= [F(0)]2cos?0 — 2f (6) cos @ - f(B)sind + £(0) sin® .
dy\* o )
<@> = [f(0)sinf + f(0)cosb]
= [f(0)]*sin®0 + 21 (0)sind - f(0) cosb + f2(0) cos? 6.
Luego,

@_g)Z " (%)2 = [f' (O +[f(0).

Por lo tanto, la longitud de arco de r = f(6) en [a, (] es

B
L= [ \ir @+ (6.

3.10.8. Teorema. La longitud de arco de la grdfica de r = f(0), donde f tiene derivada continua

ena <0< es
Laf¢wwwwmmw:£3<%f+ﬁw
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3.10.9. Ejemplo. Calcula la longitud de arco de la espiral de Arquimedes,? cuya ecuacién

polaresr=6,0 <0 < 27.

Solucién: La grafica de la espiral de Arquimides queda de la siguiente manera:

90
120 60

FTB
R

270

2
<%) =1y r2=6%

2
L= V' 1+ 62d6.

0

Entonces,

Se calcula [ v/1+ 62df por sustitucién trigonométrica. Sea § = tan, entonces df = sec? ada y

1+ 6% =14 tan? o = sec? . El tridngulo a usar es

V14 62 0

Entonces,

/\/1 +02d6 = /secozsec2 ada = /sec3 ado

secatan o + In|sec a + tan o

2
V146204 In|V1I+60%2+0]
— 5 ,

2En general, la curva representada por la ecuacién r = af, donde a es una constante, se llama espiral de

Arquimedes.
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Por lo tanto,

27
2”\/1_1_—9%”_ \/1+92~9+1n|\/1+92+0|
N 2
0

V1+472 - 27 +In V1 + 472 + 27|
5 :

Sustituyendo m = 3.14 en la dltima igualdad, se concluye que L ~ 21.26 N.

0

3

3.10.10. Ejemplo. Calcula la longitud de arco de la espiral logaritmica,® cuya ecuacién polar

esr:ea,0§9§27r.

Solucion:

2
<%> — ey 2=

2T 2T
L = Vel +e20df = / Vv 2e20d6
0

0

Por lo tanto,

2T
= V2eldy = v/2¢?

0

= \/5(62”—1). [ |

3.10.11. Ejemplo. Calcula la longitud de arco de la cardioide descrita por la ecuacién polar
r=a(l+cosh), 0 <6 <2m.

2
0

Solucién: Se tiene que

dr\ 2
(d—2> =a’sin®0 y r?=a*(1+2cosf + cos®h).

Entonces,

21
L :/ \/a2(1+2(3059—|—00529)—|—a251n29d9
0

= 2/ \/a2—|—2a26089—|—a260529+a25in29d9
0
= 2/ Vv2a?%(1 + cos6)dbf
0
NG / VI cos0df
0

= 2\/5(1/ 1/ 2 cos? Qd@
0 2
0

= 4a/ cos —do
0 2

= 4a |:28i11€:|
2 0

= &a.

3En general, la curva descrita por la ecuacién r = ae®?, donde a y b son constantes, se llama espiral logaritmica.
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Por lo tanto, L = 8a. M

La razon de integrar de 0 a m y de multiplicar por 2 en la segunda igualdad en el cédlculo de
L, se debe a que f tiene derivada continua de 0 a m y de m a 2m; es decir, esta curva tiene un
cambio brusco en § = 7 y es simétrica con respecto al eje polar. El comportamiento de su grafica

es como sigue:

3
) Ml:‘
o

2a

Actividad 51. Calcula la longitud de arco de la curva descrita por r =1 +sinf, 0 < 0 < 27.

AREA DE UNA REGION POLAR

Ahora se dard un resultado que permite calcular el area de una regién polar. Antes, se recor-

daré que el drea de un sector circular de radio r y dngulo 6, estd dado por A = %7‘29.

»

Sea r = f(0), donde f es continua y no negativa en o < 6 < . Se desea determinar el drea A de

la regién limitada entre la gréafica de f y las rectas radiales 8 = a y § = 5, como se muestra en la

= p
2
r = f(0)
0

siguiente figura:
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Sea P = {a = 6y,01,...,0, = B} una particién de [«, 5]. Sean

o . 0 R — 4 0). i=1.2.....n.
T ei,ﬁngl?geif() y R; eiflgggeif( ), i=1,2,...,n

Entonces, el drea A; del i-ésimo sector, satisface la desigualdad:
L, L.

donde 92 — 92'_1 = Agz

Sumando las n desigualdades anteriores, se obtiene
1
L(P;h) < A<U(P;h), con h(f)= i[f(e)]?

El drea queda atrapada entre una suma inferior y superior. Luego, puesto que P es arbitrario, se

concluye que

A= /ﬁ h(0)dd = /ﬁ %[f(e)]%w.

3.10.12. Teorema. Sea r = f(0), donde f es continua en [o, ], 0 < f—a <27, y f no es al
mismo tiempo positivo y negativo. El drea de la region limitada por la grifica de r = f(0) y las

rectas radiales 0 = o y 0 = 3, es

1 [P 1 [P
Azi/a [f(e)]%w:i/a r2df.

3.10.13. Ejemplo. Determina el area del interior de la cardiode, cuya ecuacion polar es r =
1+ sind.

Solucion:

roln

3

2

Como esta gréfica es simétrica con respecto a 7, los limites de integracién para determinar el drea

pueden ser de [0,7/2] y de [7,37/2], y multiplicar por dos. Esto es,

1 [3 e 1% )
A = 2 3 (1+sinb) d¢9+§ (14 cos)=do
0 T
37

3 2
= / (1+sin9)2d0+/ (1 + cos 0)%d6.
0 T
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Por otra parte,

/(1 +sinf)%dfd = /(1 + 25sin 0 + sin? 0)d6

= 9—20059—1—/%%
6 sin26
= 0—2cosf+ = — )
CcoS +2 1
Por lo tanto,
0 sin20]2 0 207
A = |6-2cos0+- -2 +|0—2cos0+ 2~ 2
2~ 1 |, 2 1
= |5+3+2]+ T 9 T
- 271 2 T4 " 2
- T m
2

3.10.14. Ejemplo. Determina el area de la rosa de tres hojas, cuya ecuacién polar es r = sin 36.

Solucion:

Esta grafica es simétrica con respecto a 5. Entonces, los limites de integracién para el drea pueden

ser de 0 a 5 y multiplicar por tres. Esto es

A = 3[1/3sin239d9]:§/3ﬂd9
2 J, 2 J, 2

_ §[€_sin69]g _§m _2[0]:

212 12 |, 2l6

T =
4

3.10.15. Ejemplo. Calcula el area de la regién sombreada del caracol con rizo, cuya ecuacién
polar es r =1 — 2sin§.

Solucion:
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Esta grafica pasa por el origen en 6§ = ¢ y 0 = %”. Entonces,

5m 5

1 (& . 9 1 6 . )
A = 3 (1 —2sin0) d0:§ (1 —4sinf + 4sin” 6)df
s s
5
1 6 sin20\] 6
= §|:9+4COSQ+4<§— 1 )]E

6

1 5m
3 [30 4+ 4 cos 0 — sin 26] £
6

() ()4f(9)4

_ Lm 3vB| 1|7 3V3
20 6 2 2 2
:71'—%..

3.10.16. Ejemplo. Calcula el area de la regién sombreada del caracol con rizo, cuya ecuacién

polar es r =1 — 2cos¥.

Solucion:

wln
coln

Se observa que el area del rizo estd dada por

1
Al_zk/o

mientras que el area de la cardiode es

e

(1-— 20089)2d0] =1—-—"),

1 [7 3v3
Ay =2 [5/ (1-— 20059)2d9] =2m + Tf
Se deja como ejercicio para el lector escribir todos los calculos de las dos integrales anteriores.

Luego, el area pedida es
A=A - A =7+3V3. W
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Ahora, es facil dar una férmula para el cilculo del Area entre curvas. Sea () la region encerrada
por r = f(0), r = g(f), donde f < g, y las rectas radiales § = o y § = . Entonces, el drea de 2

estd dada por

B B
A@) =5 [ la@)Pds — 5 [ (s(6)%a.

3.10.17. Ejemplo. Determina el érea entre r = 2cosf y r = 1.

Solucién: 5

%

7«:% r = 2cos0
| :
5
3

Se observa que si 0 < 6 < 27, entonces 2cosf) = 1si, ysolosif =% y 0= %’T Por otra parte,

como las dos gréficas son circulos, éstas son simétricas con respecto al eje polar. Por lo tanto,

AQ) = 2 [% /Og([2c0s9]2—[1]2)d0] :/0g(4cos29—1)d9

_ 3 - . 5 T V3
- /0(1+2cos29)d9—[9—|—sm29]0_§+7.

3.10.18. Ejemplo. Determina el area de la regién limitada entre el exterior del circulo r = 2sin
y el interior de la rosa r = 2sin 26.

s o s
Solucién: = ) 3

™
sin 0
0
r = 2sin 260
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Se observa que 2sin 20 = 2sin 6, si y s6lo si 2sin 0 cos § = sin 6. De aqui se sigue que sin #(2cos 6 —
1) = 0. Por lo tanto, sinf = 0 o cos = % Luego, las soluciones en [0, 27], son: § =00 0 = %, %’r

Por la simetria de las graficas con respecto a 7, se tiene que

A = 2[%/Og[(Qsin%)Q—(23in9)2]d0]

3
= / (4sin” 20 — 4sin® 0)do
0

_ /3 <4 |:1—COS49:| _4|:1—COS29:|>d9
. 2 2

s
3

(2cos 20 — 2 cos 46)do

Il
S~

, sin4073
= [s1n29— 5 ]0
_ V3 V3/2
- 2 T
_ 33

4

3.10.19. Ejemplo. Calcula el area de la regién limitada entre el circulo r = 2sin 6 y el caracol

—_ 3 _ o
r=3 sin 6.

Solucion:

TR

r = 2sin6

)

_ 3 _ &
=3 sin @

Se observa que si 6 € [0, 27|, entonces 2sinf = % —sin#, si y sélo si sinf = % Luego, las soluciones

son: = %, ‘%r. Por lo tanto,
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1[5 1 (%3 2 1"
A = —/ [251n9]2d9—|——/ = —sinf d9+—/ 2sin 6]2d6
2 Jo 2 2 2 /s

1 (% 1 [% 1 [
= —/64sin29d9+—/6 g—3silr19—i—silr129 d9—|——/ 4sin® 0do
2 Jo 2 4 2 o

o oy

ki 5
T1—cos20 1 [T 1— cos 20 ™1 cos 20
_ 2/6&d0+—/6 <Z—3sin9+&>d0+2/ ST
0 T

[NE]

2 2 Jx 2 5m 2
6 6
T 5
sin201¢ 1 [960 # sin20]6 sin 201"
— lo— S| A o—
[ 2}0+2[4+300s+2 4L+[ 2}5_«
6
_ 5_71_15\/3. -
4 8

Se deja como ejercicio para el lector realizar los calculos en la iltima igualdad de este ejemplo para

obtener el resultado final.

Actividad 52. Calcula el area de un pétalo de la rosa r = cos 26.

LISTA DE EJERCICIOS. SECCION 3.10

1. Transforma las siguientes ecuaciones polares a la forma rectangular y traza su grafica.

a) r=2

b) r=siné

c) r=3sech

d) r=2(hcosf + ksinf)

___ 8
€) "= 35mp-
2. Calcula la ecuacion de la recta tangente de la Nefroide de Freeth, cuya ecuaciéon polar

estd dada por r = 1 + 2sin g, en el punto (2, §).

roln
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3. Comprueba que la Concoide de Nicémenes, cuya ecuacién polar es r = 2cscf + 3, tiene

recta tangente horizontal en los puntos (%,5) y (1, 21).

4. Determina la ecuacién de la recta tangente que pasa por el polo de la lemniscata cuya

ecuacién polar es 2 = 9 cos 26.

5. Calcula la longitud de arco de las siguientes curvas:

a) r=a; 0<60<27

b) r=2acosf; 0<6<m

sinf +cosf; 0<60 <27

d) r=1+ cosb, OSHS%

)

)
c)r

)

) r=sin®(£); 0 <0 < 2.

(&

6. Comprueba que la distancia entre los puntos (r1,61) y (r2,62) en coordenadas polares, es

d= \/T‘% + 73 — 2ryry cos(6y — 62).

7. Considera la circunferencia de radio R en coordenadas polares.

a) Calcula la longitud de la circunferencia

b) Determina el drea del circulo.

8. Calcula el perfmetro de la regién limitada entre 7 = v/3sinf y r = 1 + cos 6.

V3

9. Determina el perimetro y el area de la regién encerrada entre r = 3cos@ y r = 1 + cos 6.
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TN
L

10. Determina el valor de a para el cual el drea de la regién limitada por la cardiode r = a(1—cos 6)

sea igual a 9.

11. Determina el drea comun entre r = 2 y r = +/8sin 20, en el primer cuadrante.

@ 2
12. Determina el drea comun a los circulos r = 2cosf, r =1y r = 2sin 6.

c
N

13. Calcula el area de la regién limitada por r = cos 6.

-1

14. Hallar el area de la rosa de tres pétalos, cuya ecuacion es r = 3 cos 36.
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15. Calcula el drea limitada por la lemniscata, cuya ecuacién es 72 = 4 cos 26.

16. Calcula el drea limitada entre las curvas r2 =

2sin20 y r = 1.

b

-
.

Jl

17. Calcula el drea de la regién limitada entre las

curvas 2 = 2cos 20 y r = 1.

@

18. Calcula el 4rea de la regién limitada entre el interior de r = 1 y el exterior de r = cos? .




Apéndice A
Principio de Induccion

El principio de inducciéon matematica es un método que se utiliza frecuentemente para demostrar
propiedades generales que dependen en algin sentido de los nimeros naturales (N). Esto es, si una
determinada propiedad se cumple o es verdadera para algunos valores particulares de los niimeros
naturales, entonces, ;como puede uno asegurar que dicha propiedad se seguird cumpliendo para
todos los niimeros naturales restantes? Por ejemplo, la conocida suma de los primeros n nimeros
naturales se puede representar con la férmula ”(”TH), es decir:
n(n+1)

L2434 4n="—"

Uno puede comprobar que esta férmula es valida para cualquier nimero natural: n = 3, n = 5,

n = 10, etcétera.

1
1+2+3:6:@,
1
1+2+3+4+5:15:@,
10(10 +1
1+2+3+4+5+6+7+8+9+10:55:%.

Uno puede convencerse de la validez de esta formula, pero ain queda la pregunta: jseguira siendo

verdadera para todos los naturales restantes?

El principio de induccién matematica es una herramienta fundamental para N y afirma que una
propiedad P(n) se cumple para todo n € N, si (1). La propiedad P(n) se cumple para n = 1;
es decir, P(1) es verdadera, y (2). P(k + 1) es verdadera, suponiendo que P(k) lo es para todo
n=keN, k>1.

Estas dos condiciones hacen de la veracidad de P(n) para todo n € N.

Principio de induccién matemadtica. Sea P(n) una proposicién.
1. Si P(1) es verdadera, y
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2. Si se supone que P(k) es verdadera para cualquier k¥ € N, k > 1 y entonces P(k+ 1) también

es verdadera, entonces se concluye que P(n) es verdadera para todo n € N.

Demostracion: Para la comprobacion de este principio, se hace uso del principio del buen

orden, que dice que todo subconjunto A no vacio de N contiene un elemento minimo.

Sea P(n) una proposicién con las condiciones (1) y (2). Se considera
S ={n eN|P(n) es falso}

Se debe probar que S = ). Supongamos que S # (), entonces por el principio del buen orden, S
tiene un elemento minimo, digamos m. Luego, como P(1) es verdadera, m # 1. Por lo que m > 1.
Se tiene entonces que m—1 ¢ S porque m es el minimo de S. Por lo tanto, P(m — 1) es verdadera, y
por (2), P(m) también es verdadera. Asi, m ¢ S, lo que contradice que m € S. Esta contradiccién
surge del hecho de haber supuesto que S # (). Por lo tanto, S debe ser el conjunto vacio y P(n) es

verdadera para todo n € N. [

Nota: Se puede comprobar que el principio de induccién matematica y del buen orden son proposi-

ciones equivalentes.

Algunas proposiciones P(n) se cumplen para todo n > ng y ng > 1. Para este tipo de proposi-
ciones también se aplica el principio de induccién matematica para su prueba, sélo que en lugar de

comenzar comprobando que P(1) es verdadera, se comienza verificando que se cumple P(ng).

A.0.20. Ejemplo. Comprueba usando induccién matematica que

n(n+ 1)

1+2434---+n= 5 , paratodo n €N.

Solucion:

(i) Para n = 1, se verifica la férmula puesto que 1 = 2.

(ii) Supongamos que para n = k se verifica la férmula. Es decir,

k(k+ 1)

L4243+ +h=——

Se debe comprobar la férmula para n = k + 1. Esto es

142434kt (kg1) = EFDEHD)

2
Luego,
k(k+1
14+2+3+-k+(k+1) = w-ﬁ-(l{:—l—l)
—— 2 ——
k(1) +2(k+1)
B 2

(k+1)(k+2)
-
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Por lo tanto, aplicando el principio de induccién matematica, se comprueba que

nn+1)

1+2434+---+n= 5 , paratodo neN. N

A.0.21. Ejemplo. Comprueba que la suma de los cuadrados de los primeros n niimeros naturales

s w para todo n € N. Es decir:

n(n+1)(2n+1)

124922432 4...4p2 = G para todo n € N.
Solucion:
(i) Para n =1, se verifica la férmula puesto que 12=1= w.

(ii) Supongamos que para n = k,

k(k+1)(2k +1
121921324 .4 k2= (k+ )6( + )

Entonces, se debe mostrar que se cumple para n = k + 1. Esto es,

k+1)(k+2)2(k+1)+1
12+22+32+---+k:2+(k:+1)2:( + Dk + )6(( +H+b)

Luego,

PP422 4324+ B+ (k+1)° = k<k+1)(2k+1)+(k+1)2
—— 6 ——
k(k+1)(2k + 1) + 6(k + 1)
6
(k+1)(k(2k +1) +6(k + 1))
6
(k +1)(2k* + Tk + 6)
6
(k+ 1)(k + 2)(2k + 3)
6
(k+1)(k+2)2k+1)+1)
6

Por lo tanto, aplicando el principio de induccién matemaética, se tiene que para todo n € N,

1)(2 1
12+22+32+---+n2:n(nJr )6(n+ ). [ ]

Actividad 53. Comprueba que la suma de los cubos de los primeros n nimeros naturales es
2
[”(”TH)} , para todo n € N. Es decir,

n(n+1

2
13+23+33+~~+n3:[ 5 )} para todo n € N.
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A.0.22. Ejemplo. Demuestra la desigualdad de Bernoulli: Para todo n € Ny a > —1,
(I+a)">1+nao.

Solucién:
(i) La desigualdad se cumple para n = 1, puesto que 1 + a > 1+ a.

(ii) Supongamos que la desigualdad se cumple para algin nimero natural n = k, es decir:

(1+a)* > 1+ ka

Se debe mostrar ahora que la desigualdad se sigue cumpliendo para n = k + 1, es decir:
1+a)f ™t >14(k+1a.
En efecto:

1+ = 1+a)f1+a)>1+ka)1+a)
= 1+a+ka+ kd?
= 1+ (k+Da+ka®>1+(k+ 1)

La tltima desigualdad en este desarrollo se da puesto que ka? > 0. Por lo tanto,
1+ )"t > 14 (k+1)a,
y por el principio de induccién matematica se concluye que si a > —1,

(I1+a)">14na paratodo neN. N

A.0.23. Ejemplo. Comprueba que para todon € N,

S,=12-224+32 224 ... 4 (-1 In? = (—1)"! [@] '
Solucién:
(i) La igualdad se cumple para n = 1, puesto que 12 =1 = (-1)!~! [%]
(ii) Supongamos que para n = k, se tiene que
Sp=12-22 432 -4 + ... + (=) = (1) [@} :
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Se debe mostrar que la formula se cumple para n = k + 1. Esto es,

Spr =12 = 22482 42 (“)F IR 4 (SR + 1) = (<1 [W] |

2
En efecto:
Skr1 = Sp+ (=1)F(k+ 1)
= ot D a1y

= (-1* [(k:+ 1) — g} (k+1)

b4ﬁ[w+4§k+m}'

Por lo tanto, para todo n € N,

Sp=12—2243 -4 . 4 (1" 'n? = (-1 [”(” i 1)] .

A.0.24. Ejemplo. Comprueba que si f es una funcién derivable, entonces para todo n € N,
d /
ol @I = nlf(@)]" " f (x).
Solucién:
(i) Para n =1 se cumple puesto que %f(x) = fl(x) =1[f()] - f(x).
(ii) Supongamos que se cumple para n = k, esto es

d

I @)I" = K@) f ().

Por ultimo, se debe comprobar que se cumple para n = k 4 1, es decir

%[f(:r)]’”1 = (k+ D[ (@)]" - [ ()
En efecto:
%[ﬂx)]k“ %[f(x)]’“ [ (=)

= K[f@)]"" f (@) f@) + [f(@)]" - f ()
= (K[f @)+ [f@)]") - [ (2)
= (k+D[f @) f (@)

Por lo tanto, para todo n € N,
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El presente libro incluye los temas de geometria plana, trigonometria y aplicaciones

de la trigonometria a un nivel basico universitario; esta dirigido a estudiantes de las

diversas ingenierias y de la licenciatura en Modelacion matematica ofertadas por la 2
Universidad Autonoma de la Ciudad de México.

Los contenidos que se abordan son indispensables para los programas del Colegio de
Ciencia y Tecnologia y se encuentran dispersos en unidades o subtemas de los .

distintos cursos. El objetivo de Funciones trigonométricas. Un tratado elemental en

el cdlculo es itegrar todos los temas fundamentales relacionados con la —
Trigonometria en un solo volumen.

| Asimismo, el compendio incluido pretende que sea aprovechado en un momento
posterior para su aplicacién en los cursos de Algebra y Geometria analitica, Calculo
diferencial y Calculo integral. De esta forma, se inicia con la geometria plana, se

, presenta una introduccion a la trigonometria y se estudia el teorema de Pitagoras, el
tridangulo rectangulo y la ley de senos y cosenos. En el contexto del Calculo
diferencial se estudian las propiedades de las funciones trigonométricas, la funcién
exponencial y el logaritmo; y las coordenadas polares se revisan en relacion con el
Calculo integral.

La mayoria de los teoremas y proposiciones expuestos en esta obra estan
demostrados con detalle, invitando de esta forma a que el estudiante participe en la
construccion gradual del conocimiento, mas alld de la memorizacion mecénica de
conceptos.

Para reforzar el aprendizaje, se expone un amplio numero de ejemplos y se agregan
actividades a resolver durante el desarrollo de los contenidos. Estas actividades

tienen la finalidad de que el estudiante comprenda, retenga y madure los conceptos
estudiados en ese momento.
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