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Introduccion

Un buen manejo de los conceptos matematicos es muy importante en la mayoria de las carreras
relacionadas con ciencias de la salud, principalmente en cuestiones como son dosis y administracién
de medicamentos.

El presente texto estd dirigido a estudiantes que cursan el dltimo nivel de bachillerato o el primer
ano de nivel licenciatura. Se puede usar para trabajar en el curso o en forma auténoma. Este
trabajo no corresponde a ningin programa de estudios. Los temas que incluye son considerados
como matematicas basicas. Contiene todos los temas necesarios que el estudiante debe manejar
para tomar cursos mas avanzados, como son Bioestadistica, Probabilidad o Célculo.

Cada uno de los capitulos incluye al menos un ejemplo de cada tema. Los ejercicios de cada capitu-
lo, incorporan ademas de problemas o aplicaciones clésicas, también problemas de ciencias de la
salud, tales como aplicaciones a medicina, nutricién, enfermeria o promocién de la salud.

El primer capitulo trata sobre conjuntos. Contiene temas como definicion, caracteristicas y opera-
ciones. Los intervalos de niimeros reales que se esperaria ver en esta parte se ubican en el capitulo
6. Un tema muy importante que abarca este capitulo es la técnica de diagramas de Venn para la
resolucion de problemas de aplicaciones de cardinalidad.

En el segundo capitulo se ven los conjuntos de ntimeros, desde los naturales hasta los reales. Se
incluye definicion de operaciones entre niimeros racionales, asi como la conversion entre la repre-
sentacion decimal y la fraccion.

El tercer capitulo trata de las razones, proporciones y porcentajes. Se presentan reglas de tres sin
darle ese nombre, buscando que el estudiante haga una descripcién mas natural que involucre una

lectura clara del problema, procurando evitar que so6lo haga la mecanizacién correspondiente.

El capitulo 4 estd dedicado exclusivamente al cdlculo y administracién de dosis, para este capitulo
se debe tener un excelente manejo del razones, proporciones y porcentajes.

El capitulo 5 es el primero dedicado a algebra. Este incluye una estrategia de lectura de aplica-
ciones y se quita un poco la formalidad al permitir aplicar la resolucién de ecuaciones de forma

13


ANA BEATRIZ ALONSO
Rectangle

ANA BEATRIZ ALONSO
Text Box
13


INTRODUCCION

coloquial, describiéndolas “que si estda sumando pasa restando”, etcétera.

En el sexto capitulo se trabaja con desigualdades de primer grado, sin contemplar cuadraticas y
aquellas con valor absoluto. Se parte de que el estudiante ya maneja las ecuaciones de primer grado
y hace el cambio a desigualdad, entendiendo que la solucién de la desigualdad es un conjunto de
numeros reales, por esta razéon se incluye hasta este capitulo el manejo de intervalos de niimeros
reales.

El capitulo 7 trata sobre ecuaciones lineales con dos variables, es decir, rectas. Abarca las distintas
formas de ver las rectas, asi como célculo y descripcién de pendientes. Las aplicaciones de ecua-
ciones lineales que modelan algunas situaciones de las carreras de ciencias de la salud se ven aqui,
se da una gran importancia al significado de la pendiente y la ordenada al origen.

Los sistemas de ecuaciones se ven en el octavo capitulo; se incluyen todas las formas de resolucion
excepto Cramer. Por supuesto, también estan presentes problemas de aplicacién. En el noveno
capitulo se abordan las ecuaciones de segundo grado, presentando en principio a la formula general
y, a la par, se presentan por casos haciendo una comparacion entre férmula y otros métodos.

La definicién y caracteristicas de funciones se ven el capitulo 10. Se incluyen algunas herramientas
que permiten esbozar gréaficas de forma mas sencilla como son translacién, reflexién y dilatacion
de funciones.

En el capitulo 11 se da una breve introduccion a potencias de 10. Se ven las gréaficas y propiedades
de funciones logaritmicas y exponenciales, y resoluciéon de ecuaciones, entendiendo que la funcién
logaritmo y exponencial son inversas. Dado que la mayoria de las poblaciones se modelan con
funciones exponenciales este capitulo incluye aplicaciones sobre este tema.

Y por tultimo, el capitulo 12 presenta la trigonometria. Incluye razones trigonométricas y aplica-
ciones utilizando el teorema de Pitagoras, Ley de senos o la Ley de los cosenos, dependiendo de la
informacién proporcionada.

Este material es el resultado del ano sabatico otorgado a la profesora Julia Munoz durante el

2011. Comentarios sobre fe de erratas, recomendaciones, quejas etcétera se reciben en el correo
electrénico julia.munoz@uacm.edu.mx.
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Conjuntos

1.1. Introducciéon

El profesional de la salud debe trabajar con personas, medicamentos, estudios de laboratorio,
colegas, datos, etcétera, por lo que el manejo de nociones basicas de la teoria de conjuntos le es
de gran utilidad. En este capitulo se ve como representar distintos tipos de conjuntos, asi como
operaciones entre conjuntos y, por tltimo y mas importante, aplicarlo en la resolucion de problemas
relacionados con la salud.

El concepto “conjunto” no estd definido matematicamente; sin embargo, intuitivamente tenemos
una idea de lo que esta palabra significa, ya que en la vida diaria nuestra mente organiza de manera
inconsciente los objetos en conjuntos de acuerdo a una o varias caracteristicas, tales como:

= miembros de una familia

= alumnos de un salén de clases

= verduras

= jugadores de béisbol de cierto equipo
= partidos politicos de un pais

= medicamentos para el dolor

m chiles mexicanos

Observacién 1.1. Un conjunto es una coleccion de objetos que tienen una caracteristica comun
bien definida. A los objetos se les llama elementos del conjunto.

1.1.1. Notacién de conjuntos

Por convencion, para representar los conjuntos se utilizan las letras mayusculas del abecedario,
mientras que para representar sus elementos se utilizan las letras minusculas.

Cuando queremos indicar que un objeto a es un elemento de un conjunto A, utilizamos la notacién
€. La notacion € puede tener cualquiera de las siguientes lecturas o significados:

15



1.1. INTRODUCCION

= El objeto a es un elemento del conjunto A.

= El objeto a pertenece al conjunto A.

Ejemplo 1.1.1

Considerar que A es el conjunto de las vocales. Tenemos que e € A pues e es una vocal y b ¢ A pues
b es una consonante.

1.1.2. Descripciéon de conjuntos

Para describir un conjunto podemos hacerlo de varias maneras:

= nombre del conjunto
= extension o lista

= comprimido o forma constructiva

Cuando decimos algunos nombres de conjuntos ya sabemos cudles son sus elementos, aunque no
sepamos todos sus elementos, sabemos de qué se trata. Por ejemplo: vocales, consonantes, estados
de la Republica Mexicana, vitaminas, medicamentos para la presion, huesos del cuerpo humano.
Si queremos describir sus elementos hacemos uso de dos posibilidades:

Observacién 1.2. Cuando describimos a un conjunto por extension lo que hacemos es denotar
una letra mayuscula para dicho conjunto, después escribimos el signo igual, y los elementos los
listamos escritos entre dos llaves y separados por comas. Cuando la descripcion se entiende por los
primeros elementos de la lista podemos utilizar puntos suspensivos para evitar escribir listas muy
grandes.

Ejemplo 1.1.2

a) El conjunto de las vocales se escriben por extension:
A ={a,e,i,0,u}

b) El conjunto de los dias de la semana se escribe por extensién:

B = {lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sébado, domingo}

16



1.2. CLASES DE CONJUNTOS

c) El conjunto de los enteros positivos mayores que 5 pero menores que 10:
C=16,7,8,9}

Observaciéon 1.3. Por comprension o en forma constructiva lo que se hace es escribir nuevamente
la letra correspondiente al conjunto, y usamos nuevamente llaves para escribir entre ellas. Lo que
escribimos es x, lo cual corresponde al elemento, sequido de dos puntos (:) y por dltimo la o las ca-
racteristicas que distinguen a los elementos de dicho conjunto. A = {x : z tiene cierta propiedad }.
La notacion anterior se lee: “El conjunto A es el conjunto de todas las x tales que x tiene cierta
propiedad” (el simbolo “:” se lee “tal que”). Al simbolo x se le llama variable y al conjunto A se
le llama dominio de la variable.

Ejemplo 1.1.3

a) El conjunto P consiste de todos los paises de Europa. Por comprensién se escribe:

P ={z : z es un pais de Europa }

b) Las vocales por comprensién se escriben:

A = {x: x es una vocal }

c) Una forma de escribir el conjunto B = {2,4,6,8} por comprensién es:

B = {x : x es un ntmero natural par menor que 10}

1.2. Clases de conjuntos

1.2.1. Conjunto vacio

Definicién 1.1. El conjunto que carece de elementos se llama conjunto vacio o conjunto nulo.
Para representar un conjunto de este tipo se usa el simbolo () , que se lee “conjunto vacio” o
“conjunto nulo”.

Ejemplo 1.2.1

El conjunto A de los nimeros naturales mayores que 6 pero menores que 7 es igual al conjunto vacio

(A =0).

17



1.2. CLASES DE CONJUNTOS

1.2.2. Conjuntos finitos

Definicién 1.2. Un conjunto es finito si el proceso de contar sus elementos tiene fin.

Ejemplo 1.2.2

a) "El conjunto de los meses del afio”.

b) “El conjunto de los paises del planeta Tierra”.

1.2.3. Conjuntos infinitos

Definicién 1.3. Un conjunto cuyo proceso de contar sus elementos nunca termina es infinito.

Ejemplo 1.2.3

“El conjunto de los nimeros naturales pares”. A = {2,4,6,...}

1.2.4. Conjunto unitario

Definicién 1.4. Un conjunto que tiene sélo un elemento se llama conjunto unitario o conjunto
elemental.

Ejemplo 1.2.4

Si A = {x : z es un nimero par mayor que 12 pero menor que 16}. Entonces su dnico elemento es
el ndmero 14, luego A es un conjunto unitario.

1.2.5. Cardinalidad de un conjunto finito

Definicién 1.5. La cardinalidad de un conjunto finito es el niumero entero positivo que representa
la cantidad de sus elementos y se denota por Card(A) , |A| o #A.

Ejemplo 1.2.5

18



1.3. RELACIONES ENTRE CONJUNTOS

La cardinalidad del conjunto A = {1,3,5,7,9,11,13} es 7 y se denota por: #(A) = 7.

Cabe precisar que la cardinalidad del conjunto vacio es cero.

1.3. Relaciones entre conjuntos

Dependiendo de los elementos de 2 o méas conjuntos, se pueden determinar las relaciones entre
dichos conjuntos.

1.3.1. Conjuntos iguales

Definicién 1.6. Dos conjuntos son iguales si ambos tienen los mismos elementos.

Para representar dicha igualdad se utiliza el simbolo =. Para denotar que los conjuntos Py () son
iguales se utiliza la notacion P = Q).

Observaciéon 1.4. Al comparar los conjuntos no importa el orden de los elementos.

Ejemplo 1.3.1

a) Si P=A{z,y,2} y Q = {z,2,y} entonces P = Q.
b) SiA={zx:2x =6}y B = {3} entonces A = B.

c) SiC={a,e,i,o,u}y D= {x:x esunavocal} entonces C' = D.

1.3.2. Subconjuntos

Definicién 1.7. Decimos que el conjunto A es un subconjunto de B si cada elemento de A es
también un elemento de B.

Para denotar dicha relacién se utiliza la notacién: A C B.
La notacion A C B se lee “A esta contenido en B” o también “A es subconjunto de B”. Para
indicar que A no es subconjunto de B se utiliza la notacién: A ¢ B.

Ejemplo 1.3.2

19



1.4. OPERACIONES CON CONJUNTOS

a) Si A =1{2,4,6}y B ={1,2,3,4,5,6}; entonces A C B, ya que los elementos 2, 4 y 6 de A
pertenecen también al conjunto B.

b) A= {5,10,15,20} y B = {20,10,5,15}. En este ejemplo: A C By B C A; es decir, se observa
que todo conjunto es subconjunto de si mismo. De acuerdo con esto, podemos decir que A = B si
ysélosiAC By BC A.

1.3.3. Subconjunto propio

Definicién 1.8. Un conjunto A es subconjunto propio de B si se cumplen las siguientes condicio-
nes:

a) AC B (A es subconjunto de B)
b) A+ B (A y B no son iguales)

La segunda condicién nos indica que la cardinalidad del conjunto B es mayor que la de A. Precisan-
do: El conjunto A es un subconjunto propio de B si cada elemento de A también es un elemento
de B, pero cada elemento de B no es un elemento de A. La relacién anterior se denota por la
notacién A C B.

Cuando no es propio y se tiene la opcién de que sean iguales se utiliza A C B.

1.3.4. Conjuntos comparables

Definicién 1.9. Se dice que dos conjuntos A y B son comparables si A C B o B C A.

Ejemplo 1.3.3

a) A={1,4,7,10} y B={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12} son comparables pues A C B.
b) M ={a,b,c} y N=1{b,c,d, e} noson comparables pues M ¢ Ny N ¢ M.

1.4. Operaciones con conjuntos

Una herramienta grafica muy til para relacionar y hacer operaciones con conjuntos son los llama-
dos Diagramas de Venn-Euler.

20



1.4. OPERACIONES CON CONJUNTOS

1.4.1. Diagramas de Venn-Euler

Definicién 1.10. Los Diagramas de Venn-Fuler consisten en figuras planas cerradas, por medio
de las cuales se representan grdficamente las relaciones y operaciones entre conjuntos.

Ejemplo 1.4.1

El subconjunto propio A C B se describe usando el diagrama de la Figura 1.1

B

Figura 1.1: Subconjunto propio

1.4.2. Conjunto universo

Definicién 1.11. El conjunto universo tiene como elementos a todos los objetos del tema de

interés.

El conjunto universo es denotado por la letra mayuscula U.
En los Diagramas de Venn-Euler se utiliza un rectangulo para denotar a este conjunto como en la

figura 1.2.
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Figura 1.2: Conjunto Universo

1.4.3. Interseccién de conjuntos

Definicién 1.12. La interseccion de dos conjuntos A y B es el conjunto de los elementos comunes
a ambos conjuntos; es decir, aquellos elementos que estdn o pertenecen al conjunto A y que también
pertenecen a B. Dicha operacion se denota por la expresion: AN B, que se lee A interseccion B.

Ejemplo 1.4.2

Si M = {4,8,12,16,20} y N = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, M N N = {4,8}, que son los elementos
comunes a ambos conjuntos.

De acuerdo con la notacién conjuntista, la interseccién entre dos conjuntos A y B se define por:
ANB={zx:x € Ayx € B}.
Diagrama de Venn-Euler para representar la interseccién con la figura 1.3:

AnB =[]

Figura 1.3: Interseccién de Conjuntos
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1.4.4. Conjuntos ajenos o disjuntos

Definicién 1.13. Si dos conjuntos A y B no tienen elementos en comin, es decir, AN B = (),
decimos que los conjuntos A y B son conjuntos ajenos o disjuntos entre si.

Ejemplo 1.4.3

Si A=1{1,3,5,7,9} y B =1{0,2,4,6,8}, se observa que AN B = (, por lo tanto dichos conjuntos
son ajenos o disjuntos entre si.

Los conjuntos ajenos se representan usando diagramas como sigue: utilizamos dos circulos que no
se tocan; esto es, no se intersectan como en la figura 1.4

Figura 1.4: Conjuntos ajenos

Propiedades de la interseccién de conjuntos

Si A, B y C son subconjuntos de un conjunto universo U, entonces se cumplen las siguientes
propiedades:

I. Propiedad conmutativa: ANB=BNA
1. Propiedad asociativa : (ANB)NC = AN (BNC)
111. Propiedad de identidad : ANU =Ay AN =10.

1.4.5. Unién de conjuntos

Definicién 1.14. La union de dos conjuntos A y B, denotada por AU B, es el conjunto de todos
los elementos que pertenecen a A o a B, o a ambos conjuntos.

En notacién conjuntista podemos escribir: AUB ={x:2 € Ao x € B}.
Usando diagramas obtenemos la figura 1.5
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Aub =1

Figura 1.5: Unién de conjuntos

Ejemplo 1.4.4

a) Dados A ={a,e,i,0,u}y B=1{a,b,c,d, e}, entonces AU B = {a,b,c,d, e, i,o,u}.
b) Dados A ={2,4,6,8} y B = {0,8,10}, entonces AU B = {0,2,4,6,8,10}.

Propiedades de la unién de conjuntos

Si A, B y C son subconjuntos de un conjunto universo U, entonces se cumplen las siguientes
propiedades.

I. Propiedad conmutativa: AUB =BU A
1. Propiedad asociativa : (AUB)UC = AU (BUC)
1. Propiedad de identidad : AUQ=Ay AUU =U

1.4.6. Diferencia de conjuntos

Definicién 1.15. La diferencia entre dos subconjuntos A y B del conjunto universo U, denotada
por A — B, consiste en el conjunto de todos los elementos que pertenecen a A pero no a B.

En notacién conjuntista la diferencia A — B se representa por:
A-B={z:x€Ayax ¢ B}
Usando diagramas la diferencia de conjuntos se ve en la figura 1.6
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A—B:.

Figura 1.6: Diferencia de Conjuntos

Propiedades de la diferencia de conjuntos

I. En comparacién con la unién y la interseccién, la diferencia no es asociativa ni conmutativa.
11. Propiedad de la diferencia con el conjunto vacio A — () = A.

111. Propiedad de la diferencia con el conjunto universo A — U = ).

Ejemplo 1.4.5

Dados A = {3,6,9,12,15,18} y B = {12,15,18, 21,24} entonces A — B = {3,6,9}. Los elementos
3,6y 9 estdn en A pero no en B.

1.4.7. Conjunto complemento

Definicién 1.16. Dado el subconjunto A del conjunto universo U, definimos el complemento de
A, denotado por A€, como el conjunto de todos los elementos que pertenecen a U pero que no
pertenecen a A.

En notacién conjuntista tenemos que: A°={z:x €Uy x ¢ A}

Propiedades del complemento de conjuntos

I. A=U—- A
1. U¢=10
ar. )¢ =U

v. (AUB)¢= A°N B°
v. (ANB) = A°UB°
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Usando diagramas el complemento se representa con la figura 1.7.
A¢ =

Figura 1.7: Complemento

Ejemplo 1.4.6

Dados U = {a,b,c,d,e, f,g} y A = {a,b,c,d} entonces A = {e, f, g}. Pues los elementos ¢, f y ¢
estan en U pero no en A.

1.5. Aplicaciones

Muchos problemas que incluyen conjuntos de personas (u otros objetos) requieren de un anélisis de
la informacién conocida acerca de determinados subconjuntos para obtener cardinalidad de otros
subconjuntos. Utilizamos los diagramas de Venn-Euler y las férmulas para obtener la cardinalidad
del conjunto que interesa.

Los diagramas se utilizan entendiendo que a cada region R; le corresponde una cardinalidad.
Primero identificamos cada una de las regiones cuando tenemos 2 conjuntos.

Ry U

Figura 1.8: Regiones de cardinalidad
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Notemos que en la figura 1.8 se cumplen las siguientes regiones de cardinalidad R; las cuales son
cantidades.

Propiedades de las regiones de cardinalidad
L #U =R+ Ry + R3+ Ry
. #(A)=Ry+ Rs
m. #(B)=Rs+ R,
1v. #(ANB) =Ry
V. #
VI. #(AUB)=Ry+ R3+ Ry
VII. #

VIII. #

Teorema 1.1. Sean A y B dos conjuntos, entonces:

#(AUB) = #(A) + #(B) — #(AN B)

Notemos que la unién corresponde a las regiones Ry, R3 y R4. Si tenemos las cardinalidades
correspondientes a los conjuntos #A = Ry + R3 y #B = R3 + R, y las sumamos tenemos
#(A)+#(B) = Ry + R3+ R3+ R4. Como podemos observar se repite la region Rz que corresponde
precisamente a la interseccion Rz = #(A N B), por estd razén se debe restar de la suma de las
cardinalidades, lo que nos muestra que la formula es correcta.

Ejemplo 1.5.1

A un grupo de estudiantes de Medicina se les pregunta si estan suscritos a la Gaceta médica de México
(B) o a la Revista de la Facultad de Medicina de la UNAM (K), y se produce la siguiente informacién:
33 estan suscritos a la Gaceta, 27 estan suscritos a la Revista de la Facultad de Medicina y 11 estan
suscritos a las dos y 5 no estdn suscritos a ninguna de las dos revistas.

a) iCuantos estudiantes fueron encuestados?
b) iCuantos estan suscritos sélo a la Gaceta médica de México?

c) ;Cudntos estdn suscritos sélo a la Revista de la Facultad de Medicina?

SOLUCION: Para resolver este problema primero identificamos cada uno de los conjuntos con una
letra maydscula, esto es:
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» B = estudiantes que estan suscritos a la Gaceta médica de México.

= /' = estudiantes que estdn suscritos a la Revista de la Facultad de Medicina de la UNAM.
Después, leyendo la informacién que nos dan podemos traducirlo a las siguientes cardinalidades:

= #(B) =33

» #(K) =27

» #(BNK)=11

Podemos ponerlo todo usando diagrama de Venn-Euler, recordando que B y K ocupan dos regiones
y que la interseccién sélo una. Por lo tanto empezamos llenando la informacién con la interseccion.
Después restamos la interseccién a la cardinalidad de cada uno de los conjuntos para tener, con la suma
de ambas regiones, la cardinalidad correspondiente, obteniendo la figura 1.9:

5 U

Figura 1.9: Suscripcién a revistas médicas

Estamos listos para contestar las preguntas.

a) En este caso sumamos todos los nimeros de todas las regiones para obtener la cantidad total de
estudiantes que fueron encuestados: 5 + 22 4+ 11 4+ 16 = 54.

b) Los que estdn suscritos sélo a la Gaceta Médica podemos leer que se trata de 22.

c) Los que estan suscritos sélo a la Revista de la Facultad de Medicina son 16.

Notemos que en el ejemplo 1.5.1 si sumamos simplemente todas las cardinalidades no obtenemos la
respuesta correcta. Se debe analizar cada conjunto y no simplemente hacer la suma, que se puede
verificar con las regiones de cardinalidad.

En el caso de tres conjuntos las regiones quedan como sigue:
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(A

Figura 1.10: Regiones de cardinalidad de 3 conjuntos

Regiones de cardinalidad de 3 conjuntos
I #A =Ry + Ry + Rs + Rs
1. #B = R3 + Ry + R + Ry
1. #C = Rs + Rg + R7 + Ry
v. #(ANB) = R3+ Rg
v. #(BNC) = Rg+ Ry
VI. #(ANC) = Rs + Rg
VIL. #(ANBNC) = Rg
Vil #(A°) =U —#A =R+ Ry + R; + Rg
Con esta informacién se puede verificar la férmula correspondiente dada por el teorema 1.2:

Teorema 1.2. Sean A, B y C' conjuntos, entonces:

#AUBUC)=#(A)+#(B)+ #(C) —#(ANB) —#(ANC)—H#(BNC)+#(ANBNC)

Ejemplo 1.5.2

Una estudiante de Promocién de la Salud condujo una encuesta a 73 pacientes admitidos en un centro
de cardiologia en provincia. Sea:
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» P = el conjunto de pacientes con presion alta.
= (' = el conjunto de pacientes con nivel de colesterol alto.
» [" = el conjunto de pacientes que fuman.

Donde tenemos los siguientes datos:

P)

=

C)

=

F)

=

#
#HPNCNF) =21

PNC) =31

7
(
(
(PNF)=33
(
(
7#(

(PNFYU(PNC)U(FNQ)) =

a) iCudntos pacientes tienen nivel de colesterol alto y fuman?

b

) iCudntos pacientes sélo fuman?
c) ;Cudntos pacientes tenian sélo presién alta?

d

i Cudntos pacientes tenian sélo colesterol alto?

SOLUCION: Para resolver utilizamos el diagrama de Venn-Euler, llenando la informacién en las
regiones de cardinalidad R;. En principio asignamos la cantidad correspondiente a la interseccién de
todos los conjuntos, esto es la regién R = #(PNCNF) = 21.

Después tenemos que #(P N F') = 33 compuesta por las regiones R5 y Rg = 21, por lo que R5 = 12.
De forma equivalente hacemos lo mismo con la interseccién de los conjuntos Py C, esto es R3+ Rg = 31
y obtenemos R3 = 10.

Dado que no tenemos la informacién de la interseccién de los conjuntos C'y F', utilizamos el dato de
la unién #((PNF)U(PNC)U(FNC)) =51 por lo que R; =8.

Finalmente del conjunto #(P) = Ry + R3 + Rs + Rg = 47 obtenemos que la regién Ry, = 7. Para las
regiones que abarca C' resulta Ry, = 4 para que la suma de regiones de #(C') = 46 y con el conjunto
F Rg = 11. Todo junto resulta el diagrama de Venn-Euler en la figura 1.11.
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XN

U

Figura 1.11: Pacientes centro de cardiologia

Con esto podemos responder a cada una de las preguntas:

a) Traduciendo a conjuntos tenemos que nos preguntan #(C' N F) = 21 + 8 = 29. Por lo tanto 29

pacientes tienen nivel de colesterol alto y fuman.
b) 11 pacientes sélo fuman.
c) 4 pacientes tienen sélo presion alta.

d) 7 pacientes tienen colesterol alto.

1.6. Ejercicios

Ejercicio 1.6.1. Especifica cada uno de los siguientes conjuntos por extension.

a) El conjunto de los niimeros impares entre 2 y 10.

b) El conjunto de los niimeros naturales mayores que 10 pero menores que 18.

c¢) El conjunto de los meses que tienen 31 dias.

d) El conjunto de los niimeros cuyo cuadrado es cero.

FEjercicio 1.6.2. Especifica los siguientes conjuntos en una forma constructiva (por comprensién).

a) L={1,3,57,..}
b) C = {1,4,9,16,25,36)
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¢) A={2,4,6,8,10,..}

d) V=1{1,2,3,4,5,..}

¢) B={1,9,25,49,81,...}

f) £E={2,3,57}

g) X={.,-6,-5-4,-3,-2,—1}

h) W={.-5-4,-3-2-1,0,1,2,3,...}

FEjercicio 1.6.3. Escribir los siguientes conjuntos por: comprensién y extension (segin sea el caso).
a) A = {primavera, verano, otono, invierno}

b) B = {z : z es una letra de la palabra salamandra }

c) C' = Numeros enteros pares y positivos.

d) D = Las letras de la palabra amigo.

Ejercicio 1.6.4. Escribe en notacién conjuntista las siguientes afirmaciones.

a) x es elemento de P.

b) A no estd contenido en M.

¢) A es subconjunto de B.

d) M es subconjunto propio de N.

e) M no es subconjunto de A.

f) A es un conjunto vacio.

g) Py @ son conjuntos iguales.

Ejercicio 1.6.5. Indica si los conjuntos descritos a continuacién son finitos o infinitos.
a) Las estaciones del ano.

b) {z : x es un numero entero}

c

Los seres humanos que habitan en la Tierra.

e) {z :x es un nimero impar} .

)
)
d) {1,2,3,...100000}
)
)

f) {x : x es una ciudad del planeta Tierra}.
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g) El conjunto de los multiplos de 4.

h) {z : x es un nimero racional mayor que 4 pero menor que 5}

Ejercicio 1.6.6. Determina la cardinalidad de los siguientes conjuntos:

a) A= {x:z es un mes del ano}
b) B = {z : z es un dia de la semana}

c¢) M ={y:y es una vocal}

d) N = {z : 2 es un niimero entero positivo menor que 14 }

f) W = {z : x es un ntimero real y z? =

—9}

g) A= {z:2 es un nimero entero 15 y 16}

)
)
)
e) W={z:2z =2}
)
)
h)

A={11,12,13,..99}

Ejercicio 1.6.7. Dados los conjuntos:

= {27476787 10}7 B = {CL’e?i’O?u}? C = {x :

x es un numero natural menor que 12}, D =

{z : z es una letra del alfabeto} F = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}. Determina cudles de las

siguientes afirmaciones son verdaderas:
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Ejercicio 1.6.8. Determina cudles de los siguientes conjuntos describen al conjunto vacio y cuéles
no.

E = Conjunto de los profesores extranjeros de la UACM

F =Planteles de la UACM cuyo nombre empieza con W.

G = {x : x es un numero positivo y negativo al mismo tiempo}

FEjercicio 1.6.9. Considera los siguientes conjuntos A = {5,b, ¢, x,3}, B{z,¢,5},
C={2,1,3,5,¢,y,2z,z,b}, D={1,2} y E ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Utilizando €, ¢, C, ¢ llena
segun corresponda:

Haz las siguientes intersecciones:
p) ANB
q DNB
r) CND
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s) BNC

)

t) AN(END)

u) (AnC)NB

v) CN(DNE)

Ejercicio 1.6.10. Determina si el conjunto es finito o infinito
a) {z : x es un ser humano vivo}

b) {5,10,15,20,25,...}

¢) {z:x es un rio de la Tierra}

FEjercicio 1.6.11. Considera los siguientes conjuntos A = {5,b,¢,x,3}, B = {z,¢,5},
C={2,1,3,5,¢y,zxb}, D={1,2} £E={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} y
U=A{a,b,c,r,y,2,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Haz las siguientes operaciones:

a) AUB

b) (AU E)°
c) (CND)°
d) FEuD
e) BNC

f) AU(END)

g) (AuC)NB

1

j) (B=C)UA
k
1) (D—A)°

m

n

)
)
)
)
)
)
)
h) CN(DNE)
) A
)
) C
)
) U
) A
n) U
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o) B¢
p) C°

FEjercicio 1.6.12. Dado el conjunto universo U = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} y los conjuntos: A =
{1,4,7,9}, B = {2,4,6}, C = {4,5,6,7}, D = {x : € Uyzespar} y £ = {z : x €
Uy x es impar }, haz las siguientes operaciones:

Ejercicio 1.6.13. Haz el diagrama correspondiente considerando que son conjuntos no comparables
pero tampoco ajenos:

a) B

b) (AN B)e

c) (PUN)NM
d) (AU B)

e) AN(BNQC)
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Ejercicio 1.6.14. Haz el diagrama de Venn de las siguientes operaciones entre conjuntos:
a) (M NN)©
b) McU N°¢

c¢) Verifica que se obtiene el mismo resultado de los incisos anteriores:
d) P°NE°
e) (PUQ)
f) Verifica que se obtiene el mismo resultado de los incisos anteriores:
h) (PNQ)UM

i) (PUM)N(QUM)
j) Verifica que se obtiene el mismo resultado de los incisos anteriores:
k) (NUM)NP

) (NOP)U(MN P)

)
) Vi
)
)
)
g) (M—N)NP
)
)
)
)
)
m) Verifica que se obtiene el mismo resultado de los incisos anteriores:

Ejercicio 1.6.15. 65 ninos de tercero de una escuela presentan caries, 95 encias inflamadas y 56
presentan tanto caries como encias inflamadas. 20 Ninguno de los dos.

a) {Cuantos ninos forman parte del tercer grado de la escuela?
b) {Cudntos ninos tienen sélo caries?

c¢) ¢(Cuéntos ninos s6lo presentan encias inflamadas?

Ejercicio 1.6.16. En una escuela de idiomas trabajan 67 personas, de las cuales, 47 hablan el idioma
inglés, 35 el francés y 23 ambos idiomas. ;Cudntas personas que trabajan en dicho instituto no
hablan ni el inglés ni el francés?

Ejercicio 1.6.17. En un centro de salud en el pueblo de Emiliano Zapata, Tlaxcala, el doctor nuevo
recibe la siguiente informacion: en el centro de salud se atiende a una poblacién infantil de 85 ninos.
50 tienen bajo peso, 35 tienen baja estatura y 20 tienen baja estatura y bajo peso.

a) Determina cudntos nifios no tienen peso bajo, ni estatura baja.

b) ;Cudntos ninos s6lo presentan estatura baja?
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Ejercicio 1.6.18. En un centro de cuidados geriatricos se realizaron pruebas de glucosa, triglicéridos
y colesterol a los residentes. 57 tienen glucosa alta, 80 presentan colesterol alto y 75 presentan
triglicéridos altos. 35 tienen glucosa alta y colesterol alto, 40 tienen glucosa alta y triglicéridos
altos, 60 tienen colesterol y triglicéridos altos, 31 tienen glucosa, colesterol y triglicéridos altos. 15
no tienen altos ni la glucosa, ni el colesterol ni los triglicéridos.

a) ;Cudntos residentes tienen sélo glucosa alta?
b) ;Cudntos residentes tienen colesterol y triglicéridos altos pero no glucosa alta?

c¢) ;Cudntos residentes viven en el centro?

Ejercicio 1.6.19. De un grupo se conoce que a 19 les gustan las matematicas, a 17 las artes, a 11
la historia; a 2 les gustan las tres; 12 prefieren matematicas y artes; 7 historia y matematicas; 5
artes e historia y a 5 alumnos ninguna de ellas, hallar:

a) El nimero de alumnos que hay en el grupo.
b) El nimero de alumnos a los cuales solamente les gustan las mateméticas y artes.

¢) El nimero de alumnos a los cuales les gustan solamente las artes e historia.

o

) El nimero de alumnos a los cuales tinicamente les gusta las matemaéticas.

@

) El nimero de alumnos a los cuales solamente les gusta la asignatura de artes.

f) El nimero de alumnos a los cuales solamente les gusta la asignatura de historia.
g) El nimero de alumnos a los cuales solamente les gusta matematicas e historia.
Ejercicio 1.6.20. En un club que consta de 150 socios, hay:

= 20 socios que practican béisbol, futbol y atletismo

25 que practican béisbol y atletismo

30 que practican futbol y atletismo

40 que practican béisbol y futbol

100 que practican futbol

= 60 que practican béisbol

= 40 que practican atletismo
Hallar:

a) El diagrama de Venn correpondiente
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b) El nimero de socios que no practican ningin deporte
¢) El nimero de socios que sélo practican beisbol
d) El nimero de socios que sélo practican futbol

Ejercicio 1.6.21. Se aplico una encuesta a 1200 personas sobre sus pasatiempos favoritos. Los
resultados indican que: a 720 les gusta el cine, 620 escuchan musica, 700 hacen ejercicio, 420 hacen
ejercicio y les gusta el cine, 314 escuchan musica y les gusta el cine, 220 hacen ejercicio y escuchan
musica y sélo 17 realizan las tres actividades.

a) Haz el diagrama de Venn:
b) /A cudntas personas no les gusta el cine, no escuchan musica y no hacen ejercicio?
¢) {Cudntas personas no escuchan musica, pero si van al cine y hacen ejercicio?

Ejercicio 1.6.22. Una universidad tiene 1050 alumnos de primer ingreso. De ellos, 860 cursan
matematicas, 664 fisica, 388 redaccion, 480 fisica y matematicas, 270 redaccién y matematicas,
210 fisica y redaccién, y todos llevan al menos una de las tres asignaturas.

a) (Cudntos alumnos cursan fisica y matematicas pero no redacciéon?

b) ;Cudntos alumnos cursan matematicas y no llevan fisica ni redacciéon?
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Numeros

El desarrollo de la ciencia médica a la par que el de los niimeros es caracteristica propia del avance
de la humanidad. Los hombres de ciencia de la antigiiedad dominaban varias dreas del conocimiento
de esa época. Eran, a la vez médicos, astrénomos y matemaéticos.

En este capitulo se revisardan los ntimeros asi como sus operaciones basicas con el objetivo de
resolver problemas de aplicacion.

2.1. Numeros naturales

El sistema de numeracién que usamos es el llamado indoarabigo, que usa nueve simbolos para
representar los niimeros del 1 al 9. El cero no era contemplado en este sistema, y para indicarlo se
usaba un espacio vacio.

Observacién 2.1. Los nimeros naturales son los que se usan para contar. Se denotan con N =

{1,2,3,4,5,6,7,...}

Ejemplo 2.1.1

El botiquin basico esta compuesto de:

a) 1 termédmetro

b) 1 tijeras de punta redonda
c) 1 cortaunas

e) 5 gasas de gel para quemaduras

f) 1 paquete de algoddn

)

)

)

d) 5 gasas estériles
)

)

) 3 vendas

g
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2.2. NUMEROS ENTEROS

h) 10 curitas

i) 1 botella de alcohol 96°

j) 1 botella de agua oxigenada

)
)

k) 6 pastillas de analgésicos
) 3 pastillas antidiarréicos
)

5 comprimidos antiinflamatorios

Observacién 2.2. Algunos autores también consideran al cero un niumero natural. En este texto
no se considera como numero natural.

Al hacer las operaciones que conocemos que son suma, resta, multiplicacién y divisién notemos lo
siguiente:

= Siempre que hacemos la suma de dos ntmeros naturales, lo que obtenemos es un nimero
natural. Por ejemplo 2+ 5 =T7.

= Cuando hacemos la resta de dos nimeros naturales, no siempre obtenemos un niimero natural.
Por ejemplo 2 — 5 = —3 donde —3 ya no es un niimero natural.

= Cuando hacemos la multiplicacion de dos ntimeros naturales, siempre obtenemos un nimero
natural. Por ejemplo 2-5 =2 x5 = 10.

= Con la divisién pasa lo mismo que con la resta, si hacemos la division de dos nimeros
naturales, no se obtiene siempre un ntimero natural. Por ejemplo,
5

— =2.5.
2

Dados los problemas que presentan los nimeros naturales, con la operacién de substraccién apa-
recen en escena los niimeros conocidos como enteros.

2.2. Numeros enteros

Definicién 2.1. Los nimeros enteros son los niumeros naturales incluyendo al cero y a todos los
numeros con signo negativo. Los niumeros enteros se denotan con la letra Z y se escribe el conjunto

como:
Z={. 6 -5,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,...}.

Los nimeros enteros se representan en forma grafica:

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 3 6 7
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Observacién 2.3.
= Se utiliza para denotar a los enteros positivos cualquiera de las siguientes notaciones:
N o Z*.
= Para denotar a los numeros negativos se utiliza la notacion:
7.
ElL0 no estd incluido en Z*

Los nimeros negativos denotan cantidades que no se tienen o son contrarias a otras conocidas:

Ejemplo 2.2.1

a) Temperaturas bajo cero. En la Reptiblica Mexicana se tiene el registro en La Rosilla, Durango de la
temperatura mas baja hasta ahora registrada como —34°C.

b) Deudas, las cuales normalmente en contabilidad se denotan con ndmeros rojos. Debo 15 pesos, en
términos matematicos queda como —15.

2.2.1. Multiplicacion de ntiimeros enteros

Cuando se multiplican niimeros negativos y positivos debemos utilizar la ley de los signos.

(+ )
(= )
(+ )
(= )

) (+
)< (+
)- (=
)- (=

Observaciéon 2.4. Para recordar las leyes de los signos: signos iquales da “mds”, signos distintos
da “menos”.

I
_|_

)= (
)= (=
)= (=
) =(

+

Ejemplo 2.2.2

a) (2)-(-3)=-6
b) (5)- (7) = 35

¢) (—11)-(3) = 33
d) (—4)-(=6) =24
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2.2.2. Suma y resta de nimeros enteros

Cuando se hacen sumas o restas con niimeros enteros debemos evitar confundirnos con la operacién
multiplicacién. Aprender a leer las operaciones antes de hacerlas ayuda a no cometer errores.

Ejemplo 2.2.3

= 5 — 7 selee “cinco menos 7". Podemos decir que tengo 5 pesos pero debo 7. Lo cual nos da por
resultado que aun debo 2 pesos. Por lo tanto “5-7=-2."

m —3 4 (—6) se lee “menos tres mds menos seis’. Esto es debo 3 pesos y afiado una deuda de
6 pesos, lo cual implica que mi deuda aumenta por lo tanto debo 9 pesos. En consecuencia
-3+ (—6) = —9.

= 12—5 se lee “doce menos 5”. Tengo 12 pesos y debo 5 pesos, por lo tanto quedardn 7. Entonces
12-5="1.
Uso de paréntesis

Se usan paréntesis para combinar sumas, restas y multiplicaciones de los ntimeros enteros. Los
paréntesis tienen distintos usos y no siempre indican multiplicacion.

I. (5)(3) en este caso los paréntesis indican multiplicacion.
1. f(2), cos(30°) en estos casos indica evaluacién, como lo veremos en los capitulos 10 y 12.

1. (a4 2) en este caso indican agrupacién, dando mayor importancia o prioridad a lo que esté
dentro del paréntesis.

Ejemplo 2.2.4

2(3 4+ 5) en este caso podemos leer que indica tanto multiplicacién como agrupacidn, recordemos que
la agrupacién tiene prioridad, por esta razén hacemos primero la suma 2(3 + 5) = 2(8) = 16.

7[3(=5+ 2) + 2] nuevamente la prioridad son los paréntesis, por esta razén debemos empezar con la
suma, después la multiplicacién por 3, depués la suma y por dltimo multiplicar por 7.

TB(=5+2)+2 =T7[3(=3)+2] =7[-9+2] = 7[-7] = —49.

Observacién 2.5. Notemos que las operaciones con numeros enteros, a diferencia de la lectura
normal de izquierda a derecha, se hace de acuerdo con los paréntesis involucrados; esto es, se
realizan primero las operaciones donde los paréntesis indican agrupacion.
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2.2.3. Divisibilidad

Definicién 2.2. Un numero es divisible por otro si el cociente al hacer la division es un numero
entero.

Existen distintas pruebas de divisibilidad. Una prueba de divisibilidad es una forma rapida para
saber si un nimero es dividido exactamente por otro sin hacer la divisién.
Pruebas de divisibilidad

I. Un namero es divisible por 2 si el ultimo digito es par, esto es, 0, 2, 4, 6, y 8.

1. Un ntimero es divisible por 3 si la suma de los digitos es divisible por 3.

1. Un ntimero es divisible por 4 si el nimero formado por los ultimos dos digitos es divisible por
4.

1v. Un numero es divisible por 5 si el ultimo digito es 0 o 5.
v. Un ntmero es divisible por 6 si el niimero es divisible al mismo tiempo por 2 y 3.

VvI. Un ntimero es divisible por 8 si el niimero formado por los tltimos tres digitos es divisible por
8.

vIiI. Un nimero es divisible por 9 si la suma de los digitos es divisible por 9.

vIil. Un numero es divisible por 10 si el dltimo digito es 0.

Observaciéon 2.6. Para el numero 7 no tenemos un patron de prueba de divisibilidad.

Ejemplo 2.2.5

Determina cudles niimeros dividen a 216 exactamente:

a) El 2 divide exactamente al 216 pues termina en 6 y éste es un niimero par.

b) El 3 divide exactamente al 216 pues al sumar sus digitos 2+ 1 + 6 = 9 obtenemos 9, el cual es
divisible por 3.

El 4 divide exactamente al 216 pues podemos dividir de forma exacta al 16 entre 4.
El 5 no divide exactamente al 216 pues no termina ni en O ni en 5.

Como el 2 y el 3 dividen exactamente a 216 también lo hace el 6.

El nimero 8 divide exactamente al 216.

También el 9 divide exactamente al 216, dado que la suma es 9.

El 10 no divide exactamente a 216 pues no termina en 0.
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2.2.4. El cero y la operacion division

Recordemos que la division esta relacionado con la accién de repartir, cortar, distribuir exacta-
mente.

Si tengo 100 dulces para repartir entre 100 ninos, haciendo la division de 100 entre 100,
100

100

Si son 10 ninos le tocan 10 dulces a cada uno, que es resultado de dividir 100 entre 10, esto

100
=2 0.
“ 70

= 1 obtenemos que le toca 1 dulce a cada nino.

Si son 5 ninos, dividimos 100 entre 5: w5 = 20, por lo tanto, le tocan 20 dulces a cada uno.

Claramente si es solamente un nino le tocan 100 dulces. EE =100

Pero qué pasa si tengo 100 dulces y no hay ninos a quien repartir, entonces no tiene sentido
entregar los dulces, o repartirlos, por lo tanto la division entre 0 no tiene sentido.

Si no tengo dulces para repartir, no importa la cantidad de ninos, a cada uno le tocara
exactamente nada. Esto es, si repartimos 0 entre cualquier niimero de ninos, 1, 10, 20, o 100

el resultado es el mismo: 0.
0 0 0 0

110 20 100

Observaciéon 2.7. Si probamos a hacer la division entre cero en la calculadora da como resultado
Ma ERROR

2.3.

Aplicaciones de los niimeros enteros

Para entender y resolver los problemas, el profesional de la salud debe entender primero lo que
se esta preguntando y leer cada una de las ideas correspondientes, entendiendo que hay distintas
palabras relacionadas con cada una de las operaciones con los niimeros enteros.
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Operacién Algunas palabras relacionadas
Suma (+) Adicién, total, anadir, sumar, agregar, adicionar, aumentar,
um . ) y
mcrementar, mas, aumento, etcetera.
Resta (—) Sustraccion, diferencia, deducir, quitar, decrementar, menos,

decremento, etcétera.

Doble (significa multiplicar por 2), triple (significa multiplicar
Multiplicacién (x) | por 3), cuddruple (significa multiplicar por 4), producto, 5 veces
mas (significa multiplicar por 5), etcétera.

Dividir, cortar, repartir, compartir, mitad (significa dividir entre

Division (=) 2), tercio (significa dividir entre 3), etcétera.

Igual (=) Lo mismo que, idéntico, equivalente, exacto, resultado, etcétera.

Ejemplo 2.3.1

En un centro de salud de la Ciudad de México hay 25 voluntarios para el programa de pruebas de
glucosa. Si cada voluntario toma 14 tiras para el glucémetro por semana, jcuantas tiras se distribuyen
en una semana en total?

SOLUCION: Para resolver el problema entendemos que nos preguntan en total cudntas tiras se
distribuyen, en total son 25 veces 14, pues cada voluntario toma 14 tiras. Por lo tanto se trata de una
multiplicacién: 14 x 25 = 350. El total se distribuyen 350 tiras.

Ejemplo 2.3.2

La mantequilla clarificada a los 2 minutos incrementa su temperatura a 52°; si su temperatura inicial
era de 10°, jcual es la temperatura a los 2 minutos?

SOLUCION: En este caso incrementa significa sumar por lo cual sumamos 10° + 52° = 62°. Por lo
tanto la temperatura a los 2 minutos es de 62°.

47



2.4. NUMEROS RACIONALES

2.4. Numeros racionales

Hemos visto que no siempre la division de dos niimeros enteros nos da como resultado un niimero
entero. El ejemplo clasico es cuando queremos partir un pastel circular en 4 y se van a utilizar 3
piezas, esto se aprecia en la siguiente figura:

3
La fraccion que representa a la figura es 1

Definicién 2.3. Una fraccion es un numero que describe a la cantidad qur representa una parte
del grupo comparado con el grupo entero.

Ejemplo 2.4.1

; 1
En este caso tenemos que el grupo entero son 3 y sélo tenemos uno sombreado, por lo tanto, 3 es la

cantidad que representa a la fraccién.

Definicién 2.4. El numerador es el nimero de partes que son usadas y éste es el numero que se
escribe encima de la barra.

Definicién 2.5. El denominador es el nimero de partes iguales necesarias para hacer un objeto
entero, y éste se escribe debajo de la barra.
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Observacién 2.8. El numerador es una cantidad, el denominador es la informacion que nos
indica con qué estamos trabajando, es decir, la nombra o la denota.

Definiciéon 2.6. Los nimeros racionales son los cocientesade todos los numeros enteros entre los
numeros enteros distintos de cero, y se denotan por Q = {E ca€Zyb#0e€Z}

Para leer una fracciéon leemos el numerador como la cantidad que es y el denominador de acuerdo
con la siguiente tabla:

1

5 un medio

2 .

3 dos tercios

1

Z un cuarto

2 .

5 dos quintos
1 t

— | un sexto

6

2 .

- dos séptimos
1

g un octavo

2

9 dos novenos
1 .

10 un décimo

2

11 dos onceavos
5 .
15 | cinco doceavos

A partir el 11 lo que se agrega es un “avo”, 13 treceavo, 14 catorceavo, etcétera.

Observacién 2.9. Los numeros enteros son racionales. Una de las formas de representarlos es

3 6
%. Por ejemplo: 3 = 1= 73
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2.4.1. Fracciones equivalentes

Definiciéon 2.7. Las fracciones equivalentes son dos o mds fracciones que representan a la misma
cantidad.

Ejemplo 2.4.2

Podemos ver que cada figura corresponde a la fraccién descrita, por lo tanto, son fracciones

)

S| W
QO | W~

Y

)

1
27

equivalentes.

Para obtener fracciones equivalentes multiplicamos tanto el numerador como el denominador por
el mismo valor.

Ejemplo 2.4.3

. . 1
Obtener 3 fracciones equivalentes a 3

1><5_ 5]
3x5 15
1><7_ 7
3x7 21
Ix11 11
3x11 33
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7 11
15217 33
Para determinar si dos fracciones son equivalentes hacemos el producto cruzado de cada una de
las fracciones, esto es, numerador de una fraccién por el denominador de la otra.

Por lo tanto son fracciones equivalentes a 3

Ejemplo 2.4.4

. . 2 :
Determinar si R y 0 son equivalentes.

2 4 2 4
5 10 5 10
Multiplicamos 2 por 10 cuyo resultado es 20.

Multiplicamos 5 por 4 cuyo resultado es 20.

. 2
Como obtenemos el mismo resultado, por lo tanto R = 0"

Ejemplo 2.4.5

Determinar si - y — son equivalentes.

19
3 6 3 6
7 19 7 19
3 x 19 =57 6x7=>54
Como 57 # 54, por lo tanto § #+ E
v P 7 19

Observacién 2.10. Otra forma para determinar si dos fracciones son equivalentes es haciendo la
division que representan usando la calculadora, st son equivalentes se obtiene el mismo resultado.

2.4.2. Simplificacion de fracciones

Para simplificar fracciones equivalentes, procedemos a dividir tanto el numerador como el denomi-
nador entre el mismo nimero. Recordamos las propiedades de divisibilidad de la pagina 45.

Ejemplo 2.4.6
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24
a) E,
tanto el numerador como el denominador son divisibles por 4. Entonces

24+4 6 6+2
16+4 4 4+2 2
55
b PN
) 20
en este caso son divisibles por 5. Entonces
55 +5 11
205
90
C) m»
cada uno es divisible por 10, entonces
90+10 9
210 - 10 21
aun podemos dividir entre 3. Esto es:
9+3 3
21+3 7

A partir de este momento en todos los ejercicios se va a hacer simplificacién de fracciones.

2.4.3. Fracciones propias e impropias

Definicién 2.8. Una fraccion cuyo denominador es mayor al numerador se llama fraccion propia.

Ejemplo 2.4.7

Ejemplos de fracciones propias son:
13 7

25 11717
Definicién 2.9. Una fraccion cuyo numerador es mayor que el denominador se llama fraccion
mmpropia.
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Ejemplo 2.4.8

Ejemplos de fracciones impropias son:
11 15 13 16
3'27 7757

Definicién 2.10. Una fraccion mixta combina enteros con fracciones propias.

Ejemplo 2.4.9

Ejemplos de fracciones mixtas son:

1
n 3-
2

esta fraccidon se lee tres enteros un medio,

2
n 11—
15

la cual se lee once enteros dos quinceavos.

Las fracciones impropias se pueden convertir en fracciones mixtas y viceversa.
Para convertir una fracciéon impropia en una mixta hacemos la division correspondiente: el cociente
es el entero y el residuo es el numerador.

Ejemplo 2.4.10

. .7
La fraccién impropia R

1 < cociente
denominador 5|_7 numerador
2<— residuo

Por lo tanto z = 12.
5 5

Para convertir una fracciéon mixta en una impropia lo que hacemos es multiplicar el denominador
por el entero y le sumamos el numerador, y el resultado es el nuevo numerador.

Observacién 2.11. El denominador de una fraccion impropia y de su correspondiente mixta es
el mismo.
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Ejemplo 2.4.11

La fraccion mixta 3= queda de la siguiente forma 8 x 3 + 5 = 29, por lo tanto, la fraccién impropia
correspondiente es 3

Observacién 2.12.

= Las fracciones propias son menores que 1.

s Las fracciones impropias son mayores que 1.

2.4.4. Suma de fracciones

Si tienen el mismo denominador la suma de fracciones se hace simplemente sumando los numera-
dores.

a)

1
- +
5
+
5 7 12
b) S4-=—=2
) 5T

Ejemplo 2.4.12

Cuando las fracciones no tienen el mismo denominador, sustituimos una o las dos fracciones por
una que sea equivalente y que tenga los mismos denominadores.

Ejemplo 2.4.13

3 1x4 3x3 4 9_13

1
V3t i a T e i n
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13 5 13 5x2 13 10 23

) 68716 "8x2 16 16 16
0 §+7_§+z_3+35_§
5 5 1 5 5
En resumen, la suma de dos fracciones cualquiera %, 2 se hace mediante la siguiente féormula:
a n c ad+ch
b d b

2.4.5. Resta de fracciones

Para hacer la resta hacemos algo similar a la suma al sustituir la fraccién por otra equivalente,
para que ambas fracciones tengan el mismo denominador. Obteniendo la siguiente formula:

a ¢ ad — be
b d  bd

Ejemplo 2.4.14

)1 4
a —
5 5
como tienen el mismo denominador hacemos la resta de numeradores:
1 4 1-4 -3 3
5 5 5 5 5
b)3 5 3x8—4x5 24-20 4 1
4 8 4 x 8 32 328
g3 8_9-w_ 31 3
5 3 15 15 15
T 3 7 15—-7 8
5 1 5 5 5

2.4.6. Multiplicacion de fracciones
La multiplicacién de fracciones se hace de acuerdo con la siguiente férmula:

ac

a.¢
b d bd

Ejemplo 2.4.15
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para hacer esta multiplicacién primero escribimos el 5 como fraccién:

5X9_A5_9
1710 10 2

2.4.7. Division de fracciones

Para hacer la division de dos fracciones podemos hacer la multiplicacién de la primera por la
segunda escrita de forma invertida esto es:

a ¢ a d ad

b d b ¢ be
Otra técnica utilizada para hacer la division es la llamada “regla del sandwich”: multiplicacion de
extremos arriba y multiplicaciéon de medios abajo

ad

e

Ql ool e

Ejemplo 2.4.16

gl.2_1 33
2°3 272 4
3
b)i:(3)(16):48 12
T @0 87
16
95,428,451 5
6 6 1 6 4 24
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2.4.8. Decimales

Los decimales son otra forma de representar a los niimeros racionales.

Conversion de fracciones a decimales

Para hacer la conversion de fracciones a decimales simplemente hacemos la divisién que representan.
Cuando la divisién termina en un numero finito de pasos obtenemos un decimal finito, cuando la
division nunca termina obtenemos un decimal infinito.

Ejemplo 2.4.17

1
a) 5 hacemos la divisién

0

2[1.0

0

@ (Ot

. : 1
Por lo tanto tenemos que la representacién decimal de 3 es 0.5

o
~
| Ot

0.8333

615.0
20
20
20

En la divisidn podemos observar que siempre se obtendrd como residuo 2 y en el cociente 3. La
forma de escribir este resultado es

g =0.8333---=0.83

la linea significa que ese digito se repite de forma infinita.
Observaciéon 2.13.

= Solo podemos sustituir una fraccion por el decimal correspondiente cuando éste es finito y se
escriben todos sus digitos. Por ejemplo:
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1—025 1—00625
4 7716 ‘

s Cuando se trata de una fraccion cuya representacion decimal es infinita no podemos susti-
tuirla. En su caso serd una aproxrimacion

~ 0.3333.

Wl

Conversion de decimales a fracciones

Para convertir un decimal a una fraccién escribimos como numerador el niimero sin el punto
decimal y como denominador el 1 con tantos ceros como posiciones decimales se tengan.

Ejemplo 2.4.18

a) 0.75

la fraccidn correspondiente es 7
P 100

simplificando obtenemos

3
1
b) 0.01
la fraccion correspondiente es
1
100°
c) 0.105
la fraccién correspondiente es
105
1000
simplificando obtenemos
21
200
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Si lo que se tiene es un decimal infinito el proceso para convertirlo en fracciéon es el siguiente:

1. Se multiplica el nimero por 10, 100, 1000, etcétera hasta que el nimero obtenido tenga los
mismos decimales que el original.

2. Se resta el nimero original al multiplicado para desaparecer la parte decimal infinita. El resul-
tado es el numerador de la fraccion.

3. Si se multiplicé por 10, el denominador sera el 9. Si se multiplico por 100 el denominador sera
99, si se multiplico por 1000 el denominador sera 999 etcétera.

4. Si el numerador es atin un decimal, se convierte en fraccién y se hace la division correspondiente.

Ejemplo 2.4.19

a) 0.63, el decimal con el que estamos trabajando es 0.6363636363 ... como podemos observar sélo
se necesita multiplicar por 100 para tener el mismo decimal infinito.

Al multiplicar por 100 obtenemos 63.6363636363 . . ., procedemos a hacer la resta:

63. 36363 ...
0.6363636 ..

63

El numerador es 63 y como multiplicamos por 100 el denominador es 99. Por lo tanto la fraccién es

63
99’

simplificamos y obtenemos

7
11
b) 0.12 este ndmero corresponde a (0.12222222 ... observamos que sélo se necesita multiplicar por 10,
obteniendo

1.22222222 .. .,

hacemos la resta
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1.22&%;.\..
0.12222202_.

1.1

) 1.1 , .
Por lo tanto el numerador es 1.1 y el denominador es 9, 5 como el numerador es atin un decimal

lo convertimos en fraccidn:

11

10
9
1

—_

) ., 11
haciendo la divisién obtenemos como resultado 90"

Observaciéon 2.14. Notemos que cuando se hace la conversion del decimal infinito 0.99999. .. el
resultado es 1.

2.4.9. Operaciones con decimales

Cuando se hace la suma de decimales lo que hacemos es alinear el punto decimal y proceder a
sumar como lo hacemos habitualmente. Lo mismo hacemos cuando se trata de una resta.

En el caso de la multiplicacién, contamos el ntimero de cifras decimales y este es el niimero de
lugares que contaremos de derecha a izquierda para poner el decimal.

En el caso de la division tenemos los siguientes casos:

I. Cuando tanto el divisor como el dividendo tienen punto decimal, recorremos tantos lugares
como el divisor tenga y si faltan lugares en el dividendo agregamos cero.

11. Cuando sélo el dividendo tiene punto decimal simplemente ponemos el punto decimal en el
mismo lugar en el cociente.

Ejemplo 2.4.20

a) 3.56 + 2.89 se escribe

3.56
T 959
6.45
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b) 4.07 4 5.8 se escribe

n 4.07
5.8
9.87

c) 23.1 — 5.89

23.10
589
7.21

d) 49.270 — 39.382

49.270
~39.382
9.888

e) 25.8 x 0.7

25.8 <«———un digito
X (.7 <———nun digito
18.06 <«—— dos digitos

f) 0.78 x 100

0.78
%100
00
00
78
78.00
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g) 218.4 + 12

18.2

12 12184
98

24

0

h) 114 = 3.8 La divisién queda 3.8|114; como el divisor tiene un punto decimal reescribimos la divisién
recorriendo un lugar el punto decimal en el dividendo: 38/1140

30

38 11140

00
00

Observaciéon 2.15.
s Cuando se multiplica por 10 el punto decimal se recorre un lugar a la derecha.
= Cuando se multiplica por 100 el punto decimal se recorre dos lugares a la derecha.
= Cuando se divide entre 10 el punto decimal se recorre un lugar a la izquierda.

= Cuando se divide entre 100 el punto decimal se recorre dos lugares a la izquierda.

2.4.10. Aplicaciones de niimeros racionales y decimales

Leemos cuidadosamente cada enunciado y entendemos qué se nos estan preguntando.

Ejemplo 2.4.21

. 3 : . . 3 [
Un frasco contiene 1 onzas de un medicamento. Si el paciente toma 16 onzas del frasco, jcudntas
onzas quedan en el frasco?

SOLUCION: Para solucionar este problema, entendemos qué nos preguntan: cuanto queda en el
frasco. Para eso hacemos la resta de lo que tenemos originalmente menos lo que se usd, por lo tanto,
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La solucién es:
en el frasco quedan 16 onzas del medicamento.

Ejemplo 2.4.22

. ! . 3 . : . .
Un paciente recibe 1 de una tableta que contiene 1 de miligramo de un medicamento. j Qué cantidad
en miligramos recibié el paciente?

SOLUCION: En este caso podemos leer que recibid un cuarto de tableta por lo tanto la tableta se
dividié entre 4, la operacidon adecuada es la division

El paciente recibié T de miligramo del medicamento.

Observaciéon 2.16. Cuando en un problema se solicita obtener cualquier fraccion de una cantidad,
la operacion que se hace es una multiplicacion, como podemos observar en el ejemplo anterior. Por
ejemplo

2 bt
397
se calcula con la multiplicacion
25 _10_5
34 12 6

2.5. Numeros irracionales

Definicién 2.11. Los numeros irracionales son aquellos que no se pueden escribir como un co-
. a .. , . .
ciente 7 donde a y b son enteros distintos de cero. Para denotar a los numeros irracionales se

puede usar I o, como son el complemento de los racionales, Q°.

2.5.1. Numeros irracionales famosos

Uno de los nimeros irracionales mas conocidos es 7: este es el nimero que es resultado de dividir
la circunferencia entre el didmetro de cualquier circulo.

T~ 3.14159265358979323846 . . .

Caracteristicas interesantes de 7:
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= Ha sido aproximado por todas las culturas antiguas

= Los egipcios lo aproximaron con la fraccién 5 ~ 3.1605
= Los babilonios con 3= 3.125

1
= Los griegos usaron: 3? ~ 3.14286

s Los chinos g =3.14
50

= Hasta el 2010 se han encontrado 5000000000000 digitos de 7

= Una forma de memorizar los 20 primeros digitos es con este poema, sélo hay que contar las
letras de cada palabra:

Soy y seré a todos definible
mi nombre tengo que daros
cociente diametral siempre inmedible
soy de los redondos aros

Otro nimero que es famoso es /2, que es lo que mide la hipotenusa de un trigngulo rectangulo
cuyos lados miden uno:

1
Caracterfsticas del niimero irracional v/2:
= Es conocido como la constante pitagorica

= Los primeros 20 digitos de V2 son: 1.414213562373095048801 . . .

= La fraccién % ~ 1.414285 la aproxima con 4 decimales

m cos(45°) = sen(45°) = g

El ntimero e también es irracional, se le conoce como nimero de Euler o constante de Napier.
Caracteristicas del ntimero e:

= ¢~ 2.71828182. ..
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8
7T+ —
= Es utilizado en las funciones de crecimiento de poblacién

2.5.2. Construccion de nimeros irracionales

Podemos construir facilmente niimeros irracionales escribiendo los digitos decimales de forma que
no se conviertan en una repeticion.

Ejemplo 2.5.1

Son ejemplos de niimeros irracionales:
a) 1.01001000100001000001 ...
b) 0.1234567891011121314151617...

c) 0.101101110111011110111110. ..

2.6. Numeros reales

Definicién 2.12. Los numeros reales son la union de los numeros irracionales y los nimeros
racionales. Se denotan por R = Q U Q°

Las relaciones de los conjuntos de niimeros son:

NCZcCcQcCR
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2.7. Ejercicios

Ejercicio 2.7.1. Haz las siguientes multiplicaciones:
a) (=5)-(-2)
b) (4)-(11)

c) (8)-(5)-(=1)
d) (=9)-(7)

Ejercicio 2.7.2. Haz las siguientes operaciones:

a) =5 —6

b) —2+5
c) =7+12
d) 5

e) —2-1-9

Ejercicio 2.7.3. Haz las siguientes operaciones con enteros:

a) 5—(—10)
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b) —7 + (~9)

¢) T—4(3+2)

e) —(8+4—10)+ (2 12)

f

)

)

d) 2+ [(=2+8) + (5 —11)]
)

) 1+3[(8=9)+ (10 —8)]
g)

45 -5[6+4—(3—1)]
Ejercicio 2.7.4. Agrupa los siguientes niimeros de acuerdo a su divisibilidad:

1764 11130 296048
3278 49000 446075
65 6775 786312
365 82722 954560

a) numeros que son divididos exactamente por 2

nimeros que son divididos exactamente por 5

)
b) nimeros que son divididos exactamente por 3
c)

)

nimeros que son divididos exactamente por 10

Ejercicio 2.7.5. Entre las 7 de la manana y el mediodia la temperatura subié 13°C'. Si a las 7 de
la manana la temperatura era de —5°C', ;qué temperatura indicaba el termémetro al mediodia?

Ejercicio 2.7.6. ;Qué distancia hay entre el suelo del pozo de una mina que esta situado a 518
metros de profundidad y el tejado del centro de salud que esta a una altura de 17 metros?

Ejercicio 2.7.7. Un globo se eleva desde una ciudad a nivel del mar. Al principio del vuelo se eleva
2000 metros. Después desciende 1200 metros, mas tarde vuelve a subir 700 metros. En el momento
de aterrizar baja 600 metros. ;A qué altura sobre el nivel del mar se encuentra la ciudad donde
aterriza?

Ejercicio 2.7.8. En un videojuego, se da 1 punto por cortar una manzana, 2 puntos por cortar un
platano, se quitan 10 puntos si se corta una bomba. ;Cudntos puntos tuvo al final un jugador si
corté 25 platanos, 13 manzanas y una bomba?

Ejercicio 2.7.9. Un interno esta buscando al doctor Rodriguez en el hospital. El bajé al sétano —3
pues le dijeron que estaba en el estacionamiento, al no encontrarlo subié al quinto piso y ahi lo
encontrd. Si la busqueda del interno empezo en el segundo piso, jcudantos pisos recorrié en total?

Ejercicio 2.7.10. En cada figura determina un par de fracciones equivalentes:
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a)

O @O
O @O
O @O

_
&

Ejercicio 2.7.11. Determina 4 fracciones equivalentes para cada una de las siguientes fracciones:

a)g
b)%
c)%
d)%
e)lg—o
f)%
g)g
h)%

Ejercicio 2.7.12. Determina cuales de las siguientes parejas de fracciones son equivalentes y cudles
no lo son:
3 15

) 5V 55
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RRTREY

Ejercicio 2.7.13. Convertir las siguientes fracciones impropias a mixtas:
18

a) 7
22
3
13
C) Z
11
2

45
e) ﬁ

Ejercicio 2.7.14. Convertir las siguientes fracciones mixtas a fracciones impropias:

7
2_
a) 299

1
b) 43

2
10-
c) 3

4
d) 5=
) 7

D
9°
e) 5

Ejercicio 2.7.15. Haz las siguientes sumas:

a)9 3

55
6 v

b) 13+ 13
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) E + l
EAETIRAET
7 1

d) - + =
) 513
9 3
9 4
) — 4 =
) 11 + )
L1
4716
Ejercicio 2.7.16. Haz las siguientes restas:
5 3
Y171
2 5
b) = -2
) 3 8
G383
7 14
3 1
d) 2 - —
) 5 25
8 1
T
nT_2
2 11

Ejercicio 2.7.17. Hacer las siguientes multiplicaciones:

2 (5) ()
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()0
()

Ejercicio 2.7.18. Hacer las siguientes divisiones:

) 2 4
al) — <+ =
3 6
7 3
RETRET
)
— =10
) 16
d
d) 30 = -
) 6
5 10
e) -+ —
8 2
1 1
f) -+~
) 2 4
Ejercicio 2.7.19. Escribe los decimales correspondientes a las siguientes fracciones:
1
a) g
2
b) =
) 7
3
C) g
7
d) —
) 11
1
e) §

Ejercicio 2.7.20. Convierte los siguientes decimales a la fracciéon mas simple correspondiente:
a) 0.24

b) 0.2

c) 0.3333
)

d) 0.305
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e) 0.0625

Ejercicio 2.7.21. Escribe los siguientes decimales infinitos a la fraccién mas simple correspondiente:

a) 0.21

Ejercicio 2.7.22. Haz las siguientes operaciones:
a) 50.7 + 194.85

b) 3.02 4 12

c) 20+18+0.5

d) 100+ 0.5+ 90.4

e) 24 —-7.98

f) 1.01 — 0.0009

g) 76.2 — 0.07

h) 83.02 — 24.61

16.9 — 8.11

1

k) 4.82x 0.3

1) 0.97 x 0.45

m) 76 x 0.04

n) 6.2 x 3.5

122.5+4.5
o) 1.6 +0.12

p) 0.18+0.02

)

)

)

)

)

)

)

1)
j) 45.8 x 7
)

)

)

)

n)

)

)

) 28.7+ 4

q
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r) 327 +5.2
3
Ejercicio 2.7.23. ; Cuanto medicamento se obtiene en total si se mezclan — de onza del medicamento

1
A con 5 onza del medicamento B?

: 3 . . : :
FEjercicio 2.7.24. Un frasco contiene — gramos de cierto medicamento. Si un paciente toma 3

gramo, jcuantos gramos quedan en el frasco?
1
Ejercicio 2.7.25. Un paciente debe recibir 25 litros de una solucién en forma intravenosa. Si ya se

1
le administraron 1§ litros, jcuanta solucién falta por darle?
1
FEjercicio 2.7.26. ; Cuéntas tabletas de 5 miligramo se pueden hacer si se dispone de 20 miligramos?

3
Ejercicio 2.7.27. ;Cuél es el volumen total de un medicamento si se mezclan 1 mililitro del medi-

1
camento A con 1§ mililitros del medicamento B?

3
Ejercicio 2.7.28. ; Cuantos miligramos se necesitan para producir 12 pastillas de 1 miligramo cada

una?

1 4
Ejercicio 2.7.29. David tomé - de onza de su mediamento y 2 horas después él toma R de onza.

.,Cuanto medicamento consumio David hasta el momento?

1
Ejercicio 2.7.30. Un archivo médico indica que = de los expedientes son para individuos con huesos
rotos. Si en total son 14391 expedientes. ; Cuantos expedientes son de personas con huesos rotos?
Ejercicio 2.7.31. Una enfermera llena el gabinete de medicamento con 14 botellas de dextrosa.

2
Cada botella se llen6 con 16§ onzas de solucién. ;Cuantas onzas de dextrosa hay en el gabinete?

Ejercicio 2.7.32. El administrador de un centro de salud determina que el personal debe ser re-
1

ducido aproximadamente T3 . Cuantos puestos deben ser eliminados si trabajan 144 personas en

dicho centro?

Ejercicio 2.7.33. Un frasco contiene 75 tabletas. Cada tableta tiene 0.25 gramos de cierto medica-
mento. ;Cuantos gramos del medicamento contiene el frasco?

FEjercicio 2.7.34. Un bebé toma 3.5 onzas 6 veces durante el dia. ;Cuanta leche toma en total?

Ejercicio 2.7.35. Encontrar el peso total de dos contenedores, si el contenedor A pesa 3.45 kg y
contenedor B pesa 7.86 kg.

Ejercicio 2.7.36. La temperatura normal del cuerpo es aproximadamente 36.2° C. ;Cudl es la
temperatura si estd 1.3° C arriba de lo normal?

Ejercicio 2.7.37. Encuentra el costo total de dos medicamentos si uno cuesta $36.75 y el otro cuesta
$15.25.
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Ejercicio 2.7.38. Un dispensador de gel antibacterial contiene 10.23 litros. ;Cuéantos frascos de
0.33 litros se pueden llenar con el gel?

Ejercicio 2.7.39. La dosis diaria de un medicamento es de 15 miligramos. Si un frasco contiene
3000 miligramos, jcuantos dias durara el frasco de medicamento?

Ejercicio 2.7.40. El costo de un cuarto de hospital es 6740.58 pesos por dia, jcudnto cuesta una
estancia de 5 dias en el hospital?

Ejercicio 2.7.41. Las cuentas de electricidad del consultorio del doctor Gémez son: 252.80, 321.42
y 281.70. ; Cual fue el costo total de electricidad de estos tres bimestres?
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3
Razones, proporciones y porcentajes

A mayor cantidad de personas enfermas se necesitan més recursos médicos, ya sean medicamentos,
hospitales o personal. En cambio, a mayor prevencién, disminuye la cantidad de personas enfermas.
Esto es un claro ejemplo de cémo el profesional de la salud debe relacionar cantidades utilizando
razones y proporciones. Este es el tema del presente capitulo cuya meta es resolver problemas
especialmente relacionados a dosis, tema que se tratara en el capitulo 4.

3.1. Razones

Definicién 3.1. Una razon es una comparacion de dos numeros a yb. Notacion: la comparacion de
. . ., a o ,
los dos numeros se puede escribir como fraccion 7 o escribiendo dos puntos entre ambos nimeros

a:b.

Ejemplo 3.1.1

a) R 04 :5 esla comparacién de 4 a 5.

9
b) 5© 9:2 es la comparacién de 9 a 2

c) Hay 19 empleados en la unidad de urgencias y 35 trabajan en la unidad de terapia intensiva de un
hospital.

I. La razdn que compara a los empleados en las dos unidades se puede expresar como:

19
— 0 19: 35.
35 ©

[. La razén de los emplados en la unidad de urgencias con respecto al total es:

19
o4
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[1l. La razén de la cantidad de empleados de la unidad de terapia intensiva con respecto a las dos
unidades es:

39 : 54

Las razones como fracciones se pueden simplificar a su minima expresion.

Ejemplo 3.1.2

Simplificar las siguientes razones a su minima expresion.

a) 80 mililitros a 40 mililitros:

80 2
—=-02:1
0 1°
b) $1500 pesos a $300 pesos:
1500 5
— = - 1
300 1°°
c) 14 centimetros a 8 centimetros:
14 7
—=-07:4
S 0
d) 18 onzas a 81 onzas:
18 2
—=—-02:9
81 9°

3.2. Aplicaciones

Ejemplo 3.2.1

Expresar la razén del latido normal del corazén: 70 latidos por minuto, a la razén durante ejercicio
vigoroso: 130 latidos por minuto.

70latifios :
min )
130latifi03 13 07:13
min
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Ejemplo 3.2.2

En la obra de Leonardo DaVinci encontramos que en el hombre de Vitruvio, el pintor establece una
serie de razones en el cuerpo humano.

_‘;.,_;,'_;T""‘_"“!'."..z--.:"_-::‘ 1i—:_\-:

Figura 3.1: El hombre de Vitruvio de Leonardo DaVinci

De acuerdo con las notas del propio Leonardo DaVinci, en el Hombre de Vitruvio se dan algunas razones
como las siguientes:

= Una palma equivale al ancho de cuatro dedos: 1 palma : 4 dedos.
= Un pie equivale al ancho de cuatro palmas: 1 pie: 4 palmas.
= Un antebrazo equivale al ancho de seis palmas: 1 antebrazo: 6 palmas.

m La altura de la cabeza hasta la barbilla es un octavo de la altura de un hombre. 1 : 8

Ejemplo 3.2.3

Si a 2 onzas de una solucién de acido bdrico se anaden 598 onzas de agua, jcuadl es la razén de las
onzas de acido bdrico a las onzas de la solucién?

SOLUCION: En este caso primero tenemos que calcular cudl es la solucién total, esto es 598 onzas—+
2 onzas = 600 onzas. Entonces la razén correspondiente es:

2 onzas B 2 B 1
600 onzas 600 300’

por lo tanto 1 : 300.
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3.3. Proporciones
Definicién 3.2. Una proporcion es una ecuacion o igualdad entre dos razones.

a
Notacién: —=—-oa:b=c:d

¢
b d

Ejemplo 3.3.1

Una proporcién se puede escribir con palabras de la siguiente manera:
5esal8loque N esa l6.
Usando notacién tenemos

5 N
— = — :8=N:1
g 1605 8 6

Para resolver proporciones usamos el mismo procedimiento para comprobar si dos fracciones son
equivalentes, esto es, hacemos el producto cruzado.

Ejemplo 3.3.2

a) Encuentra el valor de N, el cual cumple la proporcién

8 _2
N 3
Hacemos el producto cruzado y obtenemos
3-8=2-N
cuyo resultado es
24 = 2N.
Para terminar sélo dividimos entre 2
N = % =12

Por lo tanto N = 12.
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b) Resolver la proporcién

2:5=0C":20
se reescribe como.
2 C
5 20

Hacemos el producto cruzado obteniendo
2-20=5-C, después: 40 = 5C

y finalmente

por lo tanto, C' = 8.

3.4. Aplicaciones

Ejemplo 3.4.1

De acuerdo con el ejemplo 3.2.2 si la altura de un hombre son cuatro antebrazos, determina a cudntas
palmas equivale.

SOLUCION: Las razones involucradas son:
1 antebrazo es a 6 palmas y 4 antebrazos es a P palmas.
Escribimos la siguiente proporcidn

1:6=4:P

observamos que se deben respetar las unidades si tenemos “antebrazos : palmas” debe ser lo mismo
para la segunda razén. Resolvemos

por lo tanto 4 antebrazos corresponden a 24 palmas.
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Otras proporciones de interés para profesionales de la salud son las mezclas llamadas soluciones.
Definicién 3.3. Una solucion es el liquido en el cual la sustancia o sustancias son disueltas. La
sustancia es usualmente agua.

Definicién 3.4. El soluto es la sustancia que se disuelve en un liquido. El soluto es el medicamento.
La razén entre el soluto y la solucion es llamada la concentraciéon de la solucién.

cantidad de medicamento ., .,
= concentracion de la solucion

cantidad de solucién

Una solucién 1 : 5 significa que 1 parte del soluto (medicamento) es a 5 partes de solucién. Esta
es la minima expresion pues la razén 2 : 10 es equivalente.

Ejemplo 3.4.2

Hay medicamentos en muchas formas, una es en cristales. Hay 3 partes de 4cido bérico en 12 partes
de solucién.

a) Expresa la concentracién de la solucién.

b) iCuantas partes de 4cido bdrico se necesitan para tener la misma concentracién si tenemos 20 partes
de solucién?

SOLUCION: Resolvemos de la siguiente forma:

a) La concentracién de la solucién es

3
3:12=—
12
e 9 1
simplificando tenemos que la concentracién es 1
b) Utilizamos la proporcién
1:4=95:20
obtenemos
r S
420

entonces 20 = 45 y tenemos finalmente
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=1

51

por lo tanto se necesitan 5 partes de 4cido bdrico para tener la misma concentracién.

Definicién 3.5. Dos magnitudes X y Y son directamente proporcionales si se cumple que cuando

X aumenta también aumenta Y, y cuando X disminuye también lo hace Y. La razon k = < es
llamada la razon de proporcionalidad.
Cantidades directamente proporcionales en ciencias de la salud son, en nutricién y preparacién de

alimentos: si se tiene una receta, la cantidad de personas es directamente proporcional a cada uno
de los ingredientes, también dos ingredientes en una receta son directamente proporcionales.

Ejemplo 3.4.3

Para hacer un pastel de queso se requieren 750 gramos de queso crema y 200 gramos de azicar. Si
se quiere hacer un pastel mas grande con 1000 gramos de queso crema, determina cudnta azlcar se
necesita.

SOLUCION: Procedemos 750 : 200 lo que 1000 : A.
750 1000
200 A
haciendo el producto cruzado

A(750) = (200)(1000)

donde obtenemos

200)(1000)

( 2
A= = 2662.
750 3

Se requieren aproximadamente 266% gramos de azlcar.

Definicién 3.6. Dos magnitudes X y Y son inversamente proporcionales si se cumple que cuando
X aumenta Y disminuye o cuando X disminuye Y aumenta. En este caso la razon de proporcio-

nalidad se calcula con T = YX =k.

X

1
Observacién 3.1. X es llamado el reciproco de X

La ley de Boyle es un ejemplo de proporcionalidad inversa. La ley de Boyle es expresada con la
siguiente ecuacion

PV, = PRV,
donde
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P, =presioén inicial del gas

V) =volumen inicial del gas
= P, =presién actual del gas
= V5 =volumen actual del gas

De acuerdo con la ley de Boyle, cuando la presion aumenta, el volumen disminuye.

Ejemplo 3.4.4

300 mililitros de gas estan bajo una presion de 4 atmdsferas. j Cual sera el volumen del gas a 3 atmésfe-
ras?’

SOLUCION: Leyendo los datos obtenemos que
Pr=4V;=300y P, =3
y sustituimos en la férmula

(4)(300) = (3)V2

de donde

V= 7(4)(5’00) = 400.

Por lo tanto el volumen seria de 400 mililitros.

Ejemplo 3.4.5

Si 8 enfermeras hacen el trabajo de vacunacién en una poblacién en 9 dias, jen cuanto tiempo lo hacen
24 enfermeras?

SOLUCION: A mayor niimero de enfermeras el trabajo se hara en un menor tiempo, por estd razén
ambas cantidades son inversamente proporcionales. Escribimos la proporcién en términos del reciproco,
esto es:

8: - =24:

1 1
9 X’

esto es,

©| | oo
|- R
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haciendo las divisiones respectivas obtenemos

entonces

Por lo tanto 24 enfermeras harédn el trabajo en 3 dias.

3.5. Porcentajes

Definicién 3.7. Un porcentaje es
2:100 = — = 2 %.

una razon que compara una cantidad con un ciento. Notacion

100
Razén | Fraccion | Decimal | Porcentaje
L

1:100 100 0.01 1%
% 1

25 : 100 100 1 0.25 25%
6 _3 .

6: 100 100 — 50 0.06 6 70
01

10 : 100 100~ 10 0.10 10%

Observacién 3.2. El simbolo % se escribe siempre a la derecha de la cantidad. Se lee por ciento

y significa sobre 100.

Ejemplo 3.5.1

Escribir las siguientes razones, decimales y fracciones en términos de porcentajes:

. . _ 3
a) 3 :20. Empezamos escribiendo la fraccién correspondiente 20 y tenemos dos formas de encontrar

el porcentaje correspondiente, una es escribiendo una fraccién equivalente de tal forma que se tenga

100 como denominador:

3 3x5H 15

— =—=15%

20 20x5 100
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La otra forma es haciendo la division y obteniendo el decimal correspondiente; para obtener el
porcentaje correspondiente recorremos el punto decimal dos lugares a la derecha y ése es el porcentaje

correspondiente

3

— =0.15=15
20 %

b) 0.3 reescribiendo tenemos 0.30 = 30 %

36 36-2 18
_— = = — = 1
) 200 20022 — 100~ %

2
d) = =~ 0.2857 =~ 28.57%

7
275 =275%
1 es a 100

2
se reescribe como

1
2 _ 1

12 B

05 _ 59

100 200 200=2 100

3.5.1.

Convertir porcentajes a fracciones y decimales

El porcentaje significa una cantidad sobre 100. Para escribir la fracciéon equivalente escribimos el

porcentaje como numerador y 100 como denominador. Esto es x % = —.

Para escribir el decimal correspondiente, recorremos el punto decimal 2 lugares a la izquierda o

hacemos la divisién de la fraccion indicada.

Ejemplo 3.5.2

a) 35%

empezamos reescribiendo

35 35+5 7

3% =—=

100 100=5 20

Para reescribir como decimal simplemente recorremos el punto decimal 2 lugares a la izquierda, esto

es,

35 % = 0.35.
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3.6. APLICACIONES

b) 146 %

como fraccién es

146 46 23
1 1

100 100 50°

El decimal es
146 % = 1.46

c) 662 %.

Como fraccidn

2
6620 3 _ 200 _ 2
3 100 100 300 3

El decimal correspondiente no es exacto y sélo se puede aproximar, esto es

~ 0.6666.

[GCRIN )

3.6. Aplicaciones

La concentracion de una solucion es usualmente expresada en términos de porcentaje. El proceso
para escribir la concentracion en términos de porcentaje es el mismo que usamos para convertir
una razon en una fraccion.

Cuando tenemos las mismas unidades simplemente hacemos el cambio de razén o fraccion. En el
caso de solutos sélidos, la concentracién de la solucién es un porcentaje por peso (masa). Esto es el
porcentaje de la masa de solucion total con la que contribuyé el soluto. En este texto para facilitar
los céalculos se considera que 1 gramo= 1 mililitro.

masa del soluto

x 100.

volumen de la solucién

Una solucién con una concentracién al 4 % de dcido bérico (por peso) serd 4 partes de dcido bérico
y 100 partes de solucién.

Ejemplo 3.6.1

Escribir la concentracién en términos de porcentaje:
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3.6. APLICACIONES

a) 7 partes de cloruro de sodio y 50 partes de solucién. La razén correspondiente es

750,
escrita como fraccién es
°
20
y lo reescribimos como porcentaje
72 14
S0x2 100 M

La concentracién de cloruro de sodio es del 14 %.

b) 30 mililitros de alcohol etilico puro y 75 mililitros de solucién.

30
— =0.4=10.40 =40 %.
75 %

La concentracién del alcohol etilico es del 40 %.

c) 50 gramos de glucosa en 1 litro de solucién. Primero tenemos que hacer la conversién y considerar
50 gramos como 50 mililitros y 1 litro como 1000 mililitros. Esto es

20 D
:1 = ——— == — = .
50 : 1000 1000 — 100 5%

La concentracién de glucosa es del 5 %.
Otras aplicaciones de porcentajes son:
I. Calcular el porcentaje de una cantidad.

11. Calcular qué porcentaje representa una cantidad comparada con otra.

1. Calcular cual cantidad es el total, si conocemos una parte y el porcentaje que representa.

Ejemplo 3.6.2

Calcular el 80 % de 40.
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SOLUCION: Para calcular este porcentaje escribimos primero las razones correspondientes: el nime-
ro que buscamos es a 40 lo que 80 % es a 100 %, esto es

N :40 =80 : 100.

Reescribimos esta expresion como fracciones

N 80

40~ 100
resolviendo

40
_ x &80 _ 39
100

El 80 % de 40 es 32.

Observacién 3.3. Cuando calculamos un porcentaje, una forma sencilla de hacerlo es multipli-
cando por el decimal equivalente al porcentaje que se desea calcular. Por ejemplo 80 % = 0.8,
hacemos el producto 0.8(40) = 32.

Ejemplo 3.6.3

i Qué porcentaje de 300 es 1807

SOLUCION: Nuevamente escribimos las razones correspondientes
300 : 180 = 100 % : = %.

Reescribimos como fracciones

300 100%
180 2% '

hacemos el producto cruzado:
3002 = 180(100),

finalmente,

~180(100)

300 o

Por lo tanto 180 es el 60 % de 300.
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3.6. APLICACIONES

Observacién 3.4. Para calcular qué porcentaje es una cantidad de otra, una forma directa de
hacerlo es dividir el numero entre el total que se busca y traducir el decimal correspondiente al

180
porcentaje. Por ejemplo: 300 0.6 = 60 %.

Ejemplo 3.6.4

i75 es el 15 % de qué nimero?
SOLUCION: Escribimos la proporcién correspondiente

75: N =15%:100%.

Reescribimos como fracciones y obtenemos

715

N 100
100(75) = N(15),

entonces tenemos:

75(100)
15

N = = 500.

Por lo tanto 500 es el nimero cuyo 15 % es 75.

Ejemplo 3.6.5

Si aproximadamente el 36 % de 410 pacientes son hombres, ;cudntos pacientes son mujeres?
SOLUCION: Para resolver este problema podemos hacerlo de dos formas distintas:

a) Calculamos la cantidad de pacientes hombres y lo restamos al total de pacientes. El 36 % de 410 es
410(0.36) = 147.6 ~ 148.

Hacemos la resta 410 — 148 = 262.

b) El otro método es que si el 36 % son hombres, entonces el 64 % son mujeres, y calculamos directa-
mente el

64 % de 410,

esto es,
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410(0.64) = 262.4 ~ 262.

Por cualquiera de los dos métodos obtenemos el mismo resultado esto es que en total son aproximada-
mente 262 mujeres.

Calcular porcentajes nos permite precisar datos presentados en material impreso o en los medios.

Ejemplo 3.6.6

En el periédico La Jornada del 21 de mayo de 2009, tenemos el siguiente extracto del reportaje de
Angeles Cruz Martinez: Crecen casos de dengue 25 por ciento respecto de la misma fecha de 2008

“En lo que va del afio se han registrado 3 mil 456 casos de dengue, equivalente a un aumento de 25 por
ciento, 676 mas con respecto a la misma fecha de 2008, cuando se reportaron dos mil 783 enfermos.
Las entidades donde se concentra este incremento son Colima, Michoacan, Sinaloa y Nayarit.”

i Es correcta la informacidn sobre el porcentaje entre los datos de ambos afios como se indica?

SOLUCION: Podemos leer que se dan los datos de 2009 y del 2008 que son respectivamente 3456 y
2783 si hacemos la resta tenemos 673 y no 676. Ahora calculamos el porcentaje: esto es qué porcentaje
5783 = 0.2429 = 24.29%. En este caso se

trata casi del 24 %. En este parrafo hemos encontrado dos datos que no corresponden totalmente a la
verdad.

es 676 con respecto a 2783. Este porcentaje se calcula

Ejemplo 3.6.7

Si 7.2 gramos de una solucién de 20 gramos son alcohol, jqué porcentaje de la solucién es alcohol?

. 2
SOLUCION: Sabemos que el total es 20 y la parte es 7.2 entonces 72—0 = 0.36 = 36 %. El 36 % es

alcohol.

3.7. Ejercicios
Ejercicio 3.7.1. Expresar las siguientes razones y escribir en la fraccién més simple
a) lab

b) 2all

c) 2 gramos a 9 gramos

d) 3 centimetros a 27 centimetros

e) 25 litros a 5 litros

)
)
)
)
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Ejercicio 3.7.2. Si 35 onzas de un quimico son combinadas con 65 de agua, jcudl es la razén del
quimico a las onzas de la solucion?

FEjercicio 3.7.3. Escribe la razén de la tension de oxigeno (100 mm) a la sangre en venas (40 mm).

Ejercicio 3.7.4. Si 10 onzas de alcohol son anadidas a 80 onzas de agua, jcudl es la razén de alcohol
a la soluciéon?

Ejercicio 3.7.5. Si 3 gramos de aztcar son anadidos a 87 gramos de agua, jcudl es la razén de los
gramos de aztcar a los gramos de la solucién?

FEjercicio 3.7.6. En un maratén un corredor tiene un pulso de 68 latidos/min. Después de completar
el maratén, su corazén tiene un pulso de 110 latidos/min. Expresa la razén del corazén normal
comparado con el corazén después del maraton.

Ejercicio 3.7.7. Resolver las siguientes proporciones:

1 3
9375

4 T
b) - ==
)1 4
g 2_1

C 10

6 r
d) - = —
)5 10

e) P:100=3:10=3:10

fy2: R=5:15
) a:25=12:5
g) a:2b=75:
h) 8:4=10:n
R 7
D31
;30

J 4—y

k) 0.7:10 =z : 100

1) 10:d=15:6

FEjercicio 3.7.8. La glicerina es un liquido. Se tienen 8 mililitros de glicerina en 24 mililitros de
solucién. Expresa la concentracion de la solucion.

Ejercicio 3.7.9. La concentracion de cierta solucion es 1 : 5. Si son 15 mililitros del medicamento,
jcuantos mililitros de solucién son?
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Ejercicio 3.7.10. La concentracién de una solucién de Lysol es 1 : 20. Si son 1000 mililitros de
solucion, jcuantos mililitros de Lysol son?

Ejercicio 3.7.11. Una dosis de una solucién 2 : 50 es administrada a un paciente. Cada dosis es de
0.5 mililitros:

a) {Cuanto medicamento es necesario para administrar 5 dosis?

b) Usando proporcién encuentra la cantidad de medicamento.

Ejercicio 3.7.12. La concentracién de la solucién de sal y agua es 3 : 7. ;Cuéanta sal debe ser
anadida a 420 gramos de agua para preparar una solucién con esta concentracion?

Ejercicio 3.7.13. Una nutridloga requiere que cada paciente reciba 4 onzas de proteina. ;Cuanta
proteina se requiere para 47 pacientes?

Ejercicio 3.7.14. 18 gramos de acido clorhidrico neutralizan 20 gramos de lejia. ;Cuantos gramos
de lejia se neutralizan con 1080 gramos de acido clorhidrico?

Ejercicio 3.7.15. Usa la ley de Boyle para resolver. Si 340 mililitros de un gas estan bajo una
presion de 4 atmosferas, jcudl serd el volumen del gas a una presién de 5 atmosferas?

Ejercicio 3.7.16. Una casa de campo se renta a 6 enfermeras y cada una paga $36. Si dicha casa
es alquilada por 5 enfermeras, ;cuanto pagara cada una?

Ejercicio 3.7.17. Usa la notaciéon de porcentaje para expresar cada una de las siguientes cantidades:

a) 23 es a 100

b) 13:100

c) 40 es a 50

)
)
)
d) 200 es a 100
)
)
)

e) 135:100
f) 0.4 es a 100
g) 200 es a 200
1
h) =
) 4
i) 120 es a 1000
L2
i)z
2
K 2
25

91



3.7. EJERCICIOS

13
) =
)20

10
3
Il) @
50
200

o) 0.230

0.1

T

q) 0.032

)
)
)
r)
)
)
)

e}

55

(@)
(@)
Ne)

s) 0.
t) 3.

3.50

u) 1.25

Ejercicio 3.7.18. Expresa los siguientes porcentajes como fraccién y como decimal:

a) 20%

Ejercicio 3.7.19. Escribe las siguientes concentraciones en términos de porcentajes:

a) 9 gramos de cloruro de sodio y 50 mililitros de solucién.
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b) 5 tabletas que contienen 0.4 gramos de soluto se disuelven en 100 mililitros de solucidn.

Ejercicio 3.7.20. ;Cudl es la concentracion de una solucion cuando 7 gramos de cristales de acido

boérico se anaden a una solucién de 500 mililitros?

Ejercicio 3.7.21.
Ejercicio 3.7.22.
Ejercicio 3.7.23.
Ejercicio 3.7.24.
Ejercicio 3.7.25.
Ejercicio 3.7.26.
Ejercicio 3.7.27.
Ejercicio 3.7.28.
Ejercicio 3.7.29.
Ejercicio 3.7.30.
Ejercicio 3.7.31.
Ejercicio 3.7.32.

Encontrar el 12.2% de 208.

28 representa qué porcentaje de 50.
70 % de qué ntmero es 55.
Determinar el 0.7 % de 200.

Qué porcentaje de 3.50 es 2.1.

45 es 50 % de que numero.
Calcular el 250 % de 50.

Qué porcentaje de 7 es 35.

3.56 es 41.2 % de qué numero.
/Cudl ntimero corresponde al 8 % de 10007
Encontrar el 9% de 750.

100 es 0.02 % de qué ntimero.

Ejercicio 3.7.33. 95% de las 3000 enfermeras que trabajan en un hospital tienen base. ; Cudntas
enfermeras tienen la base?

Ejercicio 3.7.34. Si 9.9 gramos de una solucién de 45 gramos es alcohol, jqué porcentaje de la
solucién es alcohol?

Ejercicio 3.7.35. En un estudio de habilidades matematicas necesarias para ocupaciones en salud
se regresaron 139 cuestionarios. Estos cuestionarios representan 60 % de los cuestionarios que se
enviaron a distintas instituciones. ;Cuéntos cuestionarios se enviaron en total?

Ejercicio 3.7.36. Cierto mineral comprende el 0.9 % del peso de un adulto. Si una persona contiene
0.653 kg del mineral, jcuél es el peso del adulto?

FEjercicio 3.7.37. Las secreciones biliares constituyen aproximadamente el 8 % del total de secre-
ciones internas de un adulto. Si un adulto tiene 400 mililitros de secreciones biliares en un dia,
jcuanto es el total de sus secreciones?

Ejercicio 3.7.38. Un medicamento fue administrado a 160 pacientes, sélo 5% mostraron una reac-
cién negativa. ;Cudntos pacientes tuvieron una reaccién negativa?

Ejercicio 3.7.39. Un reporte oficial indica seis de 10 personas que tuvieron resfriado se recuperaron
en 2 dias. ;Qué porcentaje se recuper en 2 dias?

Ejercicio 3.7.40. Un hospital tiene 450 camas. Si el 20 % de las camas no estd ocupado, jcudntas
camas estan vacias?

Ejercicio 3.7.41. Un paciente tiene una cuenta hospitalaria de 6000 pesos, si 1500 fueron de medi-
camentos. ;Qué porcentaje de la cuenta hospitalaria corresponde al medicamento?

93



3.7. EJERCICIOS

Ejercicio 3.7.42. Una enfermera aplico a 21 estudiantes la vacuna de polio. Si estos estudiantes re-
presentan el 42 % del nimero total de estudiantes que deben recibir la vacuna, ;cudntos estudiantes
deben recibir la vacuna?

Ejercicio 3.7.43. Considera el siguiente parrafo de La Jornada del 17 de septiembre de 2011. Caries,
en 80 por ciento de los ninos y en casi toda la poblacion adulta: especialista Angeles Cruz Martinez.
“De acuerdo con un estudio de la SSA, de 165 mil personas que por primera vez acudieron al
dentista, 80 por ciento presentaba dano en algun grado. ”

. Cuantas personas presentan algiin dano por caries?
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4
Calculo de dosis

Calcular la dosis de un medicamento requiere de cuidado y habilidad por parte del profesional
de la salud. La Norma Oficial Mexicana de etiquetado de medicamentos es la NOM-072-SSA1-
1993. Cuando se trata de ninos es importante identificar no sélo la edad sino el peso y talla, no
necesariamente se debe dar la misma cantidad de medicamento a dos ninos de 4 anos. En este
capitulo se veran algunos ejemplos de como calcular dosis.

Cuadro 4.1: Abreviaturas utilizadas en los medicamentos

(O grado Celsius
chp cuanto baste para
cs cantidad suficiente
csp cantidad suficiente para
g gramos
G.1. simbolo para Medicamento Genérico Intercambiable
meg o (g microgramo
mEq miliequivalente
mg miligramo
ml o mL mililitro
mmol milimol
mQOsmol miliosmol
SC subcutanea
SSA Secretaria de Salud
U unidad
Ul unidad internacional

Cuadro 4.2: Vias de administracion
IA intraarticular

IL  intralesional
IM intramuscular
1A% intravenosa
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4.1. CALCULO DE DOSIS CUANDO EL MEDICAMENTO ES CAPSULA O TABLETA

4.1. Calculo de dosis cuando el medicamento es capsula o
tableta

Ejemplo 4.1.1

Una dosis de 100 mg es ordenada, y la tableta disponible es de 25 mg. ; Cudntas tabletas son necesarias
por dosis?

SOLUCION: Para resolver este problema escribimos las razones correspondientes; en este caso,
como es inversamente proporcional, a menor cantidad de miligramos necesitamos mas tabletas

1
100:1=25: -
x
entonces
100 25
T T
x

Hacemos las operaciones respectivas y obtenemos

100
T = —=.
25

La dosis debe ser de 4 tabletas de 25 mg.

Frecuentemente la cantidad de capsulas o tabletas necesarias para un periodo de tiempo debe
ser calculada. Ademds si se trata de antibidticos, la receta no se surte completa para todo el
tratamiento, sino por partes.

Ejemplo 4.1.2

El tratamiento de 100 mg cada 4 horas por 3 dias es ordenado, se tiene disponible tabletas de 50 mg.
i Cual es la cantidad total de tabletas necesarias para todo el tratamiento?

SOLUCION: Empezamos calculando la dosis correspondiente,
100:1=50:1

esto es

1
xzﬂz2
50
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Entonces son 2 tabletas por dosis.
Por otro lado, cada 4 horas debe ser tomado un total de 6 dosis por dia. Haciendo el calculo por dia
tenemos que son

2x6=12
tabletas por dia y por ultimo multiplicamos por 3 dias:
12 x 3 = 36.

La cantidad total de tabletas es 36 para todo el tratamiento.

Muchas veces el medicamento se ordena en cierta unidad pero se encuentra disponible en una
diferente. La conversién de unidades debe hacerse antes de determinar la cantidad de tabletas o
capsulas necesarias.

Ejemplo 4.1.3

Se recet6 una dosis de 0.6 gramos, sélo se dispone de tabletas de 300 mg. j Cudntas tabletas se necesitan
para una dosis?

SOLUCION: Lo primero que se debe hacer es convertir gramos a miligramos.
1g : 1000mg = 0.6g : x

1 0.6

1000 =
x = 0.6(1000) = 600
por lo tanto 0.6 g son 600 mg.
600:1=300: 1

haciendo las operaciones correspondientes tenemos

600
= — = 2
Y7300

Se deben tomar 2 tabletas de 300 mg.
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4.2. Calculo de dosis cuando se da el medicamento en for-
ma liquida

Cuando se preparan medicamentos en forma liquida, éstas se preparan en un frasco. En el frasco
se indica la concentracién del medicamento. Se debe hacer el calculo para determinar la dosis que
se debe administra al paciente.

Ejemplo 4.2.1

Se recetan 50 mg del medicamento, de un frasco de 10 centimetros clbicos (cc) con una concentracién
de 100 mg/cc. j Cudntos cc sacar del frasco?

SOLUCION: La proporcidn correspondiente es:

50mg  100mg
N  lee
Resolvemos haciendo el producto cruzado
50 = N(100)
50
N=—=0.5.
100

Por lo tanto, se requiere una dosis de 0.5 centimetro cuadrado del frasco.

Algunas veces el medicamento viene en dos frascos, uno contiene el medicamento en polvo mientras
que el otro contiene el liquido que se necesita para diluirlo.

Ejemplo 4.2.2

Se requiere administrar 200000 unidades de medicamento de un frasco que contiene 500000 unidades
combinado con 5 cc de liquido para diluirlo. jCuantos cc se deben administrar del frasco?

SOLUCION: Primero calculamos la concentracién de combinar el liquido con las unidades de medi-
camento, esto es

500000 unidades

Hee

= 100000 unidades /cc.

La proporcién correspondiente es

200000 unidades 100000 unidades
Nee N lce '

Hacemos el producto cruzado
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100000N = 200000,

concluimos que

200000
~ 100000

Entonces se deben administrar 2cc.

4.3. Preparacion de soluciones

La mayoria de las soluciones hechas con medicamento son preparadas y expresadas como el co-
ciente del peso del medicamento y el volumen de la solucién. Este cociente se representa como un
porcentaje. Asi, una solucién al 50 % significa que:

50  50g medicamento
100 100cc de solucién
La ecuacién anterior se lee “50 gramos de medicamento es disuelta en 100 cc de solucién”.

50 % =

Ejemplo 4.3.1

Escribe las siguientes soluciones como un cociente usando gramos y centimetros cubicos:

a) Solucién al 25 %. Se escribe como

25  25g medicamento

2% = — =
% 100 100cc de solucion

b) Solucién al 5%. Se representa como

50 — 5  5g medicamento
7700 100ce de solucién

Ejemplo 4.3.2

i Qué cantidad de medicamento se tiene en 250cc de una solucién al 10 %

SOLUCION: Dado que la solucién es al 10 % tenemos que el cociente correspondiente es

10g
100cc’
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Usando el cociente anterior podemos escribir la proporcién

N 10g
250cc  100ce

Resolvemos haciendo el producto cruzado
N100 = 250(10)

_ 250(10)

= 25.
100 >

Por lo tanto en dicha solucidn se tienen 25 gramos del medicamento.

También se puede calcular la concentracién si tenemos el volumen y la cantidad de medicamento.

Ejemplo 4.3.3

Una solucién de 200 cc contiene 40 g de medicamento. jCual es el porcentaje de concentracién de la
solucién?

N 40g
100cc — 200cc

SOLUCION: N % =
Resolvemos la proporcién
N(200) = 100(40),

~100(40)

N = = 20.
200 0

Por lo tanto la solucién esta al 20 %.

También podemos preguntarnos por el volumen de la solucién.

Ejemplo 4.3.4

i Cudntos centimetros cibicos de una solucién al 5% se pueden hacer con 10 gramos de medicamento?
SOLUCION: La proporcién correspondiente es

5¢ 10g
= —= 5N =100(1
100cec  Ncc g 00(10)
entonces
N = 100;10) = 200cc.
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4.4. DILUYENDO SOLUCIONES

4.4. Diluyendo soluciones

Cuando se tiene una solucién con una concentracion mayor, se puede hacer a partir de ésta una
solucién con menor concentracion.
La formula que se utiliza es la siguiente:

GV = GV,
C7 = concentracién de la solucién disponible
Vi = volumen de la solucién disponible
Cy = concentracién de la solucion que se busca
Vo = volumen de la soluciéon que se necesita

Ejemplo 4.4.1

Si 1000 cc de una solucién al 10 % es ordenada, jqué cantidad de solucién al 20 % es necesaria para
preparar la solucién que se necesita?

SOLUCION: C; =20%, Vi= 7, Co=10%y Vs = 1000cc
Sustituyendo en la férmula

C1Vi = GV
(20 %) Vi = (10 %)(1000cc)

despejando tenemos que

(10)(1000)
20

Entonces necesitamos 500 cc al 20 %. Para obtener la cantidad de solvente que se debe agregar sim-
plemente se hace la resta de los volimenes

Vi= = 500.

Vo — Vi = 1000cc — 500cc = 500cc.

Por lo tanto se necesitan 500 cc al 20 % y se deben agregar 500 cc para obtener 1000 cc al 10 %.

4.5. Razon de los medicamentos intravenosos

Las soluciones intravenosas (IV) deben ser monitoreadas para establecer la razén de flujo de la
solucion en el paciente.

Definicién 4.1. La razon de flujo es el numero de gotas por minuto que fluyen a través del catéter
en el paciente. Esta razon serd denotada por la letra R y se calcula con la siguiente formula:

( Cantidad de solucion )( factor de goteo )
tiempo (60 minutos / hora)

R:
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Definicién 4.2. El factor de goteo es el nimero de gotas necesarias para tener 1 centimetro cibico.

Dependiendo del equipo se produce un tamano diferente de gotas. Comtinmente son 60 gotas por
centimetro cubico.

La cantidad de solucién corresponde a los centimetros ciibicos que debe recibir el paciente. El
tiempo de administracién que se requiere para administrar el medicamento al paciente usualmente
se maneja en horas.

Ejemplo 4.5.1

Un bolsa con una solucién intravenosa de 1000 cc se coloca a un paciente y fluye durante 5 horas con
un factor de goteo de 20 gotas/cc. ; Cudl es la razén de flujo?

SOLUCION: Notamos por la férmula que se trata de un problema de conversién en lugar de un
problema de proporcion.

1000cc)(20gotas/cc)

_
f= (5hr)(60min/hr)

~ 66.6¢cc/min

4.6. Ejercicios

Ejercicio 4.6.1. Calcula el nimero de tabletas o capsulas necesarias por dosis:
a) Se ordenaron tabletas de 300 mg y hay disponibles tabletas de 50 mg.

b) Se ordenaron capsulas de 250 mg y hay disponibles capsulas de 125 myg.
c) Se ordenaron tabletas de 50 mg y hay disponibles tabletas de 100 mg.

Ejercicio 4.6.2. Para cada uno de los siguientes tratamientos calcular el nimero total de capsulas
o tabletas:

a) Una cépsula de 100 mg dos veces por dia es ordenada por 7 dias. Si sélo hay capsulas de 25
mg disponibles, ;jcuantas capsulas se necesitan en total para todo el tratamiento?

b) 150 mg cada 3 horas por 5 dias. Si hay disponibles tabletas de 50 mg, ;cudntas tabletas se
necesitan en total?

Ejercicio 4.6.3. Calcula la cantidad de capsulas o tabletas necesarias por dosis:
a) Se ordené una dosis de 0.5 ¢g y hay disponibles cdpsulas de 125 mg.
b) Se receté una dosis de 500 mg y hay disponibles tabletas de 0.25 g.

Ejercicio 4.6.4. Calcula la cantidad total de tabletas necesarias por dia

a) Se recet6 0.4 g cada 2 horas, pero s6lo hay tabletas de 200 mg.
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b) Se ordend una dosis de 75 mg cada 6 horas; sélo hay disponibles tabletas de 150 mg.

c) La receta establece que la dosis debe ser 10 mg cada 4 horas, jcuantas tabletas se necesitan si
s6lo hay de 5 mg?

Ejercicio 4.6.5. 35 mg de un medicamento son recetados. Se dispone de un frasco de 2 cc cuya
concentracion es 50mg/cc. Determina la cantidad de cc requerida.

Ejercicio 4.6.6. 20 mg de un medicamento son recetados. Se dispone de un frasco de 10 cc cuya
concentracion es 50mg/cc. Determina la cantidad de cc requerida.

Ejercicio 4.6.7. 60 mg de un medicamento son recetados. Se dispone de un frasco de 5 cc cuya
concentracion es 40mg/cc. Determina la cantidad de cc requerida.

Ejercicio 4.6.8. 300000 unidades se requiere administrar de un frasco que contiene 1000000 unida-
des reconstituido con 5ce de liquido para diluir. ;Cuantos cc deben ser administrados del frasco?

Ejercicio 4.6.9. 50000 unidades son ordenadas. Un frasco que contiene 1000000 unidades es re-
constituida con 10 cc de liquido para diluir. ; Cudntos cc deben ser administrados del frasco con el
medicamento reconstituido?

Ejercicio 4.6.10. ;Cuénto medicamento hay en 20 cc de una solucién al 8 %7
Ejercicio 4.6.11. ;Cuanto medicamento hay en 50 cc de una solucién al 1 %?

Ejercicio 4.6.12. Una solucion de 75 cc contiene 30 gramos de medicamento. ;Cudl es el porcentaje
de concentracién de la solucién?

FEjercicio 4.6.13. Una solucién de 300 cc contiene 3 ¢ de medicamento. ;Cuédl es el porcentaje de
la concentracion?

Ejercicio 4.6.14. ;Cuéntos cc de una solucién al 2 % pueden hacerse con 6 g de medicamento?
Ejercicio 4.6.15. ;Cuéntos cc de una solucién al 10 % pueden hacerse con 5 g de medicamento?

Ejercicio 4.6.16. Si 500 cc de una solucién al 5 % son solicitados, {qué cantidad de solucién al 25 %
es necesaria y qué cantidad de liquido es necesario para preparar la solucién al 5 %?

Ejercicio 4.6.17. 400 cc de una solucién al 3 % son ordenados. Hay disponible una soluciéon al 15 %.
. Qué cantidad de solucién al 15 % se necesita y qué cantidad de liquido se debe agregar?
Ejercicio 4.6.18. 200 cc de una solucion al 15% son solicitados. En bodega sélo hay disponible
una solucién al 30 %. ;Qué cantidad solucién al 30 % es necesaria y qué cantidad de solvente es
necesario agregar?

Ejercicio 4.6.19. Se necesitan 1000 cc de una solucién al 2 %. Se tiene disponible solucién al 40 %.
., Qué cantidad de solucién y qué cantiadad de solvente se necesitan agregar para preparar la
solucién al 2 %?

Ejercicio 4.6.20. Una bolsa con una solucién intravenosa de 1000 cc se coloca y fluye durante 15
horas con un factor de goteo de 30gotas/cc. Determina la razén de flujo correspondiente.
Ejercicio 4.6.21. Calcular la razén de flujo de una solucién intravenosa contenida en una bolsa de
2000 cc con un factor de goteo de 20 que se coloca durante 15 horas.

Ejercicio 4.6.22. Una bolsa que contiene 500 cc de solucién se coloca en un paciente y fluye a un
factor de goteo de 15 por 3 horas. Determina la razén de flujo correspondiente.
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Ecuaciones de primer grado

Las razones vistas en el Capitulo 3 son también ecuaciones de primer grado con una incognita.
Ya conocemos un método para resolverlas. En este capitulo se verd la metodologia para resolver
cualquier tipo de ecuacion de primer grado de una incognita, suponiendo que tiene solucién con
el objetivo de resolver problemas de aplicacién en Ciencias de la Salud.

5.1. Definicion

Una ecuacion de primer grado es una igualdad que contiene una incognita. Usualmente se le asigna
la letra o una letra mintuscula. El exponente méas grande con el que aparece la incognita es el
uno. La igualdad consta de dos miembros llamados: primer miembro y segundo miembro.

Ejemplo 5.1.1

24+4x=7—-2x

es una ecuacién de primer grado donde la incégnita es x, los miembros son: primer miembro 2 + 4z y
segundo miembro 7 — 2.

Definicién 5.1. La solucion de una ecuacion es el valor que al ser sustituido en lugar de la variable
cumple con la igualdad.

Para la ecuacién del ejemplo 5.1.1 el 1 no es solucion pues

6=2+4(1)#£7—2(1)=5

pues 6 no es igual a 5.

es solucién de acuerdo con
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3212420, (5\ _. (5 _42-10 32
6 6 6 6 6 6

pues obtenemos el mismo resultado en ambos lados.
Las ecuaciones de primer grado tienen: o una solucién, o ninguna o una infinidad.

5.1.1. Ecuaciones equivalentes

Definicién 5.2. Dos ecuaciones son equivalentes si sus soluciones son las mismas.

Ejemplo 5.1.2

244 =T—-2xy2?+6x="7
son equivalentes pues
ly =7
son soluciones de la primer ecuacién
2?4 =72

pues

5=(1)24+4(1)=7-2(1) =5

21 = (=72 +4(=7)=7-2(-7) = 21.
Por otro lado también se cumple para la segunda ecuacién
24+ 6x =7
pues

T=(1)4+6(1)="7

T=(=T)2+6(-7)="T.

En la siguiente seccién veremos un método para encontrar la solucién de una ecuacién si aplicamos
las propiedades de la igualdad que se resumen en lo siguiente:

“TODO LO QUE LE HAGAS A UN MIEMBRO DE LA IGUALDAD SE LO HACES AL OTRO”.
Este método conocido como despeje no se puede aplicar a todos los tipos de ecuaciones. Como
veremos, una ecuacion de segundo grado no siempre se puede despejar.
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5.2. Propiedades de la igualdad

5.2.1. Propiedad de la suma de la igualdad

La ecuacién a = b es equivalente a a + ¢ = b + ¢ para cualquier nimero c.

Ejemplo 5.2.1

r—3=9
si se suma 3 a ambos miembros tenemos

r—34+3=94+3
a su vez haciendo las operaciones se tiene que

r = 12.

5.2.2. Propiedad de la resta de la igualdad

La ecuacién a = b es equivalente a a — ¢ = b — ¢ para cualquier ntimero c.

Ejemplo 5.2.2

1
=7
x+2
. 1
SI se resta —

a ambos miembros se tiene que

cuando hacemos las operaciones obtenemos

5.2.3. Propiedad de la multiplicacién de la igualdad

La ecuacion a = b es equivalente a a(c) = b(c) para cualquier nimero c.
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Ejemplo 5.2.3

T _5

3 .

si multiplicamos 3

a ambos miembros tenemos

haciendo las operaciones obtenemos que x = 15.

5.2.4. Propiedad de la division de la igualdad

., . a . ,
La ecuacién a = b es equivalente a — = — para cualquier nimero ¢ # 0
c c

Ejemplo 5.2.4

—6x =12
dividimos entre —6 ambos miembros asi
—6x B 12
-6 —6
obtenemos
xr = —2.

La traduccién coloquial de estas propiedades es:

Observaciéon 5.1. Lo que debemos entender: no les salen patitas y se pasan del otro lado, simple-
mente estamos aplicando las propiedades de la igualdad.

5.3. Estrategia para resolver ecuaciones de primer grado

1. Leer la ecuacion e identificar los miembros.
2. Si hay operaciones por hacer, efectuarlas primero.

3. Si aparece la incégnita en ambos miembros, lo que debemos hacer es aplicar las propiedades de
la igualdad hasta que todos los términos con incégnita queden en el mismo miembro y los que
no en el otro.
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Cuadro 5.1: Propiedades de la igualdad

Propiedad Traduccion
Si estd sumando al miembro lo pasamos del otro lado de la
Suma igualdad restando al otro miembro.
Si estd restando al miembro lo pasamos del otro lado de la
Resta igualdad sumando al otro miembro.
_ ... | Siestd multiplicando al miembro lo pasamos del otro lado de la
Multiplicacion igualdad dividiendo al otro miembro.
L Si esta dividiendo al miembro lo pasamos del otro lado de la
Division igualdad multiplicando al otro miembro.

4. Hacer las operaciones.

5. Aplicar las propiedades de la igualdad hasta que en alguno de los miembros quede sola la
incégnita.

Notemos que cada vez que hacemos algo debemos escribir la ecuacién equivalente que queda, de
preferencia, en un nuevo renglén.

Ejemplo 5.3.1

2r4+4—x+2=0
Notamos que podemos reducir términos semejantes

r+6=0
como el 6 esta sumando pasa al otro miembro restando
r=0—-6

finalmente

Ejemplo 5.3.2
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4y —3 =3y +8

Notamos que no podemos simplificar, pero hacemos las operaciones necesarias para dejar las incégnitas

de un lado y los nimeros del otro. Como 3 esta restando en un miembro pasa al otro miembro sumando
4y =3y +8+3

Como 3y esta sumando pasa al otro miembro restando 4y — 3y = 8 + 3 Simplificamos y = 11 y
encontramos la solucién.

Ejemplo 5.3.3

Ta+1)—1—a=6(a+1)
Hacemos las operaciones

Ta+7—1—a=6a+6
Simplificamos
6a + 6 = 6a + 6
Movemos lo que necesitamos
6a — 6a =6 — 6
Simplificamos
0=0

i Qué significa? Pues que tiene una infinidad de soluciones. No importa el valor que se sustituya siempre
sera solucién.

Ejemplo 5.3.4

T T
— 4+ — =22
6 16 - o
Hacemos primero las operaciones indicadas
16
x + 6z _ 99
96

Como 96 esta dividiendo a todo el miembro pasa al otro miembro multiplicando
16z + 62 = 22(96)
22x = 2112

como 22 esta multiplicando pasa al otro miembro dividiendo.

oz
TSy T

esto es la solucién es z = 96.

110



5.4. RESOLUCION DE PROBLEMAS

5.4. Resolucién de problemas

Para resolver problemas se debe leer cuidadosamente cada uno de los enunciados involucrados.
Una parte importante de los enunciados es el verbo. Por definiciéon el verbo es la accién del sujeto.
En este caso cuando resolvemos un problema localizar el verbo nos puede indicar cudl es el lugar
del signo igual (=) de la ecuacién.

5.4.1. Estrategia para resolver problemas

I. No espantarse
11. Leer el problema y entender qué se pregunta.

1. Asignamos una letra a lo que se pregunta, si son dos incégnitas, dos letras, etcétera. Escribimos
qué es cada letra como si fuera un diccionario.

1v. Traducimos cada idea, esto es hasta el primer punto, coma o y.
V. Resolvemos

VI. Escribimos la respuesta como un enunciado sin olvidar poner las unidades correspondientes.

Ejemplo 5.4.1

iQué nlimero aumentado en 17 da 477

SOLUCION: Nos esta preguntando un niimero, entonces escribimos z: niimero. Después leemos el
tinico enunciado localizamos el verbo que en este caso es "da" notaremos que la mayoria de las veces
donde esta el verbo corresponde al igual. Asi leemos antes del verbo "da" dice el nimero aumentado
en 17 lo cual en lenguaje algebraico queda x + 17 y después sélo tenemos 47 , por lo tanto nos queda
la ecuacién x + 17 = 47.

Lenguaje comun . Qué numero aumentado en 17 | dq | 477

Lenguaje algebraico x4+ 17 — | 47

Resolvemos la ecuacidn:
z+ 17 =47
T =47—-17=30

Por lo tanto la solucidon es el nimero 30.
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Ejemplo 5.4.2

Entre Luis y Antonio retinen 840 pesos. Sabiendo que Antonio tiene 125 pesos mas que Luis, calcular
los pesos que tiene cada uno.

SOLUCION: Notamos que lo que preguntan es cudnto dinero tiene cada uno, entonces son dos
incégnitas y escribimos:

a: dinero de Antonio

b:  dinero de Luis
Trabajamos con el primer enunciado

Lenguaje comun Entre Luis y Antonio | retinen | 840 pesos

Lenguaje algebraico a+b = 840

Trabajamos con el segundo enunciado.

Lenguaje comun Sabiendo que Antonio | tiene | 125 pesos mas que Luis,

Lenguaje algebraico a = b+125

Tenemos dos ecuaciones:

a+b=840ya=>b+125

como alin no se han visto sistemas de ecuaciones, sustituimos la segunda en el primera para obtener
una ecuacion de primer grado que es:

b+ 1254+ b =840
Resolviendo

b+ 125+ b =840

2b+ 125 = 840
2b =840 —125="T715
1
b= % = 357.5

Como ya tenemos el valor de b podemos sustituirlo en la segunda ecuacién y obtenemos
a = 357.5+ 125 = 482.5

Entonces la solucién es que Luis tiene 357.5 pesos y Antonio 482.5.
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5.5. Ejercicios

Ejercicio 5.5.1. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) t+5=38
b) t—3=7
c) 2b=—6

m) - —b12+14=1

b
3

b
n) 52 b6="5

Ejercicio 5.5.2. La diferencia entre un ntimero y 5 es 8. Calcula ese ntimero.

Ejercicio 5.5.3. Repartir 300 pesos entre tres amigos de modo que cada uno reciba 5 pesos mas

que el anterior.

Ejercicio 5.5.4. Repartir 300 cajas de medicamentos entre tres centros de salud de modo que el
segundo reciba 16 cajas mas que el primero y el tercero 28 cajas mas que el segundo.

7
Ejercicio 5.5.5. Los 3 del valor de un baumanémetro mas 45 pesos suman 675 pesos. ;Cuanto

vale el baumanémetro 7

Ejercicio 5.5.6. Un pinar y un estetoscopio cuestan en total 4000 pesos. Si el estetoscopio vale el

cuadruple que el pinar, jcudnto cuesta cada uno?
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1 1 1
Ejercicio 5.5.7. Un médico gasta — de su sueldo en comida; — de su sueldo en vivienda y 6 de su

sueldo en vestido. Si todavia le sobran 20 000 pesos, jcudnto gana de sueldo?

Ejercicio 5.5.8. Halla un nimero cuya mitad, tercera y cuarta parte sumen 39.

Ejercicio 5.5.9. Calcula dos ntimeros impares consecutivos que sumen 24.

Ejercicio 5.5.10. Un nutridlogo y su mujer ganan entre los dos 10000 pesos diarios. Sabiendo que

la mujer gana 3 de lo que gana el marido, calcula lo que gana cada uno.

Ejercicio 5.5.11. En una granja hay conejos y gallinas, contandose en total 39 cabezas y 126 patas.
. Cuantos animales hay de cada clase?

Ejercicio 5.5.12. La madre de Luis tiene triple edad que él y dentro de 14 anos sélo tendra el doble
de la que entonces tenga Luis. Calcula la edad actual de cada uno.

Ejercicio 5.5.13. El perimetro de un triangulo isésceles es 15 cm y el lado desigual es la mitad de
uno de los lados iguales. Calcula la longitud de cada uno de los lados.

Ejercicio 5.5.14. Durante una Feria de la Salud se entregaron 1000 separadores de libros de dos
clases. Los de figura normal costaban $2 pesos y los otros con la forma de capsula $2.50 cada uno.
Si se gastaron en total $2200 pesos en estos separadores, jcudntos separadores se obsequiaron de
cada clase?
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Desigualdades de primer grado

Algunos datos en ciencias de la salud no corresponden exclusivamente a un numero unico. En
ciertas situaciones es necesario manejar un conjunto de datos que no se pueden listar pues son
nimeros reales; por ejemplo, el rango de temperatura corporal normal no es exclusivamente 360
C . En este capitulo se vera la resolucién de desigualdades de distintos tipos.

6.1. Propiedades de las desigualdades

Una de las propiedades fundamentales del conjunto de los niimeros reales es que sus elementos se
pueden ordenar.

La propiedad de tricotomia establece que para cualquier par de ntimeros reales a y b se cumple
una y sélo una de las siguientes proposiciones:

I. Que a sea mayor que b; denotado por a > b.
1. Que a sea menor que b; denotado por a < b.
1. Que sean iguales; denotado por a = b.

Definicién 6.1. Si la diferencia a — b es un nimero positivo, entonces decimos que a es mayor
que b.

Notacién a > b.

Ejemplo 6.1.1

a) 7>4,yaque7—4=3 es positivo.

)
b) 2> —3,yaque2—(—3)=2+3=>5y 5 es positivo.
c) -1 > —5,yaque -1 — (=5) = —-1+5=4,

)

d) 0> -2, yaque0—(-2)=0+2=2,
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Definicién 6.2. Si la diferencia a — b es un nimero negativo, entonces decimos que a es menor
que b. Notacion a < b

Ejemplo 6.1.2

a) 4<9,yaqued —9=—5.

b) —6 < —2, yaque =6 — (—2) = —6+2 = —4.
c) =5 <5, yaque =5 —(5) =—-5—-5=—10.
d) —6 <0, ya que —6 — (0) = —6.

Definicion 6.3. Sia — b =0, entonces a = b.

Definicién 6.4. Un enunciado que senala que una expresion es mayor que, mayor que o igual a,
menor que, 0 menor que o igual a otra expresion es una desigualdad.

Observacién 6.1. Todo niumero negativo es menor que cero.

Frecuentemente en la resolucién de problemas es conveniente combinar una desigualdad con una
igualdad utilizando los siguientes simbolos: =, > o <.

Asi x > y significa: x es mayor o igual que y.

x < y significa: x es menor o igual que .

Definicién 6.5. La direccion del simbolo de desigualdad se denomina sentido de la desigualdad.

Ejemplo 6.1.3

Las expresiones x > 2 y x > 7 son desigualdades que tienen el mismo sentido, mientras que x > a y
b < ¢ son desigualdades con sentidos contrarios.

Los simbolos de desigualdades < y > tienen también una interpretacion geométrica en la recta
real o recta numérica. Si a < b, significa que a esta a la izquierda de b; si ¢ > d significa que sobre
la recta de los niimeros reales ¢ esta a la derecha de d, como se muestra en la siguiente figura:
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6.2. Intervalos

Si consideramos un conjunto continuo sobre la recta numérica, es decir, un conjunto que incluya
todos los puntos que corresponden a los nuimeros racionales e irracionales, comprendido entre
dos nimeros (y posiblemente los incluya a ellos también), entonces nos referiremos a este conjunto
como un intervalo de la recta numérica; éste sera representado por una linea continua. Se muestran
estos conceptos en la tabla 6.1:

Ejemplo 6.2.1

Intervalo | Desigualdad Grafica

(—00,2] r <2

(2,9] 2<gp<9 |TH——

Ejemplo 6.2.2

De acuerdo con la Norma Oficial Mexicana NOM-003-SSA1-2012 “Para la disposicién de sangre humana
y sus componentes con fines terapéuticos”, los donadores de sangre deben ser mayores o iguales a 18
ahos y menores o iguales a 65 afhos. Esto queda representado con la siguiente desigualdad:

x : edad del donador de sangre

18 <z <65

6.3. Operaciones con intervalos

Los intervalos son conjuntos de cuyos elementos no se puede hacer una lista. Para manejarlos vamos
a utilizar desigualdades y graficas. Las operaciones de union, interseccion, diferencia y complemento
son las mismas que se vieron en la seccion 1.4.

Ejemplo 6.3.1

SeanU =R, A= (1,7, B=[-1,1], C =[-5,-2) y D = (1,7).

a) AUB Para encontrar la solucién hacemos las gréficas correspondientes:
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Cuadro 6.1: Intervalos

Notaciéon | Notacién | Grafica Conjunto solucién

del de de-

intervalo | sigualdad

-—e
-—

(—o0, d r<a a C.S. ={zreR:x<a} Selee: “El
conjunto solucion es igual al
conjunto de ntimeros reales, tales
que x es menor o igual a a”.

O
-—

(—o0,a) r<a a C.S.={reR:x<a} Selee: “El
conjunto solucién es igual al
conjunto de nimeros reales, tales
que x es menor que a”.

*—>
-—t

la, 00) r>a a C.S. ={zxeR:x>a} Selee: “El
conjunto solucién es igual al
conjunto de nimeros reales, tales
que z es mayor o igual a a”.

o—>
-—t

(a,00) r>a a C.S.={reR:x>a} Selee: “El
conjunto solucion es igual al
conjunto de nimeros reales, tales
que z es mayor que a’.

o——0
-t

(a,b) a<x<b a b CS. ={reR:a<z<b} Selee:

Intervalo “El conjunto solucién es igual al

abierto conjunto de nimeros reales, tales
quer >ayxr<b’.

*————o0
-t

la,b) a<x<b a b C.S ={reR:a<xz<b} Selee:

Intervalo “El conjunto solucién es igual al

semiabier- conjunto de ntimeros reales, tales

to quezr>ayx<b’.
o—e
-ttt

(a,b] a<zr<b a b C.S.={xeR:a<z<b} Se lee:

Intervalo “El conjunto solucién es igual al

semiabier- conjunto de ntimeros reales, tales

to quezr >ayx<b.
*r—e
-t

a, b] a<z<b a b C.S. ={zeR:a<x<b} Se lee:

Intervalo “El conjunto solucién es igual al

cerrado conjunto de numeros reales, tales

quezr>ayx<b.




6.3. OPERACIONES CON INTERVALOS

Leemos de izquierda a derecha todos los intervalos pues se trata de la unidn, es decir, tenemos todos
los reales entre —1 y 7. Lo cual nos da como conjunto solucién el intervalo

AUB=[-1,T7].

b) AN C Las graficas correspondientes son:

-1 @
o

Leemos nuevamente de izquierda a derecha buscando puntos en comin. Como estos dos intervalos
no tienen interseccion el resultado es el conjunto vacio. Por lo tanto

ANC =1

—_—1 0
-J—+ ©

En el caso de la resta, primero ubicamos el intervalo al que le vamos a restar el otro intervalo. Como
se puede ver estos dos intervalos son casi iguales, la diferencia es que 7 no es elemento de D. Por
lo tanto, se quitan todos los elementos de A excepto el 7, y el resultado es

A—C =11
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d) ce

Como sabemos el complemento son todos los elementos que no pertenecen al intervalo. Por lo tanto
leyendo de izquierda a derecha empezamos con el menos infinito, como —5 si estd en C', entonces
no esta en su complemento y por lo tanto el intervalo sera abierto. Como en —2 es abierto el
complemento serd cerrado. Por lo tanto la solucién es

0¢ = (—00, —5) U[~2, 00).

6.4. Propiedades de las desigualdades

Para trabajar con desigualdades es importante conocer sus propiedades, que se enumeran a conti-
nuacion:

I. El sentido de una desigualdad no cambia si se suma o se resta un mismo nimero real a sus
dos miembros; por ejemplo, si a, b y ¢ son tres niimeros reales, donde a > b, entonces:

a) Sia > b esto implica que a +¢>b+c¢
b) Si a > b entonces a —c>b—c¢

11. El sentido de una desigualdad no se altera si se multiplica o divide a ambos miembros por un
mismo numero real positivo: Si a, b y ¢ son tres nimeros reales donde a > by ¢ > 0, entonces:

a) Sia > b entonces ac > bc

a b
b) Sia > b entonces — > -
c ¢

1. Si se multiplica o divide a ambos miembros de una desigualdad por un mismo nimero real
negativo, el sentido de la desigualdad se invierte; por ejemplo, si a, b y ¢ son tres nimeros
reales donde a < by ¢ es un nimero negativo (¢ < 0), entonces:

a) Si a > b entonces ac < be

b
b) Si a > b entonces ¢ 2
c ¢

1v. Propiedad transitiva de la desigualdad: Sia > by b > ¢, entonces a > ¢; a < by b < c
entonces a < c.
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6.5. SOLUCION DE DESIGUALDADES

6.5. Solucién de desigualdades

Definicién 6.6. Si se tiene una desigualdad con una variable, entonces decimos que todo valor de
ésta, que hace que la desigualdad se cumpla, es una solucion de dicha desigualdad y el conjunto
que contiene todas sus soluciones es su conjunto solucion.

Observacién 6.2. Resolver una desigualdad significa encontrar su conjunto solucion.

Definicién 6.7. Si dos o mds desigualdades tienen el mismo conjunto solucion decimos que son
equivalentes.

6.5.1. Desigualdades lineales con una variable

Definicién 6.8. Si en una desigualdad aparece una sola variable con exponente uno, decimos que
dicha desigualdad es lineal.

Para resolver una desigualdad lineal la escribimos como una sucesion de desigualdades equivalentes
cada vez mas simples, es decir, en forma parecida a la solucion de una ecuacion lineal; o sea,
[P}

el objetivo es despejar la “x” y obtener la desigualdad equivalente, mas simple que la original,
aplicando las propiedades adecuadas.

Ejemplo 6.5.1

Encontrar el conjunto solucién de la desigualdad 52—4 > 11. Empezamos a trabajar con la desigualdad
aplicando exclusivamente las propiedades de la seccién: 6.4.

Sr > 11+4

or > 15

>15
l’ RN
3

r>5H

Por lo tanto el intervalo que es el conjunto solucién: (5, c0).

Ejemplo 6.5.2

Encontrar el conjunto solucién de la desigualdad 6 — 22 < 4
Con el fin de que el término que contiene la variable = tenga signo positivo, multiplicamos ambos
miembros de la desigualdad por -1, y obviamente cambiaremos el sentido de la desigualdad.

(6 — 22)(=1) > 4(—1)
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6.6. DESIGUALDADES COMPUESTAS

—64+2x > —4
20> —4+6
2z > 2
>2
l’ —

2
r>1

Por lo tanto el conjunto solucién es: (1, 00).

6.6. Desigualdades compuestas

“© ({2

Definicién 6.9. La union de dos desigualdades con las palabras “y” u “0”, se denomina desigual-
dad compuesta.

Ejemplo 6.6.1

a) x+5>3yr—-5<T.
b) t+7>30x+7< -3
Observacién 6.3.

= Fl conjunto solucion de una desigualdad compuesta que contenga la palabra “y” estd formado
por la interseccion de los conjuntos solucion de ambas.

» Fl conjunto solucion de una desigualdad compuesta que contenga la palabra “o” estd formado
por la union de los conjuntos solucion de ambas.

Ejemplo 6.6.2

Encontrar el conjunto solucién para la desigualdad compuesta: z +5 > 3y x — 5 < 7. Resolviendo la
primera obtenemos:

r>3-—5
x> —2
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6.6. DESIGUALDADES COMPUESTAS

el intervalo que obtenemos es

(—2,00).
Resolviendo la segunda
r<T+5H
r <12
el intervalo que obtenemos es
(—00,12).

C.5. = (—00,12) N (=2, 00) = (=2,12).

Ejemplo 6.6.3

Encontrar el intervalo que corresponde a la solucién de la desigualdad compuesta x+7 > 30 2+7 < —3.
Resolviendo la primer desigualdad tenemos que
x > —4, asi obtenemos el intervalo

(—4,00)
cuando resolvemos la segunda tenemos
r < —10
asi que el intervalo queda
(—o0, —10).

Asi el c.s. = (—o0, —10) U (—4, 00).
Esta unién no se puede simplificar para que quede un sélo intervalo por esta razén la dejamos indicada.

Ejemplo 6.6.4

Determina el conjunto solucién de la siguiente desigualdad compuesta:

20 —9 > —Ty2r—9<T.

Podemos resolverla como en el ejemplo 6.6.2, determinando el conjunto solucién de cada desigualdad
y después haciendo la interseccién, o notemos lo siguiente: podemos reescribir la primera como —7 <
2z — 9 y asi reescribir las dos como
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—7<2r—-9<7.

Ahora, para resolver la anterior, notemos que cambia a tres miembros, asi que todo lo que le hagamos
a uno se lo hacemos a los tres.
Asi, sumamos 9 a cada uno:

—74+9<2x—-94+9<7+9

obteniendo

2 < 2x < 16;
después dividimos entre 2

2 2 16

2 2 2
obteniendo

1<z <8

Asi c.s. = (1,8).

6.7. Aplicaciones con desigualdades

Ahora debemos anadir a nuestro vocabulario palabras relacionadas con >,< como serian: mayor
que, menor que, inferior a, minimo, méaximo, superior a, sin olvidar menos y mas.

Ejemplo 6.7.1

Traduce al lenguaje algebraico las siguientes afirmaciones, especificando claramente el significado de la
incégnita:

a) Pedro tiene menos de 15 afios.

b) La glucosa debe ser mayor o igual a 70mg/dL pero menor a 105.
SOLUCION: a) z :edad de Pedro

r <15
b) g :Glucosa
70 < g <105
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Ejemplo 6.7.2

Juan gana més de 3 salarios minimos. j Cuanto gana si el salario minimo es de 54.807

SOLUCION: z : salario de Juan
Entonces obtenemos la desigualdad:
x > (54.80)(3) = 164.40.

Entonces Juan gana mds de 164.40 pesos diarios.

6.8. Ejercicios

Ejercicio 6.8.1. Escribe la grafica, la desigualdad, y el conjunto solucién correspondientes al inter-
valo (—o0, 3].

Ejercicio 6.8.2. Escribe el intervalo, la grafica y el conjunto solucién correspondientes a la desigual-
dad =3 <z < 4.

Ejercicio 6.8.3. Escribe el intervalo, la desigualdad y el conjunto solucion correspondientes a

o—o
-t
1 5
2 3

Ejercicio 6.8.4. Escribe el intervalo, la desigualdad y la grafica correspondientes al conjunto solu-
cibn c.s. ={r €eR:2z> -2}

Fjercicio 6.8.5. Considera los siguientes intervalos A = (—1,9), B = [-5,5], C = (0.5,3], D =
[—10,—5), E = (7,9]. Haz las operaciones que se indican:
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k) C—D

) E—A
m) B— D

n) D— A

i) E— B

o) A°

p) C¢ considera U = A
q) B°

r) D¢

s) B

t) An(BUC)
u) (EUuD)uUC
v) AN(ENC)
)

w) (ANB)U(CUD)

4
FEjercicio 6.8.6. Sean U = [-2,10], A = (1,7], B = (—1, —), C = [5,10) y D = [1,10]. Haz las

81gu1entes OpGI‘&ClOHGSZ

a) D¢



6.8. EJERCICIOS

k) (AUB)UC
1) B

Ejercicio 6.8.7. Resuelve las siguientes desigualdades describiendo el conjunto soluciéon en forma
de intervalos y en forma grafica:

a) bxr —1>2x+4
b) 5z —2> 14 — 3z
c) 6x—5< —10z—4

2
2
e) 5—?£E>15
x 1+«
fy —2— =
) 1573

g) 3(z—1)—2(x+3) < 4z
h) 3(1—22) < —-2—-2(x+3)—4
Ejercicio 6.8.8. Resuelve las siguientes desigualdades, expresa el resultado como un intervalo:

a) xt+72>3
20 +4<8+zx

—H<2r—3<1

)

)
d) 7T<z-5<10

)

) 20 —1<4x—3

) bx+2<2r-5
2x—1<1_x—2
3 D

D oz+1>50-7

j) 4(z+2)+16 > 3(1 —x)

=
N
|8
| ©

+- 2

~| R
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Ejercicio 6.8.9. Resuelve las siguientes desigualdades compuestas:

a) 15—3zx> -6y 15—3x <6

b) 2r+5>302x+5> -3
) —4<3x+2<17

d) —10 <5(x+3) <5

e) 2r+3>403x—-1<8
f) —16 < 52 — 6 < 10

g) 21 < 3(5 — 22) < 39

Ejercicio 6.8.10. Resuelve las siguientes desigualdades:

5r +4

a) 1< <4

b) —7T>x—50x—-5>10
c) h<2r—3y2r—3<1

7x—5<

d) -3< <4

e) 6(r—3)>402r—-3< -2

2r  x
fla2<———<6
) -5 3
9_
g) 2> 2$>1

Ejercicio 6.8.11. Traduce y resuelve en su caso los siguientes ejercicios:
a) Dentro de tres afios tendré mas de 18 anos.
b) El triple de un nimero més ocho unidades es mayor que 50.

c¢) Con 480 pesos puedo comprar 4 discos, pero no me alcanza para comprar 5. {Entre qué valores
se encuentra el precio de un disco?

d) Aunque al doble de la edad de mi hermano mayor le sumédsemos 12 anos, obtendriamos un
numero menor de 50. ;Cudl es la edad maxima de mi hermano?
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6.8. EJERCICIOS

e) Angel dice: “El triple de mi edad mas tres anos es mayor que el doble de mi edad mas 18 anos”.
. Qué edad tiene Angel como minimo?

Ejercicio 6.8.12. ;Cuéles son los niimeros cuyo triple no sobrepasa su doble en més de 20 unidades?

FEjercicio 6.8.13. Un vendedor de medicamentos de cierta empresa A tiene un sueldo fijo de 60000
pesos mensuales y una comision de 5000 pesos por cada lote vendido. Otra empresa B paga una
comision de 8000 pesos por lote vendido, pero el sueldo fijo que ofrece es de 30000 pesos al mes.
,Cuantos lotes debe vender el vendedor de la empresa A para obtener una ganancia mayor que el
vendedor de la B?

Ejercicio 6.8.14. Un alumno de 4lgebra y geometria analitica de salud realizé dos exdmenes de
Matematicas obteniendo calificaciones respectivas de 5.5 y 6.7 puntos. ;Cuanto debe sacar co-
mo minimo en el tercero para aprobar con 7, si la nota final es la media aritmética de las tres
calificaciones?
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Rectas

Las razones vistas en el capitulo 3 pueden ser representadas utilizando rectas, que es el tema
que trataremos en este capitulo. Veremos los conceptos basicos y distintas representaciones con el
objetivo de representar cantidades relacionadas de forma lineal aplicadas a ciencias de la salud.

7.1. El sistema de coordenadas rectangulares

Definiciéon 7.1. Un par ordenado es una pareja de nimeros que se escriben dentro de un paréntesis
y cuyo orden indica su lugar. El primer nimero o componente corresponde al valor en el llamado
eje X o de las abscisas (una recta real horizontal) y el sequndo valor corresponde al valor en el eje
Y o de las ordenadas (recta real vertical).

Un par ordenado se representa graficamente por medio de un punto que se encuentra en la inter-
seccion de dos rectas numéricas que le corresponden a dichos valores. El primer ntimero de este
par se llama abscisa y el segundo ordenada.

Cada una de las parejas de nimeros (1,2), (—1,5) y (3, —2) es un par ordenado.
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7.1. EL SISTEMA DE COORDENADAS RECTANGULARES

Y
(—1,5)e5

I7 3T I

Figura 7.1: Plano cartesiano

Al punto cero comtn se le llama origen.

Los ejes forman los cuatro cuadrantes, numerados como I, II, IIT y IV, como se aprecia en la figura
7.1. Este sistema también es llamado plano cartesiano.

Notacién, por ejemplo el punto (1,2), lo denotamos con una letra mayuscula digamos A, o como
A(1,2).

En el capitulo 5 estudiamos ecuaciones de primer grado (también conocidas como lineales) de una
sola variable. La solucién de tales ecuaciones es un ntimero real.

Ahora examinaremos las ecuaciones lineales con dos variables y éstas tienen soluciones que se
escriben como pares ordenados. Por lo general, a diferencia de las ecuaciones lineales con una
variable, las ecuaciones con dos variables tendran un numero infinito de soluciones.

Para determinar los pares ordenados que satisfacen la ecuacién, seleccionamos cualquier nimero
para una de las variables, lo sustituimos en la ecuaciéon por esa variable y luego resolvemos para
la otra variable.

Ejemplo 7.1.1

Determina los pares ordenados que satisfacen la ecuacién 2x + 3y = 6 para los valores z = 0, y = 1,
r=-3,r=—-2,x=—-1yy=3

SOLUCION: Sustituimos z = 0 en la ecuacién 2z + 3y = 6 para encontrar el par correspondiente.
204+ 3y =6
2(0) +3y =6

132



7.1. EL SISTEMA DE COORDENADAS RECTANGULARES

’y:

N wl o

y:

Entonces el punto (0, 2) es solucién de la ecuacién 2x + 3y = 6. A este punto le asignamos la letra A.
Hacemos lo mismo con y = 1 entonces:

También

Haciendo lo mismo para los puntos:

22+ 3(1) =6
2r=6-3=3
_3

es solucién, a este punto le asignamos la letra B.

Punto | Obtenemos | Asignamos
r=-3 (—3,4) C

T = -2 (—27 ?) D

r=-—1 (—L 2) FE
y=3 (—§3> F

Si localizamos todos los puntos cartesianos obtenemos la figura 7.1

< 41
D
F 34
"
2 44
1+ B
-3 -2 -1 1 2 3

133



7.2. PENDIENTE

Como podemos observar en la figura 7.1 los puntos estan sobre una linea recta.
Observacién 7.1.

s Notemos que para hacer la grafica de una recta sélo necesitamos dos puntos.

s Podemos tener rectas horizontales, verticales y oblicuas. Esta inclinacion también nos da
informacion de la recta.

7.2. Pendiente

Definiciéon 7.2. La pendiente de una recta es su inclinacion.

Para describir y calcular la pendiente de la recta que pasa por los puntos A(xy,v1) v B(x2,ys)

utilizamos la férmula
m— Y2 — 1

To — I

No importa qué puntos utilicemos, la pendiente siempre es igual a la razén de la diferencia de las
ordenadas entre la diferencia de las abcisas, esto es, mide la proporcion entre lo que se eleva y lo
que se avanza o recorre horizontalmente:

elevacion
m=———
avance

Entonces si tenemos m = 5 significa que nos elevamos 3 unidades y avanzamos 2 horizontalmente.

Ejemplo 7.2.1

Determinar la pendiente de la recta 3z — 2y = 2.

’ 3
SOLUCION: La recta 3x — 2y = 2 tiene pendiente m = 3

Para verificarlo primero hacemos la grafica para esto necesitamos dos puntos, tomemos = = 2,

6 —2y =2
4 =2y
y=2,
Por lo tanto uno punto es (2,2).
Para el otro punto tomamos x = —2,
—6 — 2y = 2;
—6 — 2 = 2y;
y=—4

Por lo tanto obtenemos el punto es (—2, —4).
Trazamos los puntos (2,2) y (-2, —4).

134



7.2. PENDIENTE

Figura 7.2: Gréfica de la recta 3x — 2y = 2

W
Il
T

3r—2y =2

w elevacién

Notemos que en la recta de la figura 7.2 no importa en qué punto empecemos si nos movemos dos
a la derecha y tres hacia arriba regresamos a la recta.
Se tienen cuatro tipos de pendientes.

| | /

Figura 7.3: Pendiente positiva
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PENDIENTE
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+ m <0

Figura 7.4: Pendiente negativa

m es infinita T+

Figura 7.5: Pendiente infinita



7.2. PENDIENTE

Figura 7.6: Pendiente nula

7.2.1. Formulas de la recta

Notemos que si despejamos y de la ecuacién 3z — 2y = 2 del ejemplo 7.2.1 obtenemos

2y =3x — 2
_ 3r —2
y - 2 *
Hacemos el cociente
3
Yy = 5']: - 17

no es casualidad que aparezca la fraccién 3 multiplicando a la variable z, esto siempre va a suceder

con cualquier recta.
Por otro lado notemos que —1 es precisamente donde cruza la recta el eje Y, es decir, cruza por el
punto (0,-1), a este punto se llama ordenada al origen y se denota con la letra b.

Definicién 7.3. La férmula pendiente (m) ordenada a la origen (b) tiene la forma:

y=mz+b

Vamos a poder escribir la ecuacién de una recta en las siguientes formas, las cuales tienen un
nombre especifico:
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7.2. PENDIENTE

Forma Nombre

Az 4+ By = C | Ecuacion lineal o forma general de la recta

y=mx+0b Pendiente ordenada al origen

Cuadro 7.1: Formas de la recta

Dependiendo de la informacién que nos den y el problema que nos pidan resolver sera la féormula
a utilizar.

Informacion Grafica Ecuacién
Dos puntos Se localizan ambos puntos Yo — U1
A(z1,11) v B(xa, y2) y se traza la recta que los cruza. | Y ~ Y1 = Ty — I (x —21)
Se localiza el punto en el plano,
Dan un punto se usa la pendiente para
A(z1,y1) v la pendiente m | encontrar otro y se traza y—y=mx—x)

una linea que los una.

Se localiza el valor b en el eje y
Dan la pendiente m y se usa la pendiente para

la ordenada al origen b encontrar otro punto y se
traza la linea recta.

y=mx+b

Cuadro 7.2: Gréficas y ecuacién de la Recta

Observaciéon 7.2. Las formulas del cuadro 7.2 solo aplican si la pendiente es positiva o negativa.

7.2.2. Rectas con pendiente infinita y pendiente cero

Las rectas con pendiente infinita pasan por puntos que tienen la misma abscisa, es decir, todos los
puntos tienen el mismo valor en x. La grafica corresponde a una linea vertical como se ve en la
figura 7.5.

Se llama infinita pues al sustituir dos puntos (x1,%1) v (Z2,%2) como x; = x2 en la férmula de
pendiente obtenemos divisiéon entre cero.

La ecuacién correspondiente a las rectas con pendiente infinita es:

r=a

donde a es la abscisa al origen, es decir que esta recta cruza el eje x.
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Por otro lado las rectas con pendiente cero pasan por puntos que tienen la misma ordenada, esto
es, todos los puntos tienen el mismo valor en y. La grafica corresponde a una linea horizontal como
se ve en la figura 7.6.

Se llama pendiente cero pues al sustituir dos puntos (z1,41) y (22,92) en la férmula como y; = ys
obtenemos que

m = 270 0.
To — X1
En resumen:
Pendiente Grafica Ecuacién
m =0 Recta horizontal que pasa por el (0, b) y="b
m infinita | Recta vertical que cruza por el (a,0) r=a

7.3. Intersecciones con los ejes

Las intersecciones con los ejes son: ordenada al origen que pasa por el punto (0,0) del eje YV, y la
otra interseccién es la abscisa al origen que pasa por el punto (a,0) del eje X.

Observacion 7.3.

s Cuando una recta tiene pendiente positiva o negativa siempre intersecta tanto al eje X como
al eje Y.

Cuando la recta tiene pendiente cero y y # 0 intersecta al eje Y en un punto.

Cuando se trata de la recta y = 0 estamos hablando del eje X.

Cuando la recta tiene pendiente infinita y x # 0 intersecta al eje X en un punto.

Cuando se trata de la recta x = 0 estamos hablando del eje Y.

Para calcular la interseccién con el eje y se sustituye z = 0 en la ecuacién de la recta y se despeja

Y.
Para obtener la interseccién con el eje x se evalia y = 0 y se despeja x.

Ejemplo 7.3.1

Encuentra las intersecciones con los ejes de la ecuacién 4x + 6y = 12:
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SOLUCION: Para encontrar la ordenada al origen o interseccion con el eje ¥y, despejamos , obte-
niendo

12 —dx

= -

Y

4
= —— 2
Y 6x—|—

por lo tanto la ordenada al origen es (0, 2).

Otra forma es evaluando z = 0, obtenemos 6y = 12 y claramente y = 2.
Para encontrar la abscisa al origen, despejamos x, obtenemos
12-6y 6

3_ =
A 1Y

T

si y = 0 entonces x = 3,
con lo que la abscisa origen da (3,0).
Por lo tanto las intersecciones con los ejes son: (0,2) y (3,0).

7.3.1. Forma canodnica de la recta

Definicién 7.4. Cuando hemos encontrado las intersecciones de una recta podemos escribir la
ecuacion de la recta en otra forma poco usada llamada simétrica o candonica, que corresponde a la
forma

Y

x
I A |
a+b

donde x esta dividida por el valor de la abscisa y y estd dividida por el valor de la ordenada al
origen, y la suma es igual a 1.

Observacién 7.4. Si se escribe la recta en la forma canonica podemos leer directamente valores
de interseccion con los ejes, el valor que divide a x es la interseccion con el eje x y el valor que
divide a y es la interseccion con el eje y.

Ejemplo 7.3.2

Escribir la forma canédnica de la ecuacién 4z + 6y = 12.
SOLUCION: Obtenemos la forma candnica cuando dividimos cada miembro entre 12.

dr+6y 12
12 12

obteniendo
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4x . 6y
12 12
simplificando obtenemos
r ¥
47
372
Por lo tanto las intersecciones son (3,0) y (0, 2).

7.4. Aplicaciones de las rectas

Muchos problemas se pueden modelar utilizando una ecuacién lineal con dos incognitas, es decir
una recta.

Ejemplo 7.4.1

Una farmacéutica, produce dos medicamentos, el medicamento A y el medicamento B. Cada medica-
mento A requiere 3 horas de laboratorio, mientras que el medicamento B requiere 2 horas de laboratorio.
Esta semana la empresa dispone de 60 horas para fabricar estos productos.

a) Encontrar la ecuacién que representa la fabricacion de estos medicamentos.

o

Si se tiene un pedido de 15 medicamentos del tipo A, cudntos puedo hacer del tipo B.

(@]

Si se tiene un pedido de 12 medicamentos del tipo B, cuantos puedo hacer del tipo A.

)
)
)
)

d) Hacer la grafica con los puntos obtenidos. Considera como el eje horizontal a A y como el eje vertical

a bB.
e) {Qué significa la pendiente en este caso?
f) iQué significan en el problema las intersecciones con los ejes?

SOLUCION: Para empezar asignamos a cada letra:

A: cantidad de medicamentos tipo A producidos.
B: cantidad de medicamentos tipo B producidos.

Para empezar con el inciso a) tenemos que encontrar la ecuacién correspondiente, en este caso la
ecuacioén es

3A+ 2B =60,

para producir el medicamento A se ocupan 3 horas, por lo tanto se multiplican para obtener las horas,
lo mismo para el medicamento B; la suma de estas dos da 60.
En el caso del inciso b) si se solicitan A = 15 entonces sustituimos en la ecuacién
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3(15) 4 2B = 60.

Despejamos y obtenemos que

60 — 45

B =
2

7.5

Esto es, se harian 7.5 medicamentos tipo B.
Para el inciso ¢) B = 12

3A +2(12) =60
despejamos A obteniendo

60 — 2(12)
3

A= = 12.

Se pueden hacer 12 de cada tipo.
La grafica podemos hacerla con los puntos obtenidos. Como el eje horizontal es A y el eje vertical es

B, los puntos son de la forma (A, B), por lo tanto, obtenemos del inciso b) (15,7.5) y por el inciso c)
(12,12), quedando la figura 7.7.

Figura 7.7: Grafica medicamentos tipo Ay B

\B
30

25
20
15 A
10 A

54

La pendiente en este caso es negativa y significa que a mayor produccién de medicamentos A tendremos
una menor cantidad de medicamentos B.

Las intersecciones son (20,0) y (0,30) y significan la cantidad de produccién de cada tipo de un
medicamento.

En el caso de que se dediquen las 60 horas, se produciran 20 medicamentos A o 30 medicamentos B.

142



7.4. APLICACIONES DE LAS RECTAS

Ejemplo 7.4.2

Al Doctor Fonseca le toma 50 minutos atender 8 pacientes, pero al Doctor Herrera le toma sélo 40
minutos hacerlo.

a) Determina la relacién existente entre el ndmero de minutos que puede trabajar cada Doctor para
atender 8 pacientes.

b) Haz la gréfica correspondiente.

SOLUCION: Para encontrar la relacién del inciso a), es decir, la ecuacién correspondiente debemos
entender cdmo estan relacionados los tiempos de trabajo de cada Doctor. Asignamos al doctor Fonseca
la posicién de x y al Doctor Herrera la posicién y.

Si sélo trabaja el Doctor Fonseca y el Doctor Herrera no lo hace tenemos el siguiente punto (50, 0). Por
otro lado si el Doctor Herrera trabaja y el Doctor Fonseca no, tenemos (0,40). Por lo tanto usamos la
férmula:

Yo — U1

Yy—n = (x — 1)
To — X1
hacemos la sustitucién y obtenemos:
40 -0
—0= — 50
Y 0 _5o(@ —50)

quedando la ecuacion:
4 4
Yy = —g(x —50) = —gx+40

Para obtener la grafica simplemente trazamos la recta sobre los puntos (50,0) y (0, 40).
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Figura 7.8: Tiempos de atenciéon Doctor Fonseca y Doctor Herrera

\ Dr.Herrera
40

30 +
20 +

10 +

| | | % Dr.Fonseca
10 20 30 40 50

7.5. Ejercicios

Ejercicio 7.5.1. Localiza los siguientes puntos en el plano cartesiano:

b) B(-2,-2)
c) C(4,1)
d) D(3,-4)
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e) E(-3,2).

Ejercicio 7.5.3. Haz la grafica de las siguientes rectas tabulando 3 puntos:

a) 2z — by =10

b) 3z +y = -3

c) =3z +4y =12

Ejercicio 7.5.4. Haz la grafica de la recta que pasa por los puntos dados y determina la pendiente:
a) A(—2,4) y B(—8,-9)

b) C(2,-1)y D(-2,1)

c) E(0,0)y F(2,4)

Ejercicio 7.5.5. Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por el punto y pendiente dados y escribe
la ecuacién en la forma y = mx + b :

a) A(=6,-3) ym=1

b) C’(4,1)ym:_71
2
c) D(2,6)ym:§

Ejercicio 7.5.6. Dada la ecuacién de la recta encuentra la pendiente m y la ordenada al origen b:
a) dr —3y+12=0

b) y+2xr—3=0

c) x—3y—6=0

FEjercicio 7.5.7. Considera la recta cuya ecuacion es y — 3z = 1:

a) Haz la gréfica.

b) Encuentra la pendiente.

c¢) Determina las intersecciones con los ejes.

d) Determina si el punto A(0, 1) pertenece a la recta.

e) Determina si el punto B(—1,2) pertenece a la recta.

Ejercicio 7.5.8. Determina la grafica de la recta cuya ecuacion es x = 3.

Ejercicio 7.5.9. Determina la grafica de la recta cuya ecuacion es y = —2.
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Ejercicio 7.5.10. Encuentra la ecuacién y la grafica de la recta con pendiente y ordenada al origen
dada:

1

m=-2yb=-1

Ejercicio 7.5.11. Justifica tu respuesta.

a) jA(1,1) pertenece a la recta y =3z —2 7

b) ;B(3,4) pertenece a la recta que pasa por los puntos C(1,2) y D(3,—2)?

c) i FE(—1,3) pertenece a la recta con pendiente 2 y que pasa por el punto F'(1,1)?

FEjercicio 7.5.12. Encuentra la pendiente, ordenada al origen y grafica de las siguientes ecuaciones
de la recta:

a) 3t —2y+6=0
b) t+4y—-5=0
c) dy —2x =8

Ejercicio 7.5.13. Encuentra la grafica y la ecuacion de la recta que pasa por los puntos:
A(2,3) y B(4,3).

Ejercicio 7.5.14. Encuentra la grafica y la ecuacion de la recta que pasa por los puntos:
C(=2,-4) y D(-2,-5).

FEjercicio 7.5.15. Considera la recta que pasa por los puntos A(1,2) y B(—1,4).
a) Haz la gréafica de la recta.

b) Encuentra la pendiente m.

¢) Determina la ecuacién de la recta.

d) Da la ordenada al origen b.

e) (El punto C(10,—7) pertenece a la recta?

f) (El punto D(—2,3) pertenece a la recta?

Ejercicio 7.5.16. Considera la recta 4x — 5y + 5 = 0.

a) Encuentra la pendiente m.

b) Determina la ordenada al origen b.

¢) Encuentra intersecciones.
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d) Haz la gréifica.
e) ;Pertenece el punto A(—1,1/5) a la recta?

Ejercicio 7.5.17. Dada la ecuacion lineal 2z + 3y = 12 determina:

a) La forma punto pendiente

b) La pendiente

d

)
)
c) Las intersecciones con los ejes
) Tres puntos por los que pase la recta
)

e) La grafica

1
Ejercicio 7.5.18. Si la pendiente de una recta es m = 3y la recta pasa por el punto (10,4),

determina la ecuacién general de la recta y su grafica.

Ejercicio 7.5.19. Determina la ecuacién y dibuja la grafica de la recta que pasa por los puntos
(=3,3) y (4,3).

Ejercicio 7.5.20. Encuentra la forma punto pendiente y la forma general de la ecuacion de la recta
que pasa por los puntos (4, —2) y (4, 3).

FEjercicio 7.5.21. Considera la recta que pasa por los puntos (2, —1) y (=2, 1):
a) Determina la pendiente.

b) Encuentra la ordenada al origen.
c¢) Escribe la ecuacién en la forma general.
d) Encuentra las intersecciones con los ejes de la recta.
e) Dibuja la grafica.

Ejercicio 7.5.22. Determina la ecuacién de la recta que tiene pendiente m = % y pasa por el punto
(4, -3).

Ejercicio 7.5.23. Determina la ecuacion de la recta si intersecta al eje x en el punto x = 2 y al eje
y en el punto y = 4.

Ejercicio 7.5.24. Determina si los puntos P y () dados pertenecen o no a la recta dada:
a) P(1,7), Q(=3,1),y=2x+5

b) P(2,1), Q(1,2), y =2

c) P(4,-1),Q(2,2), z+y=3
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FEjercicio 7.5.25. La farmacéutica “ABC”produce medicamentos con un costo de $13 ¢/u. La em-
presa tiene costos diarios fijos (luz, renta, salarios, etcétera) que ascienden a $300 y planea vender
cada medicamento producido a $19 ¢/u.

a) Determina la ecuacion lineal que existe entre la ganancia, GG, de la empresa y el ntmero, n, de
medicamentos producidos diarios.

b) Haz la grafica de esta relacién.
c¢) Describir el significado de la pendiente y la ordenada al origen.

FEjercicio 7.5.26. La longitud, L (en centimetros), de un feto de 12 semanas o mas de edad, se
puede establecer como la ecuacion L = 1.53F — 6.7 aproximadamente, con F igual a la edad en
semanas.

a) Dibuja esta relacion.
b) Describe el significado de la pendiente y de la ordenada al origen.
c¢) Determina la longitud del feto a las 15 semanas.

Ejercicio 7.5.27. Un libro de medicina se deprecia linealmente. Si su valor hace cuatro anos era de
$1800 y ahora vale $1000 :

a) Determina la ecuacion que describe el valor V' (en pesos) del libro en términos de tiempo (en
anos).

b) Calcula el valor del libro el afo pasado.
c¢) Calcula el valor del libro para el préximo ano.

Ejercicio 7.5.28. Un avién estd a 22 kilémetros de la pista en donde aterrizara y vuela a una altura
de 3 kilémetros. Determina la pendiente de su descenso.

Ejercicio 7.5.29. La suma de los dngulos internos de un triangulo es de 180°. Si es un tridngulo
rectangulo, determina la relacién que existe entre los valores en grados de los angulos no rectos y
grafica esta relacion. jPor qué sélo hay grafica en el primer cuadrante?

Ejercicio 7.5.30. En el curso de Psicologia se realizaran dos examenes, el primero tiene un valor
del 35% y el segundo del 65 %. La escala de calificaciones en cada examen es de 1 a 100. Si x y y
representan las calificaciones del primer y segundo examenes respectivamente, y un alumno quiere
obtener una calificacion de 70, escribe la ecuacién lineal que hay entre z y y, luego dibuja esta
ecuacion.

gjercicio 7.5.31. La relacién entre las escalas Fahrenheit (F) y Celsius (C) estd dada por F' =

—-C' + 32:
5 +

a) Traza la gréfica de esta ecuacién, considerando C en el eje horizontal y F en el eje vertical.
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b) ;Cudl es la pendiente de la gréfica y qué representa? ;Cudl es la ordenada al origen y que
representa?’

Ejercicio 7.5.32. Si C' es el nivel de colesterol y s las semanas de ejercicio transcurridas, se puede
aproximar esta relacion con la recta C' = —3s 4 215 .

a) Traza la gréfica de esta ecuacién, considera C' en el eje vertical y s en el eje horizontal
b) ;Qué representa la pendiente?; Qué representa la ordenada al origen?
c¢) {Cudl es el nivel de colesterol a las 5 y a las 12 semanas?

Ejercicio 7.5.33. Conforme el aire seco se eleva, se expande y enfria. Si la temperatura a nivel del
suelo es de 20°C' y a una altitud de 1 km es de 10°C, expresa la temperatura 7" (en °C') en el eje
vertical, y en el eje horizontal la altitud h. (Supongamos que la expresién es lineal).

a) Traza la grafica de la recta obtenida. ;Qué representa la pendiente?
b) ;Cudl es la temperatura a una altitud de 2.5 km?

Ejercicio 7.5.34. La carretera de Oaxtepec a Xochimilco en el tramo entre Santa Ana Tlacotenco
y Tecomitl es una recta y desciende en forma pronunciada hacia Tecomitl. Este tramo tiene una

6
pendiente del 6 %, lo que significa que su pendiente es ———. Al conducir por esta carretera se

observa que se ha descendido una distancia de 300 metros. ;Cudl es el cambio en la distancia
horizontal?

Ejercicio 7.5.35. Un consultorio adquiere una computadora por $4000. Después de 4 anos se espera
que el valor de la misma sea de $200. Para fines de contabilizacién, el consultorio utiliza la depre-
ciacién lineal para obtener el valor de la computadora en un tiempo dado. Esto quiere decir que si
V' es el valor de la misma en el tiempo ¢, entonces se utiliza una ecuaciéon lineal para relacionar V'
con t.

a) Obtén la ecuacion lineal que relaciona a V' con t ( V asignala al eje vertical y ¢ al eje horizontal).
b) ;Qué representa la pendiente y la interseccion con el eje vertical?

Ejercicio 7.5.36. Un fabricante de aparatos médicos encuentra que, si produce x baumandémetros
en un mes, su costo de produccién esta dado por la ecuacion y = 60z + 30000 pesos.

a) Traza la gréfica de esta ecuacién.
b) ;Qué representan la pendiente y la interseccién de la recta con el eje y?

Ejercicio 7.5.37. Los bidlogos han observado que la frecuencia del canto de los grillos de una cierta
especie esta relacionado con la temperatura ambiental, y la relacién parece ser una recta. Un grillo
produce 120 sonidos por minuto a 70°F y 168 por minuto a 80°F.

a) Obtén la ecuacién de la recta que relaciona la temperatura ¢ (eje vertical) y el ntmero de
sonidos por minuto n (eje horizontal).
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b) Si los grillos estan cantando a 150 sonidos por minuto, estima la temperatura ambiental.

Ejercicio 7.5.38. El costo mensual de conducir un automévil depende del nimero de kilémetros

recorridos. Luisa observé que durante el mes de mayo gasto $380 por 480 km, y en junio $460 por
800 km:

a) Expresa el costo mensual C' (eje vertical) en relacién de la distancia recorrida d (eje horizontal),
suponiendo que se trata de una ecuacion lineal (recta).

., Cuanto gastara si recorre 1500 km en un mes?

)

c) Traza la grafica de la ecuacién.
) Qué representa la pendiente de la recta?
)

. Qué representa la interseccion con el eje vertical?
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Sistemas de ecuaciones lineales

Cuando hablamos de sistemas de ecuaciones en particular, cuando se trata de dos ecuaciones de
primer grado con dos incégnitas, estamos trabajando con dos rectas. Si las rectas se cruzan en un
s6lo punto tenemos una soluciéon. Algunos problemas de mezclas y porcentajes requieren de los
métodos que veremos en este capitulo.

8.1. Rectas paralelas

Definicién 8.1. Dos rectas y = mix + by y y = mox + by son paralelas si sus pendientes son
1quales, es decir, m; = ms.

Observacién 8.1. Si tenemos que by = by entonces se trata de la misma recta.

Ejemplo 8.1.1

Las rectas 3z + 2y = 12 y 6z 4+ 4y = 16 son paralelas.

SOLUCION: Verificamos esto encontrando las pendientes de ambas. Despejando de la primera recta
obtenemos
_12-3z 3

)
por lo tanto la pendiente es
3
m =g
Hacemos lo mismo con la segunda recta y obtenemos:
16— 6z 6

= —- 4
1 4x+

Y

asi la pendiente
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por lo tanto tienen la misma pendiente y esto lo podemos verificar en la figura 8.1 al hacer las graficas
de ambas rectas.

Figura 8.1: Rectas paralelas ejemplo 8.1.1

Observaciéon 8.2. Es muy importante hacer tanto lo grafico como lo geométrico para verificar los
resultados en ambos lenguales.

Ejemplo 8.1.2

Ahora consideremos las rectas 2z —y =4y —4x + 2y = —8.
SOLUCION: Hacemos el despeje de cada uno y obtenemos:

4 — 8
2

y=2r—4yy= =2r — 4.

Como podemos observar no sélo tienen la misma pendiente, también tienen la misma ordenada al origen,
por lo tanto se trata de la misma recta.

Observacién 8.3.

= Cuando hablamos de dos rectas, la interseccion de éstas es la solucion al sistema de ecuacio-
nes que forman.
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» Las rectas paralelas, como en el ejemplo 8.1.1, no se intersectan y por lo tanto no tienen
puntos en comun, y decimos que no tienen solucion.

= Las rectas del ejemplo 8.1.2 se intersectan en todos los puntos, y si se trata de dar solucion
al sistema decimos que el sistema tiene un numero infinito de puntos que son solucion.

8.2. Rectas perpendiculares

Definicién 8.2. Las rectas perpendiculares al intersectarse forman un dangulo de 90°. Dos rectas

Yy =mix + by yy =mox + by son perpendiculares cuando m; = ——.
ma

Observacién 8.4.
s Cuando las rectas no son paralelas ni perpendiculares, simplemente decimos que son oblicuas.

» Las rectas perpendiculares, como las oblicuas, se intersectan en un solo punto.

Ejemplo 8.2.1

Verificar que las rectas 3z — y = 2y x + 3y = 9 son perpendiculares.
SOLUCION: Despejando de la primera recta obtenemos:

y=3r—2
y despejando de la segunda tenemos:
99—z n 9 43
YT T3 T 33T
estoesm; =3y my = —3
Verifiquemos que se cumple
1
my = ——
mo
1 3
3=——F=-=3
-171
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Figura 8.2: Figura del ejemplo 8.2.1

Como podemos ver la interseccidn estd aproximadamente en z = 1.5y y = 2.5. Hacemos la sustitucion
y vemos que efectivamente se cumplen ambas ecuaciones en el punto (1.5,2.5) 3(1.5) — 2.5 =2y
1.5+ 3(2.5) =09.

Ejemplo 8.2.2

Verificar que 4x — 2y = —2 y 2y + 62 = —8 son oblicuas.

SOLUCION: Haciendo el mismo procedimiento que en los ejemplos anteriores obtenemos como
despeje

4o + 2
Y= T =2x+1
2
y
—6x — 8
=———=-3r—14
Y 5 z
por lo que tenemos como pendientes m; = 2y my = —3 por lo tanto no son paralelas y como
1 1
24 ——=—=
7 -3 3

tampoco son perpendiculares, entonces sélo podemos concluir que son oblicuas.
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Figura 8.3: Gréficas de las rectas del ejemplo 8.2.2

En este caso podemos ver que la solucién esta en el punto (—1, —1) al hacer la sustitucién obtenemos:
4(-1) = 2(—-1) = -2y 2(-1)+6(—1) = -=8.
Por lo tanto (—1,—1) es efectivamente la solucién.

Observacién 8.5. No siempre podemos determinar la solucion por este método llamado grafico.
Pero podemos aproximar las soluciones.

8.3. Meétodo sustitucion

Hasta el momento en muchos problemas que hemos visto aparecen dos incognitas o hasta tres, y
el método utilizado de forma natural es hacer sustitucién para trabajar con una incégnita.

El método consiste en despejar la incognita que sea mas facil de cualquiera de las dos ecuaciones
y después sustituir este despeje en la otra. Resolvemos la ecuacion que queda y regresamos a la
primera ecuacion para sustituir el valor obtenido, y de esta forma el valor que nos falta.

Ejemplo 8.3.1

Resolver
r+2y = 14

utilizando el método de sustitucion.
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SOLUCION: Observamos que la mas sencilla de despejar es la y de la segunda ecuacidn; asi obte-
nemos:
20 —2 =1y estoes y = 2z — 2
sustituimos esto en la primera ecuacion esto es:
3xr+22r—2)=14
y resolvemos la ecuacién obtenida
3x+4xr — 4 = 14;
Tr =14+ 4;
18
r=—.
7

Después sustituimos este valor en

18 22
=2 —2=2(—)-—2=22
R CIRERE

Por lo tanto la solucidn es:

18 22
r=— = —.
R
Ejemplo 8.3.2
Resolver el siguiente sistema por sustitucion:
20 -3y = 1
r+3y = 5

SOLUCION: En este caso la que es mas facil de despejar es la = de la segunda ecuacién; obtenemos
r=95—3y
sustituimos en la primera ecuacién y obtenemos:
2(5—3y) — 3y = 1;
10 — 6y — 3y = 1;
—9y =1-10;
—9Jy = —-9;

y=—g= 1 sustituimos x =5 — 3(1) = 2.
Por lo tanto la solucién x =2y y = 1.

Observacién 8.6. El método de sustitucion nos conviene cuando x o y tienen coeficiente 1 o —1
en alguna de las ecuaciones pues despejar es muy fdcil.
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8.4. Método de igualacion

Cuando ninguna de las dos incégnitas tiene coeficiente 1 o —1 despejar involucra fracciones, las
cuales para algunas personas no son tan agradables de resolver.
Para usar el método de igualacion lo que hacemos ahora es:

[. Escoger una de las incognitas.
IT. Despejar la incognita elegida en las dos ecuaciones.
ITI. Igualar las ecuaciones.

IV. Resolver la ecuacién de primer grado que resulta.

Ejemplo 8.4.1

Considerar el siguiente sistema y resolver por el método de igualacion:

20 —3y = 6
3r+2y = 12

SOLUCION: Escogemos x. Despejando la primera ecuacién queda:

6 + 3y
xr =
2
y la segunda
12 — 2y
Tr =
3

ahora lo que hacemos es igualar ambas ecuaciones obteniendo:

6+3y 12-—2y
2 3

multiplicamos cruzado
3(6 + 3y) = 2(12 — 2y)
18 + 9y = 24 — 4y;
9y + 4y = 24 — 18;

13y = 6;
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6
13
Después sustituimos el resultado en cualquiera de las dos ecuaciones:

6
()

r= —F =

Y

2 13
Por lo tanto la solucién = @ - E
BEERAARETS
Ejemplo 8.4.2
Resolver
6x+T7y = 19

aplicando el método de igualacién.

SOLUCION: Escogemos x; despejando de la primera queda:

-3+ 11y
r=—
4
y la segunda
19 -7y
Tr =
6

igualamos ambas ecuaciones obteniendo

—3+1ly 19-Ty
4 6

6(—3 + 11y) = 4(19 — 7y);

—18 + 66y = 76 — 28y;
66y + 28y = 76 + 18 ;

94y = 94;
T
Después sustituimos el resultado en cualquiera de las ecuaciones:

~34+11(1) 8
v A 1

1.

Por lo tanto la solucién es z =2y y = 1.
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8.5. Meétodo de suma y resta

Este método consiste en reescribir las ecuaciones y sustituirlas por otras equivalentes, tales que, al
sumarlas o restarlas desaparezca una de las incognitas.

Para hacer esto vamos a multiplicar convenientemente constantes de tal forma que tengan el mismo
coeficiente con distinto signo. Al sumarlos se anulan y queda una ecuacién muy sencilla de resolver.

20 -3y = 4
dr+2y = 19

En este caso multiplicamos por 3 la primera y por —2 la segunda, asi la x tendra en una coeficiente
6 y en la otra —6.

320 —3y) = 3(4)

—2(3z+2y) = —2(19)°
6x —9y = 12
—6r —4y = -—38
—13y = =26
las sumamos y obtenemos —13y = —26;
—26
= — = 2

YT o3

sustituimos en cualquiera de las dos ecuaciones, por ejemplo, la primera

2r —3(2) =4
y resolvemos
2r =446
10
= — = 5
YT

Por lo tanto la solucién es x =5y y = 2.

Ejemplo 8.5.1

Resolver el siguiente sistema por el método de suma y resta:

dor — 11y -3
6xr+7y = 19
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SOLUCION: Multiplicamos ahora 6 por la primera'y —4 por la segunda, asi x tendra como coeficiente
24y —24.

6(4z — 11y) = 6(—3)

—4(6z +7y) = —4(19)
24x — 66y = —18
—24x — 28y = —76
94y =-94
sumando obtenemos
—94y = —-94
—-94
=— =1
Y= "o

sustituimos en la primera ecuacién y obtenemos
Az —11(1) = -3

dr = -3+11=28

r=-=2.

4

La solucidnesz =2y y=1.

8.6. Resolucién de problemas

Aplicamos la misma estrategia descrita en la seccién 5.4.

Ejemplo 8.6.1

La Asociacion Nacional de Cardidlogos de de la Ciudad de México organizd una fiesta a la que fueron
133 de sus miembros. El ingreso total por boletos de admisiéon fue 58450 pesos. El precio de los boletos
fue 300 por socio y 650 por socio y pareja. j Cuantos socios asistieron con pareja?

SOLUCION: Primero hacemos la asignacion de las variables:

x: Cantidad de socios que asistieron sin pareja
y: Cantidad de socios que asistieron con pareja

Del primer enunciado obtenemos que asistieron un total de 133 miembros o socios:
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8.6. RESOLUCION DE PROBLEMAS

r+y=133.

En el segundo enunciado obtenemos un total, y en el tercero cuanto pagd cada socio. Con estos dos
enunciados obtenemos la ecuacién

300z + 650y = 58450.

Para resolver este sistema de ecuaciones utilizamos cualquiera de los métodos antes mencionados.
Despejamos de la primera ecuacién a «

r=133—y
y sustituimos en la segunda ecuacién obteniendo:
300(133 — y) + 650y = 58450
39900 — 300y + 650y = 58450

350y = 58450 — 39900

18550
Yy = L 53.

Sustituimos para obtener el valor de z,
x =133 — (53) = 80.

En conclusién, asistieron 53 socios con pareja y 80 fueron solos.

8.6.1. Problemas de porcentaje

En este tipo de problemas se debe tener un buen manejo del calculo de porcentajes, los cuales se
ven en la seccién 3.5.

Ejemplo 8.6.2

Dos sumas de dinero que totalizan 20000 pesos ganan, respectivamente, 5% y 6 % de interés anual.
Encontrar las cantidades si juntas ganan 1080.

SOLUCION: z: es la cantidad de dinero que estd al 5%
y: es la cantidad de dinero que estd al 6 %
Del primer enunciado obtenemos que

x + y = 20000,
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8.6. RESOLUCION DE PROBLEMAS

el dltimo enunciado nos indica que el 5% de la cantidad x mas el 6 % de la cantidad y dan un total de
1080, escribimos el porcentaje como fraccién y la traduccidn correspondiente queda:

5 6
— —1y = 1080.
100"+ 100Y
Resolvemos el sistema de ecuaciones:
Despejamos y de la primera ecuacién
y = 20000 — z

y sustituimos en la segunda

5 6
To5% T Tgg (20000 — x) = 1080

realizamos la multiplicacién indicada y obtenemos:

ix + 1200 — ix = 1080

100 100
5 6
2 w2 4 = 1080 — 1200
1007~ 100"
1
e p = 120
100"
T = 211%9-::12000
100

sustituimos x para obtener y
y = 20000 — z = 20000 — 12000 = 8000.

La solucién por lo tanto es 12000 pesos estan al 5% y 8000 estan al 6 %.

Ejemplo 8.6.3

Un medico realizé dos inversiones de un total de $10000 pesos. En una de las inversiones obtuvo un
10 % de utilidad, pero en la otra tuvo una pérdida de 12 %. Si la pérdida neta fue de $540, ;j qué cantidad
tenia en cada inversién?

SOLUCION: «: cantidad cuya ganancia es el 10%

b: cantidad cuya perdida es el 12 %

Del primer enunciado tenemos que
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8.6. RESOLUCION DE PROBLEMAS

a + b = 10000.

Como se trata de una pérdida podemos hacer uso de niimeros negativos; resulta lo siguiente:

10 12
—a— —b=-54
100 " 100”0~ %
despejamos a de la primera ecuacidn,
a = 10000 —b
sustituimos en la segunda ecuacidn,
10 12
—(1 —b)— —b=-54
100( 0000 — b) 100 540

haciendo las operaciones

10 12
1 - b— —ph=-5H4

22
———b = —540 — 1000
100

22
———b = —1540
100

—1540
"=
100

= 7000

sustituimos para obtener la cantidad a,

a = 10000 — b = 10000 — 7000 = 3000

$3000 pesos fue la cantidad en que se tuvo una ganancia del 10 % y $7000 pesos fue la cantidad en la

que se tuvo una pérdida del 12 %.
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8.6. RESOLUCION DE PROBLEMAS

8.6.2. Problemas de mezclas

En los problemas de mezclas se manejan porcentajes, y cantidad de volumen de soluciones. Estos
problemas pueden resolverse usando una sola incégnita. En esta seccion se trabajara con una o
dos variables.

Ejemplo 8.6.4

i Cudntos litros de agua deben agregarse a 6 litros de una solucién de sal al 8% y agua, para producir
otra al 5% de sal?

SOLUCION: z: volumen de agua que se debe agregar.

y: volumen final de solucién.

Del primer enunciado obtenemos que

y=x+6

ahora vamos a incorporar los porcentajes correspondientes de sal que se deben tener en cada cantidad
de la solucién.

8 % de 6,
0% de x
y
5% de y
obtenemos la siguiente ecuacidn:
8 0 5
— (6) + — () = —
100 * 100 = 190Y
sustituimos la primera ecuacidén que se obtuvo
8 0 5
—(6) + —(z) = — 6
100'%) * 100 = 195 +6)

8 _ 5 80
100 100" " 100

podemos multiplicar por 100 a ambos lados
48 = 5x + 30
S5xr =48 — 30
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Se deben agregar 3.6 litros de agua.

Observacién 8.7. En este tipo de problemas debemos entender que se estan manejando cantidades
de volumen y sustancia. De este modo, cuando se plantea una ecuacion, las cantidades deben
coincidir en cada una, esto es litros, onzas, gramos etcétera.

Ejemplo 8.6.5

Un estudiante de Promocién de la Salud mezclé 48 onzas de una solucién de yodo al 4 % con 40 onzas
de una solucién al 15 % de la misma sustancia. ;Cudl es el porcentaje de yodo en la mezcla?

SOLUCION: =z : porcentaje de yodo de la mezcla final.
El volumen final es la suma de 48 y 40 esto es 88.
Calculamos la cantidad de yodo de cada mezcla:

2 48) + 2 (40) = -

100 100 100 (88)

multiplicamos por 100 a ambos lados
4(48) + 15(40) = 88z
192 + 600 = 88z

792 = 88z

792
:—:9
788

La mezcla final es una solucién al 9% de yodo.

8.7. Ejercicios

Ejercicio 8.7.1. Determina si los siguientes sistemas de rectas son paralelas, perpendiculares u
oblicuas, asi como el punto de interseccién si aplica.

20 -3y = —4
) gr—6y = -7
dr—2y = —1
b) 20+3y = 8
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8.7. EJERCICIOS

dr —3y = 2
<) r—2y =

) dJr—6y = 1
20 =3y = 2

FEjercicio 8.7.2. Determina la ecuacién de la recta que pasa por el punto (2,3) y es paralela a la
recta 4x — 2y = 6. Haz las graficas de ambas rectas.

Ejercicio 8.7.3. Determina la ecuacién de la recta que es perpendicular a la recta 6x — 3y =9 y
que tiene ordenada al origen 2. Haz las gréficas de las rectas.

Ejercicio 8.7.4. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones por el método grafico.

r+y = 1

2 9r_3y = 8
dr+3y = -1
b) 20 —y = 2
r+y = —1

) Te_3y = 16

Ejercicio 8.7.5. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de sustitucion.

L. 1, —
8) 5T %y 0

r+3y = 8

3xr+3y = —3
b) dr+y = 5

r+2y = 8
) 2c+y = T

Ejercicio 8.7.6. Resuelve los siguientes sistemas utilizando el método de igualacién.

20 =2y = —6
) i3y = —9
20+3y = 3
b) dr—2y = 11
) dr+ 10y = 1
8r — 1by =

Ejercicio 8.7.7. Resuelve los siguientes sistemas utilizando el método de suma y resta.

r+3y =
4o +y =

a)
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8.7. EJERCICIOS

b)

c)

24x — 12y
3r + 2y

6z + 8y
9r — 4y

= —24
= —17

10
3

FEjercicio 8.7.8. Haz la gréfica del sistema de ecuaciones y encuentra la intersecciéon (solucion, si

la tiene) de los siguientes sistemas de ecuaciones

a)

3r+y
2z — 3y

4z 4 3y
2z —y

= -2
= 17

= Ot
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n) dr+ 10y = —6

8z —15y = 23
-\ dr—2y = -—-29
W g _gy = —a1

Ejercicio 8.7.9. La suma de dos nimeros es 1529 y su diferencia es 101. Hallar esos ntimeros.

Ejercicio 8.7.10. En un dia feriado un estudiante fue a su casa yendo y viniendo por diferentes
caminos. El viaje de regreso fue méas corto que la mitad del viaje de ida. El recorrido total fue de
69km. Determina cuél fue la distancia recorrida en cada tramo.

Ejercicio 8.7.11. Un cuidador ocasional de automoviles cobra 5 pesos por hora antes de la media-
noche y 7.50 después de la media noche. El nimero de horas que trabajé antes de la medianoche
fue el cuadruple menos una hora de lo que trabajo después de medianoche. Determina cudntas
horas trabajo en cada periodo, si en total gand 105 pesos.

Ejercicio 8.7.12. La colecta de la Cruz Roja en una escuela primaria fue de 1071 pesos. Si habia
650 ninos y cada uno puso una moneda de un peso o de dos pesos, jcuantas monedas de cada valor
se recolectaron?

Ejercicio 8.7.13. A cierta ciudad situada en una isla se transportan diariamente 50 paquetes de
medicamento, haciéndose parte del recorrido en camién y parte en helicoptero. En cada viaje el
camién transporta 10 paquetes y el helicoptero 6. El helicoptero hace un viaje més que el doble
de viajes del camién. ;Cuédntos viajes efectia cada uno al dia?

Ejercicio 8.7.14. Dos sumas de dinero que totalizan $45000 ganan, respectivamente, 6.8 % y 8.4 %
de interés anual. Encuentra ambas cantidades si juntas dan una ganancia de $3524.

Ejercicio 8.7.15. El doctor Jaimes tiene $10000 pesos invertidos al 6 %. ;Cuéanto debe invertir al
7.5 % para que el interés de ambas inversiones le den un ingreso de $4862.

Ejercicio 8.7.16. La nutridloga Pérez invirtié dos sumas iguales de dinero, una de al 5.25% y la
otra de 7.75 %. ;Cudnto invirtié en total si su ganancia por el interés fue de $1040 pesos.

Ejercicio 8.7.17. La dentista Ramirez realiz6 dos inversiones cuya diferencia es $18000. La inversién
menor es al 7.8 % y la mayor al 8.6 %. Determina las cantidades invertidas si el ingreso anual total
por intereses es de $2860.

Ejercicio 8.7.18. El senor Lépez invirtié una parte de $40000 pesos al 6.2 % y el resto al 7.4 %. Si
su ingreso por la inversion al 7.4 % fue de $1440 mas que la inversién al 6.2 %, ;jqué tanto estaba
invertido a cada tasa?

Ejercicio 8.7.19. El promotor de salud de un pequeno hospital realizé dos inversiones con un total
de $30000 pesos. En una de ellas obtuvo 20 % de ganancia, pero en la otra perdié un 25 %. Si la
pérdida neta fue de $3000 pesos, cudnto tenia en cada inversion?

Ejercicio 8.7.20. Teodoro comprd 2 kilogramos de arcilla oscura y 3 kilogramos de arcilla clara,
pagando en total $22. Mas tarde necesité 1 kilogramo de arcilla oscura y 2 kilogramos de arcilla
clara, que todo junto cost6é $13. ;Cuédnto pagd por kilogramo de cada tipo de arcilla?
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Ejercicio 8.7.21. Andrés y Ménica midieron el perimetro del patio de un centro de salud en Tlaxcala
y determinaron que era 42 metros mas largo que ancho y que tenia un perimetro de 228 metros.
.,Cuales fueron la longitud y el ancho del patio?

Ejercicio 8.7.22. El precio de admision a una obra de teatro de secundaria fue de $3 para estudiantes
y $4.50 para publico en general. Si se vendieron 450 boletos para un total de $1555.50, ;cudntos
boletos de cada clase se vendieron?

Ejercicio 8.7.23. Una compania de teléfonos cobra a sus clientes cierta cantidad por el primer
minuto de una llamada de larga distancia y otra cantidad por minuto adicional. Un cliente efectiia
dos llamadas a la misma ciudad, una de 36 minutos por $29.30 y otra de 13 minutos por $10.90.
Determina el costo del primer minuto y de cada minuto adicional de ambas llamadas.

Ejercicio 8.7.24. ;Cuantos galones de agua deben agregarse a 2 galones de una solucién de sal al
10 % y agua, para producir una solucién al 4 %?

Ejercicio 8.7.25. ;Cudntas onzas de alcohol deben anadirse a 100 onzas de una solucién al 12 %
de yodo en alcohol para obtener una solucién al 8 % de yodo?

Ejercicio 8.7.26. ;Cuantos litros de una solucion de sal al 30 % deben agregarse a 10 litros de igual
solucién al 16 % para producir una al 20 %

Ejercicio 8.7.27. ;Cuantos litros de una solucién de acido al 80 % deben anadirse a 15 litros de
igual solucién al 6 % para hacer una al 20 %?

Ejercicio 8.7.28. Un quimico mezclé 200 gramos de una solucién de yodo al 30 % con 500 gramos
de otra solucién de yodo. ;Cual es el porcentaje de yodo en la segunda solucién si la mezcla es de
20 % de yodo?

Ejercicio 8.7.29. Una estudiante mezclé 30 litros de una solucién desinfectante al 46 % con 55
litros de otra. ;Cudl es el porcentaje de desinfectante en la segunda si la mezcla contiene 24 % de
desinfectante?

1
Ejercicio 8.7.30. La diferencia de dos ntimeros es 40, y 6 de su suma es 11. Hallar los ntimeros.

Ejercicio 8.7.31. 5 trajes y 3 sombreros cuestan 4180 pesos; y 8 trajes y 9 sombreros 6940. Hallar
el precio de un traje y de un sombrero.

Ejercicio 8.7.32. En un cine, 10 entradas de adulto y 9 de nino cuestan 512 pesos, y 17 de nino y
15 de adulto 831. Hallar el precio del boleto de nino y el de adulto.

Ejercicio 8.7.33. El doble de la edad de Ana excede en 50 anos a la edad de Beto, y un cuarto de
la edad de Beto es 35 anos menos que la edad de Ana. Hallar ambas edades.

Ejercicio 8.7.34. Si a 5 veces el mayor de dos niimeros se anade 7 veces el menor, la suma es 316.
Si a 9 veces el menor se le resta el cuadruple del mayor el resultado es 83. Hallar los ntimeros.
Ejercicio 8.7.35. Se tienen $11.30 en 78 monedas de a 20 centavos y de 10 centavos. jCuédntas
monedas son de 10 centavos y cuantas de 20 centavos?

Ejercicio 8.7.36. Con 174 pesos compré 34 libros de a 3 y de a 7 pesos. ;Cuantos libros compré de
cada precio?

Ejercicio 8.7.37. Si Mateo le da a Carlos una de sus canicas, ambos tendrian el mismo niimero de
canicas. Ahora si Carlos le da una a Mateo tendra el triple de canicas de lo que le queda a Carlos.
. Cuantas cédnicas tiene cada uno?
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9
Ecuaciones de segundo grado

Definicién 9.1. En general las ecuaciones de sequndo grado tienen la forma ax® + bxr +c = 0
donde a los coeficientes los vamos a conocer con los nombres: a coeficiente cuadrdtico que debe
cumplir a # 0, b coeficiente lineal y ¢ como el coeficiente independiente.

Todas las ecuaciones de segundo grado las podemos resolver con la formula general que es:

_ —bE£ Vb —4ac
N 2a

T

Como veremos en los siguientes casos a veces es mas facil o mas rapido no usarla.

9.1. Primer caso: b =0

En este caso podemos simplemente despejar pues sélo hay términos con x2.

Ejemplo 9.1.1

Encontrar las soluciones de 22 — 4 =0
SOLUCION: Como el 4 est4 restando, lo pasamos del otro lado sumando

2 =4.
Ahora sacamos raiz cuadrada a ambos lados
T =4+V4 =42
entonces las dos soluciones son
+2y —2.

Si queremos utilizar la férmula general primero leemos los coeficientes



9.1. PRIMER CASO: B =0

£2

T

_ (0 £ V(0P —4(1)(—4) _ +VI6 _ +4
- 2(1) T2 T T

Llegamos a las mismas soluciones.

Ejemplo 9.1.2

Resolver 4(z? + 1) — 222 = 22
SOLUCION: Primero tenemos que reducir términos semejantes

42 4+ 4 — 222 = 22

202 =22 —-4=18

18
2__=09
T

r=+v9 =43

por lo tanto las soluciones son: 3y —3.
Si queremos resolver esta ecuacién por medio de la férmula general primero tenemos que escribirla de

la forma
ar’ +br+c=0
esto es, hacemos los mismos pasos hasta que obtenemos
202 = 18
y la reescribimos como
202 — 18 =0

pues para poder usar la formula general siempre tiene que estar igualada a cero la ecuacion.
Ahora a =2, b =0y ¢ = —18. Sustituyendo en la férmula general tenemos:
)

_ -0+ V(0)2 — 4(2)(—18) _ V144 _ 12

+3
2(2) 1 1

T
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9.2. SEGUNDO CASO: C =0

9.2. Segundo caso: c =0

Cuando el coeficiente independiente es cero, la ecuacién se vuelve muy sencilla pues x = 0 siempre
es solucion y sélo tenemos que buscar la otra solucién, por lo cual sélo necesitamos factorizar.

Ejemplo 9.2.1

Resolver la siguiente ecuacién de segundo grado 422 — 52 = 0
SOLUCION: Notamos que podemos factorizar x asi que obtenemos

z(dx —5) =0

esto es, tenemos un producto que da cero, entonces cualquiera de los dos factores es cero. Si el primero
es cero tenemos la primera soluciéon que es x = 0, si 4o — 5 = (0 obtenemos la segunda solucién
despejando z, es decir,

Ejemplo 9.2.2

Resolver la ecuacién de segundo grado 62> = —8x
SOLUCION: Primero debe quedar igual a cero. Entonces

622 +8x =0
factorizando tenemos
z(6x+8)=0
asi z = 0 es una solucién y
8 .,
r = —— = —— es |la otra solucion.
6 3

9.3. Tercer caso: a =1

Cuando el coeficiente cuadratico es uno, factorizamos buscando dos ntmeros que multiplicados
den ¢ y que sumados o restados den b.
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9.3. TERCER CASO: A =1

Ejemplo 9.3.1

Resolver 22 + 42 +3 =0
SOLUCION: Se factoriza

(x+3)(z+1)=0.
A su vez
r+3=0yx+1=0
dan las soluciones

r=-3yx=—1

Ejemplo 9.3.2

Resolver 22 — 7z = 18

SOLUCION: Nuevamente primero reescribimos igual con cero

2?2 — Tz — 18 = 0.
Ahora al factorizar obtenemos

(x—9)(z+2)=0
resolviendo

r—9=0yz+2=0

obtenemos las soluciones

r=9yxr=-2

En cualquier otro caso, simplemente usando las propiedades de la igualdad, escribimos la ecuacién
igualada a cero y utilizamos la férmula general.
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9.4. APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

9.4. Aplicaciones de las ecuaciones de segundo grado

Ejemplo 9.4.1

Dos nimeros positivos que se diferencian por 3 unidades, multiplicados dan 88. Halla dichos ndimeros.

SOLUCION: Primero asignamos letras a los niimeros:

x: primer nimero
y: segundo nimero

Hasta la primera coma entendemos que la diferencia es de 3 asi que obtenemos la ecuacién

T—1y =3,
de la segunda parte obtenemos que

xy = 88.
Despejamos x de la primera y obtenemos

r=3+y

lo sustituimos en la segunda ecuacién y obtenemos
(34+y)y =88

lo cual nos da la ecuacién de segundo grado, reescribimos

3y +y? = 88.
Aplicamos la férmula general y obtenemos a =1, b =3y ¢ = —88.
. —(3) £/(3)2 — 4(1)(-88) _ —3£V0+352 _ -3+ V361 _—3£19
2(1) 2 2 2
Obteniendo las dos soluciones
xlzﬂ:—?:—lly@:ﬂzgz&

2 2 2 2

Entonces nos quedamos con la segunda pues nos piden nimeros positivos: las soluciones son 8 y 11.
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9.5. Ejercicios

Ejercicio 9.5.1. Encuentra las soluciones de las siguientes ecuaciones de segundo grado.
a) 22 —2r—15=0
b) 922 —25 =0
¢) 3z +1x—4=0
d) 22+9=0
e) 42° +3x =0
f
g
h
i

J

k) 822 +2x—15=0

m) 222 —x+5=0

n) 322 —27=0

0
p) Te?+17=0

q

r
S
t

u) 2 -9 +20=0

)
)
)
)
)
)
)
)
i)
i)
)
) 22 +8x+15=0
)
)
n)
)
)
)
)
)
)
)
)

v) 22422 —15=0
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w) 22 —32—-28=0
x) 62% 4+ b = 4

Ejercicio 9.5.2. Encuentra un ntmero tal que el doble de su cuadrado sea igual a seis veces ese
nuimero.

Ejercicio 9.5.3. La edad de un nino serd dentro de 3 anos el cuadrado de la que tenia hace tres.
Halla los anos que tiene.

Ejercicio 9.5.4. El salén de usos multiples de un centro de salud es rectangular y mide 3 metros
mas de largo que de ancho. El 4rea de su superficie es de 36 m?. Hallar las dimensiones.

Ejercicio 9.5.5. Para cubrir completamente los pisos de dos consultorios de un hospital se utilizan
62 m? de alfombra. El piso del primer consultorio mide un metro méas de largo que de ancho. El
otro consultorio mide 0.6 m méas de ancho que lo que mide de largo el primer consultorio y su largo
es el doble de lo que mide el largo del primer consultorio. Halla las dimensiones de los pisos de los
consultorios.

Ejercicio 9.5.6. Un grupo de estudiantes de Promocién de la Salud compré un regalo de $300
repartiéndose el costo en partes iguales. Si hubiera habido 5 estudiantes mas, cada uno habria
pagado $2 pesos menos. ;Cudnto dio cada estudiante?

Ejercicio 9.5.7. Un vendedor compré un paquete de medicamentos en $104. Conservo 4 y vendid
el resto con una utilidad de $6 en cada uno, logrando una utilidad total de $22. ; Cuédntas cajas de
medicamentos contenia el paquete que compro?

2
Ejercicio 9.5.8. La cubierta de una mesa cuadrada tiene un marco de 2 centimetros. Si 3 de su

area esta dentro del marco, jcudles son las dimensiones de la cubierta?

Ejercicio 9.5.9. Calcula las dimensiones de un rectangulo en el que la base mide 2 cm. menos que
la altura y la diagonal mide 10 cm.

Ejercicio 9.5.10. Se tienen dos cuadrados distintos y el lado de uno de ellos es 4 cm. mayor que el
lado del otro. Averigua la longitud de los dos lados sabiendo que la suma de sus areas es 808cm?.

Ejercicio 9.5.11. Halla dos ntimeros naturales consecutivos sabiendo que la suma de sus cuadrados
es 103.

Ejercicio 9.5.12. El perimetro de un rectangulo es 42 cm. Si la diagonal mide 15 c¢m, halla el ancho
del rectangulo. (Pon un lado en funcién del otro).

FEjercicio 9.5.13. Al aumentar 5m el lado de un cuadrado, su drea aumenta en 75m?. Calcula el
lado del cuadrado.

Ejercicio 9.5.14. Encuentra 2 enteros consecutivos positivos cuyo producto es 56.

Ejercicio 9.5.15. El largo de un rectangulo mide 6 metros mas que su ancho. Si su area es de 280
m?, determina largo y ancho.

Ejercicio 9.5.16. Don Gabriel es 4 veces mayor que Héctor. Si el producto de los nimeros que
expresan sus edades es 256, jcudl es la edad de Héctor?
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. 10
Funciones

Definicién 10.1. Una funcion es una regla entre dos conjuntos, el primero llamado dominio y el
sequndo llamado codominio. Se tiene que cumplir que, a cada elemento del dominio le corresponda
alguno del codominio, sin lugar a ambigiedades.

Observacién 10.1. Podemos pensar una funcion como una prequnta, la cual debe tener una
respuesta que no sea ambigua.

Ejemplo 10.0.1

Consideremos como dominio el conjunto de estudiantes de un curso, y la pregunta o funcién es la
edad. Esta si es funcién pues cada estudiante tiene edad, y para no equivocarnos, podemos definir el
codominio como el conjunto de nldimeros enteros positivos, pues nadie tiene edad negativa, entre 1y
90.

Podemos representarlo graficamente en la figura 10.0.1:

Figura 10.1: Funcién Edad

También podemos escribir esta funcién de la siguiente forma:
f(Ana) =18

f(Beto) = 20

f(Erick) =20
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10.1. REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

Observacién 10.2. Lo anterior, por el paréntesis no significa, que se multiplique; en este caso
significa que se evalia, y se lee como “efe de Ana es igual a 18.”

Ejemplo 10.0.2

Consideremos el conjunto de los meses. La pregunta estacién correspondiente a, jserd funcién? Llama-
mos a esta funcién g.

SOLUCION: Notamos que
g(enero) = invierno
g(febrero) = invierno
g(marzo) = 7

Aqui nos enfrentamos al problema de saber qué estacién corresponde a marzo, pues no podemos decir
invierno, ya que el dia 21 entra la primavera; esto es, la respuesta es ambigua y por lo tanto la relacién
g no es una funcién.

Ahora, jqué pasa cuando trabajamos solo con conjuntos de nimeros? esto es, cuando dominio y
codominio son niimeros reales R.

Para empezar, en lugar de lineas relacionando ambos conjuntos, escribimos una férmula que nos
dice qué operaciones hacer, y graficamente localizamos puntos en el plano cartesiano que después
unimos para obtener la grafica.

Ejemplo 10.0.3

En la siguiente funcién f(z) = 2x — 3 determinar lectura y evaluacién de los valores 0, 1, 2.
SOLUCION: En este caso, el nimero nos pide multiplicarlo por 2 y restarle 3. Las evaluaciones dan

10.1. Representacion grafica de funciones

Para dibujar la gréfica hacemos la llamada tabulacién, que consiste en hacer evaluaciones en la
funcién dada. Tradicionalmente lo que hacemos es evaluar los valores —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3 en la
funcion.
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10.1. REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

10.1.1. Grafica de rectas

Ejemplo 10.1.1

Hacer la grafica de f(z) =22 —3
SOLUCION: Se hace la tabulacién siguiente

z | f(z) | (=, f(z))
3] =9 [ (=3,-9)
2 7 [ (—2.-7)
1| =5 |(=1,-5)
0 | =3 | (0,-3)
1| =1 [ (1,=1)
2 | 1 | (2,0

3 3 | (3,3

En este caso se trata de una recta cuya grafica es:

Figura 10.2: Gréfica de la funcién f(z) =2z — 3

Observaciéon 10.3. Ademds podemos escribir y en lugar de f(x) , esto es y = 2z — 3 por lo que
decimos que y estd en funcion de x, ademds que x es la variable independiente y y es la variable
dependiente.

Observaciéon 10.4. Notemos que cuando se trata de una recta no es necesario que hagamos tantas
evaluaciones, de hecho podemos hacer la grdfica como la hacemos usualmente.

181



10.1. REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

10.1.2. Graficas de cuadraticas

Hacemos la tabulacion escogiendo en principio los valores enteros de —3,

-2, -1,0, 1, 2, 3.

Ejemplo 10.1.2

Hacer la gréfica de la cuadrdtica g(z) = 22

SOLUCION: La evaluacién correspondiente es:

x| 8(x) | (x.8(x))
—3] 9 [(=3,9
—2| 4 [(=2,9)
1 1 [ (=11
0] 0 | (0,0)
1| 1 | (1,1
2 | 4 | (2,4)
319 | (3,9
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10.1. REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

Figura 10.3: Gréfica de la funcién f(z) = x?

Ejemplo 10.1.3

Hacer la gréfica de h(z) = 2% — 22 — 2
SOLUCION:

8
=

8
~—
=

=
—
&

|
w0
—_
w
—~

|
w
—_
w0
~—

[\
|~ =|—]—~
~— | — | — | —|~—

183



10.1. REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

Figura 10.4: Gréfica de la funcién h(x) = 2% — 22 — 2

10.1.3. Meétodo grafico para resolver ecuaciones de segundo grado

Cuando resolvemos ecuaciones de segundo grado por medio del método gréafico igualamos a cero.
Tomamos del ejemplo anterior 22> — 2x — 2 = 0, lo que buscamos graficamente es localizar en qué
valores cruza la grafica el eje x.

Resolviendo la ecuaciéon notamos que a =1 b= =2 ¢ = —2. Al sustituir estos valores en la
\/ —2)2 4 ( 2) 2+V12
2(1) 2
pero aproximadamente las soluciones son x; ~ 2.73, x5 ~ —0.73, mismas que podemos observar

son aproximadamente los puntos donde cruza la grafica de la figura 10.4.

. 12 no tiene raiz exacta

formula general obtenemos x =

Observacién 10.5. Cuando hacemos una grdfica de una funcion cuadrdtica y ésta no cruza el eje
x, podemos concluir que no tiene solucion la ecuacion cuadrdtica igualada a cero.

Ejemplo 10.1.4

Verificar usando el método gréfico que 222 — x 4+ 5 = 0 no tiene solucién.
SOLUCION: Tabulamos la funcién correspondiente que es flz)=22>—2z+5
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10.2. FUNCIONES PARES E IMPARES

z | f(@) | (z, f(z))
—3| 26 | (—3,26)
—2| 15 | (—2,15)
1] 8 | (-L,9)
0] 5 | (0,5)
1] 6 | (1,6)
2 | 11 | (2,11)
3| 20 | (3,20)

Parte de la grafica es:

Figura 10.5: Gréfica de la funcién f(z) = 22% — 2 +5

Se observa que la gréfica no cruza el eje z. Por lo tanto f(x) = 22%> — x + 5 nunca es igual a cero y
en consecuencia 222 — x + 5 = 0 no tiene solucién.

10.2. Funciones pares e impares

Definicién 10.2. Una funcion f es par si al evaluar un nimero y su negativo obtenemos el mismo
resultado esto es: f(x) = f(—x).
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10.2. FUNCIONES PARES E IMPARES

Definicién 10.3. Una funcion f es impar si al evaluar un nimero y su negativo obtenemos que
sus resultados son diferentes sélo en signo, esto es f(x) = —f(—x) y f(—x) = —f(x).

Observacién 10.6.

s Cuando una funcion es par, su grdfica del lado izquierdo del eje Y es un reflejo del lado
derecho, por esta razon podemos solo hacer la evaluacion de algunos valores positivos pues
los valores negativos tendrdn los mismos resultados.

s Cuando se detecta que una funcion es impar, hacemos las evaluaciones correspondientes
de los valores positivos, y para obtener los nimeros negativos le cambiamos el signo a los
resultados.

= Fxisten funciones que mo son pares ni impares.

Ejemplo 10.2.1

Verificar que la funcién f(x) = 2® — 2 es par
SOLUCION: Para constatar de que se trata de una funcién par se evalia —x

f(=z) = (-x)* =2 =2" -2 = f(x).

Hacemos la siguiente tabulacién:

f(x) | (, f(2)) | (=2, f(z))
-2 | (0,-2)
1,-D) | (-1,-1)
2 (2,2) (—2,2)
T B [ (=37

W~ OR
|
[—

Obtenemos la siguiente gréfica de la figura 10.6
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10.2. FUNCIONES PARES E IMPARES

Figura 10.6: Gréfica de la funcién f(r) = z? — 2

Ejemplo 10.2.2

La funcién g(z) = 2 4+ = es una funcién impar pues al hacer la evaluacién
—g(=z) = =((-2)" + (-2)) = =(=2" —2) = 2" + v = g()

hacemos la tabulacién correspondiente:

z | g) | (z,9(x) | (=2, —g(z))

0] 0 (0,0)
0.5 |0.625 | (0.5,0.625) | (—0.5, —0.625)
1] 2 (1,2) (—1,-2)

1.5 | 4.875 | (1.5,4.875) | (—1.5, —4.875)

y obtenemos la siguiente gréfica de la figura 10.7
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10.2. FUNCIONES PARES E IMPARES

Figura 10.7: Gréfica de la funcién f(z) = 23 +

P

Ejemplo 10.2.3

Verificar qué tipo de funcién es h(z) =z + 1
SOLUCION: Notamos que

h(—z) = —x+ 1 # h(x)
—h(—z)=—((—2)+1) =2 —-1# —h(x)

por lo tanto h(z) no es par ni impar.
Hacemos la tabulacién:

x| h(z) | (z,h(z))
=3 =2 [(=3,-2)
=2 =1 [(=2,—-0)
“1] 0 | (=10
0 T | (0,0
1] 2 | (1,2
2 | 3 | (2,3)
3 4 | (3,4)
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10.3. TRANSFORMACIONES DE FUNCIONES

Obtenemos la gréfica de la figura 10.8

Figura 10.8: Grafica de la funcién f(z) =z +1

10.3. Transformaciones de funciones

Cuando tenemos identificada la grafica de una funcién f, y ésta se ve modificada por una constante
podemos esbozar la grafica de la nueva funcién sin hacer la tabulacién correspondiente.

10.3.1. Traslacion de funciones

Teorema 10.1. Sea f una funcion cuya grdfica es conocida y ¢ > 0 entonces:

1. Sig(x) = f(z)+ c se traslada la grdfica de f(x) ¢ unidades hacia arriba.

1. Sig(z) = f(x) — ¢ se traslada la grifica de f(x) ¢ unidades hacia abajo.
. Si g(x) = f(x + ¢) se traslada la grdfica de f(x) ¢ unidades hacia la izquierda.
v. Sig(x) = f(x — c) se traslada la grifica de f(x) ¢ unidades a la derecha.

Ejemplo 10.3.1

Haz la grafica de las siguientes funciones:
a) g(z) =22 +3
b) h(z) = (x+2)> -1
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10.3. TRANSFORMACIONES DE FUNCIONES

SOLUCION: a) g(x) = 2+ 3 entonces simplemente se traslada la grafica de f(z) = 2 3 unidades
hacia arriba de acuerdo con la figura 10.9

Figura 10.9: Grafica de la funcién g(z) = 2% + 3

b) h(z) = (z + 2)® — 1 en este caso se traslada la gréfica de la ciibica f(z) = 2® 2 lugares hacia la
izquierda y un lugar hacia abajo. Obtenemos la grafica de la figura 10.10
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10.3. TRANSFORMACIONES DE FUNCIONES

10.3.2. Dilatacion de funciones

Cuando se multiplica una funcién por una constante la grafica de la funcién se estira o se aplana.
Definicién 10.4. Sea f una funcion cuya grdfica se conoce y g(x) =k - f(x)

1. Si k> 1 la grifica de la funcion se “estira”
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10.3. TRANSFORMACIONES DE FUNCIONES

1. 510 <k <1 lagrafica de la funcion se “aplana”

Ejemplo 10.3.2

a) g(z) = 227
x
b) h(z) = —
) hx) =
SOLUCION: a) g(z) = 227 esto es el doble de la funcién cuadrdtica. La gréfica correspondiente se
observa en la siguiente figura 10.11

Figura 10.11: Gréfica de la funcién g(z) = 222

b) h(x) = — esto es la cuarta parte de la funcién cuadratica, como se muestra en la gréfica de la figura
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10.3. TRANSFORMACIONES DE FUNCIONES

| | |
T T T

-5 -4 =3

Figura 10.12: Gréafica de la funcién h(z) = —

10.3.3. Reflexion de funciones

Otra transformacién de funciones es cuando se observa que la funcién sélo difiere con un signo
negativo.

Definicién 10.5. Sea f una funcidn cuya grdfica se conoce, entonces: si g(x) = —f(x), la grdfica
correspondiente es la de f, reflejada con respecto al eje X.

Ejemplo 10.3.3

Esboza la gréfica de g(z) = —2?
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10.4.

FUNCIONES INYECTIVAS, SUPRAYECTIVAS Y BIYECTIVAS

%

Figura 10.13: Gréfica de la funcién g(z) = —z?

SOLUCION:

10.4.

Definicién 10.6. Una funcion f es inyectiva si para x1 y xo (elementos del dominio), x1 # x2 y

entonces f(x1) # f(x2).

Observaciéon 10.7. Para determinar de forma grdfica si una funcion es inyectiva se trazan lineas
horizontales: si éstas tocan solo en un punto a la funcion, es inyectiva; si tocan en 2 puntos, no es

myectiva.

Definicién 10.7. Una funcion [ se dice que es suprayectiva o sobreyectiva si para cada elemento

y del codominio existe un elemento del dominio x tal que f(z) =vy.
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10.4. FUNCIONES INYECTIVAS, SUPRAYECTIVAS Y BIYECTIVAS

Observacién 10.8. Para determinar en forma grdfica si una funcion es sobreyectiva, trazamos
rectas horizontales, recorremos todo el eje Y y debe tocar a la grdafica de la funcion al menos en
un punto. Si esto pasa se trata de una funcion suprayectiva.

Definicién 10.8. Una funcion f se dice que es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva al mismo
tiempo.

Ejemplo 10.4.1

Determinar si las siguientes funciones son inyectivas, suprayectivas y en su caso biyectivas.
a) f(z)=2x+1
b) f(z) =2

SOLUCION: a) La funcién f(x) = 2241 es inyectiva pues si f(z;) = f(z5) implica que 227 +1 =
2x9 + 1, restando —1 a ambos lados se obtiene 2x; = 2x,, dividimos entre 2 y se cumple que
T, = T9g.

Figura 10.14: Grafica de la funcién f(x) =2z +1

/
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Podemos observar en la figura 10.14 que al trazar las lineas horizontales éstas cruzan en un sélo
punto a la grafica de la recta, por lo tanto es inyectiva; también es sobreyectiva pues cada linea
horizontal cruza la gréfica en un punto; y podemos concluir ademas que es biyectiva.

195



10.5. FUNCION INVERSA

b) La funcién f(z) = x? no es inyectiva pues f(2) = f(-2) = 4.

Figura 10.15: Gréfica de la funcién f(z) = 222
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Podemos observar en la figura 10.15 que al menos una de las rectas horizontales toca la grafica en
dos puntos, por lo tanto, la funcién f(x) = 2 no es inyectiva. Tampoco es sobreyectiva pues no
tenemos grafica para nimeros negativos, esto quiere decir que no existe un nimero que al cuadrado
sea igual a —1. Ademas no es biyectiva.

10.5. Funcion inversa

Definicién 10.9. Sea f : [a,b]— > [c,d] cuyo dominio es [a,b] y cuyo codominio es [c,d] si la
funcion f es biyectiva, entonces existe f~1 : [c,d]— > [a,b] cuyo dominio es el codominio de f
[c,d] y cuyo codominio es el dominio de f [a,b]. f~' es llamada la funcién inversa de f.

Observacién 10.9. f~! el menos uno indica que es inversa. Evitar confundirlo como un expo-
nente.

Para obtener la funcion inversa lo que se hace es igualar la funcién a una variable y después
despejar x. Se sustituye la variable por x y se obtiene finalmente la funcién inversa.

Ejemplo 10.5.1

2 1
Determinar la funcién inversa de la funcién f(z) = x;
SOLUCION: Como se trata de una recta sabemos que es biyectiva, y dominio y codominio son igual

a R.

196



10.5. FUNCION INVERSA

Hacemos a = 20 + 1. Despejamos = de la ecuacidén obtenemos:
3a =2z + 1,
3a—1=2x
_3a—1
T

o 3r—1
Por lo tanto, la funcién inversa es f~!(z) = :

La grafica de f aparece punteada en la figura 10.16

2 1
Figura 10.16: Graficas de la funcién f(x) = x;— y funcién inversa f~!(z)

_3x—1
2

Ejemplo 10.5.2

Determinar inversa de g(x) = 22 adecuando dominio y codominio.

SOLUCION: La funcién cuadrética g(z) = 22 es biyectiva con dominio [0, 00) y codominio [0, c0).
a = x* despejamos para determinar la funcién inversa x = +/a, queda g~*(z) = \/x, con dominio
[0,00) y codominio [0, c0). La gréfica correspondiente es 10.17
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10.6. FUNCION VALOR ABSOLUTO

2 1 3r—1
Figura 10.17: Graficas de la funcién f(x) = x;— y funcién inversa f~!(z) = x2
10.6. Funcion valor absoluto
Definicién 10.10. Sea z € R, la funcién valor absoluto de x se denota como f(x) = |x| y se

define como:

{f(x):x siz >0

flz)=—x stz <0

10.6.1. Caracteristicas de f(z) = |z|

I. El dominio de la funcién valor absoluto son todos los nimeros reales R.

1. La funcién valor absoluto es par pues f(z) = f(—x). Notemos que si x > 0 entonces —z < 0
y por lo tanto f(z) =xy f(—z) = —(—x) = x. Sucede lo mismo si x < 0.

1. Hacemos la tabulacién correspondiente para obtener la gréafica:

v | f(z) | (z, f(2)) | (==, f(2))
07 0 | {0,0)

1 1 | L) | (-L1)
21 2 | (2,2) | (-2,2)
3] 3 | (3,3) | (-3,3)

198



10.7. EJERCICIOS

Figura 10.18: Gréfica de la funcién f(x) = |z
3 4

1v. Como podemos observar en la grafica 10.18, la funciéon no es ni inyectiva ni sobreyectiva, por
ende no es biyectiva, y por lo tanto no tiene inversa.

10.7. Ejercicios

Ejercicio 10.7.1. Determina si las siguientes relaciones son funciones o no.

a) Estatura de los ninos de un grupo en el jardin de ninos. Usa como dominio un grupo de ninos.
b) El deporte que practican los estudiantes de AGAS. Usa como dominio un grupo.

c¢) ;Cudntos dias tiene un mes? Usa como dominio los meses del ano.

d) Mes correspondiente al signo zodiacal. Usa como dominio los 12 signos del Zodiaco.

Ejercicio 10.7.2. Sea f(x) = 2* — 5z + 2. Haz las siguientes evaluaciones:

a) f(1)
b) f(=7)
c) f(=3)
d) £(0)

Fjercicio 10.7.3. Sea g(a) = (1 + a)(3a — 2). Haz las siguientes evaluaciones:
a) g(—2)
b) g(0)
c) g(1)

) 9(

Q

d) ¢(2)
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10.7. EJERCICIOS

dp+1

EjeTCiC?:O 10.7.4. Sea t(p) = W

a) t(%)
b) t(2)
c) t(—1)

Ejercicio 10.7.5. Considera f(z) = 62° — 52 — 10z + 2. Haz las siguientes evaluaciones:

Haz las siguientes evaluaciones:

1+a
3a — 2

Ejercicio 10.7.6. Considera g(a) = . Haz las siguientes evaluaciones:

a) g(=2)

) 9(0)

c) g(1)

d) 9(2)

Ejercicio 10.7.7. Considera h(z) = /37 + 1. Haz las siguientes evaluaciones:

o
Q

d) h(2)

a) f(z)=z—3
b) g(z) = 4z + 7
¢) h(z) =3z —8
d) flz) =a® — 4z +2



10.7. EJERCICIOS

e) g(z) = 22% + 5z — 2
f) h(z) = =322 + 4z + 2

Ejercicio 10.7.9. Determina si las siguientes funciones son pares, impares o ninguna de las dos:

a) flz) ==

b) g(z) =2 — 1
¢) h(z) =22+
d) f(z) = -2

¢) g() = a° — 2
£) h(z) = 2% + 1
g) flz)=ux

h) g(z) =z — 1
i) h(z) =22 +1

a) f(z) = (v —2)* -2
b) g(z) =z +3

¢) h(z) = (v —1)3

d) flx)=2—-1

e) g(x) = (z+3)* -2
f) h(x):x3+%

Ejercicio 10.7.11. Esboza la grafica de las siguientes funciones:

a) f(z) =3
b) h(z) _%3
0) g(a) =3
d) f(x) =4(x—1)
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10.7. EJERCICIOS

e) h(z) = % —1
f) g(x) =223

a) f(x) = —a’
b) g(z) = —(a* + 1)
¢) h(x)=—x

Ejercicio 10.7.13. Determina cudales de las siguientes funciones son inyectivas, sobreyectivas y
biyectivas:

a) f(r) = —-3x — %
b) f(z) =1— 22
) flz)=a?

Q) Sy ==

Q) fla)= "0

Ejercicio 10.7.14. Determina la funcion inversa dominio y codominio de las siguientes funciones:
a) f(r)=2x+1

b) g(z) = 2°
_31’—7
5

d) f(z) = (x —1)* + 2, tomar como dominio [1,00) y codominio [2, o]

c) h(z)

e) g(x) =22 +1
Ejercicio 10.7.15. Haz la grafica de las siguientes transformaciones de la funcién valor absoluto:
a) f(z) = |z[+1
b) g(z) = |z — 2|
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10.7. EJERCICIOS

Q) f(e) = o~ 5] +4

e) f(x) = —lz|

Ejercicio 10.7.16. Haz la grafica de las siguientes funciones:
1

a) f(z) = 3%~ 3

Ejercicio 10.7.17. Haz la evaluacion que se pide de las siguientes funciones, localiza en el plano los
puntos y esboza la grafica:

a) f(z) =7=3x f(2), f(=3), f(5), f(0)

2 -1
b) M) = 5

¢c) flx)=8"enzx=-3,-2,—-1,0,1,2,3

enx=-3,—-2,—1,0,1,2,3

d) h(z) =1In(z) en . =1,2,3,4,5,6,7
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11
Logaritmos y exponenciales

11.1. Potencias de 10 y exponenciales

Las potencias de 10 son una forma de escribir en forma reducida nimeros muy grandes o muy
pequenos.

Ejemplo 11.1.1

a) 1000=1x10x10x 10 =1 x 103
b) 10000 =1 x 10 x 10 x 10 x 10 =1 x 10*
En el ntimero 1 x 10%, 10 se llama base y 4 es llamado exponente.
Observacién 11.1. 1. La base es siempre un nimero positivo.
11. El exponente puede tomar cualquier valor: positivo, nulo o negativo.
1. El exponente cuando es positivo indica el numero de veces que se debe multiplicar por la base.
1v. Cuando el exponente es nulo, el resultado es 1.

V. Si el exponente es negativo indica el numero de veces que se debe dividir entre la base.

Ejemplo 11.1.2

Escribir el nimero equivalente a las siguientes potencias
a) 5x10°
b) 2 x 1073
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11.2. FUNCION EXPONENCIAL

SOLUCION:
a) 5x10°=5x1=5

b) 2 x 1073 = = 0.002

~10-10-10

Ejemplo 11.1.3

Escribir la funcién correspondiente a la funcién f(z) = 2*.

SOLUCION: Como el exponente puede tomar cualquier valor, en este caso si podemos hacer la
evaluacién con los valores: —3, =2, —1, 0, 1, 2, 3.

v | -3 | 2 |-1]0]1]2]3
F(z) (0125025 |05 |1|2]4]8

Figura 11.1: Gréfica de la funcién f(x) = 2*

Observamos que la funcién f(z) = 2” es inyectiva y es sobreyectiva en el intervalo (0, c0) del eje Y.

11.2. Funcién exponencial

La funcién f(x) = e” es conocida como la funcién exponencial. El nimero e es irracional (seccién
2.5)
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11.3. LEYES DE LOS EXPONENTES

x -3 -2 -1 0 1 2 3
f(z) | 0.0497 | 0.1353 | 0.3678 | 1 | 2.7182 | 7.3890 | 20.0855

Figura 11.2: Gréafica de la funcién f(x) = e®

11.3. Leyes de los exponentes

Sea a >0
I. ama® = g™t
L. (ab)™ = a"b"

mur. (a™)™ = a™m

IV. =q" "

VI. a’ =1sia#0
VIL

VIIL a? =+/a
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11.4. LOGARITMOS

Ejemplo 11.3.1

a) 3233 = 35 = 243

11
42= 2 ==
°) 216
f) 36 _ V36 _6

49 49 7
g) 92 = (9%)2 =729 =270
9% = (92)3 = (1/9)3 = 33 = 27,

es decir, obtenemos lo mismo.
h) ((25)(9))2 = 25292 = /25,9 =5-3=15

) 272270 =272 — 0T = — =

11.4. Logaritmos

El logaritmo de un ntimero x en base b pregunta a qué exponente debe elevarse b para obtener z.
Esto se denota log, x = L, se lee “logaritmo base b de z es igual a L.”
Para verificar se debe cumplir b” = z.

Ejemplo 11.4.1

Determinar los logaritmos siguientes:
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11.5. CALCULO DE LOGARITMOS

a) log,8

)

b) logg 64
)
)

c) logy 3

d) log;1
SOLUCION:
a) log,8 =7

Nos preguntamos a qué exponente tenemos que elevar el 2 para obtener 8, esto es, encontrar x tal
que 2% = 8 sabemos que ese nlimero es el 3.

Por lo tanto log, 8 = 3
b) logg 64 = 2 pues 8% = 64
1 1
c) logy3 = 5 Ppues 92 =3

d) log; 1 =0 pues 7° =1

11.5. Calculo de logaritmos

Usando la calculadora podemos determinar directamente logaritmos base 10, usando la tecla “log”,
y los logaritmos base e denotado por In llamado logaritmo natural.

Ejemplo 11.5.1

log, 20 = log 20 ~ 1.30103
Inb ~ 1.60944
log 163 ~ 2.21219

Para calcular un logaritmo en cualquier base podemos utilizar cualquiera de las siguientes férmulas:

log N
log, N =
8 log b
0
In N
logy N = ——
©8b Inb
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11.6. PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS

Ejemplo 11.5.2

logh Inb
= —— ~ 2321
log2  In2 32193

notamos que 223219 ~ 5

a) Calculamos log, 5 =
b) log 100 = 2
In2 =~ 0.693

C

(S

)
)
d) log7 ~ 0.845 notemos 10°%% =~ (6.998
) log; 1.5 ~ 0.369

)

f) loggs 3 ~ 0.246

1
g) log, 5= -0.5

11.6. Propiedades de los logaritmos

Las siguientes propiedades se cumplen sin importar la base b > 0 con la que se esté trabajando.

L. log,(MN) = log, M + log, N

M
1I. log, (N) = log, M —log, N

1I. log, M" = rlog, M

En el siguiente ejemplo, se aplican las propiedades anteriores para encontrar los valores de logarit-
mos que se pueden verificar utilizando una calculadora.

Ejemplo 11.6.1

a) log(3-4) =log3+log4 = 0.4771 + 0.6021 = 1.0792

b) In (g) =In3—-1In2=1.0986 — 0.6931 = 0.4055
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11.7. GRAFICA DE LA FUNCION LOGARITMO

c) log3% = 2log3 = 2(0.4771) = 0.9542

mas, mos reescribir IT ndo, cualquier expresio rai
Ademsds, podemos reescribir va sea desarrollando o compactando, cualquier expresién algebraica
que involucra logaritmos.

Ejemplo 11.6.2

Utilizar las propiedades de logaritmos para desarrollar las siguientes expresiones logaritmicas

cx
=1
a) y =log (x_?))
b) y = Ina*y/2x + 3

1 1
—Z1 — ) — =1
c)y 5 og(r —y) 7 logz
d y=Inc—Inzx+3n(zx+1)

SOLUCION:

a) y=10g<

CT

3) = log cx —log(z — 3) = log ¢ + log x — log(x — 3)

€T —

1
b) y=mna*y2x+3=Inz>+Iny2z+3=2Inz+ gln(2x+3)

1 1 : ;

©) y =gl —y) — 3logw =log(w —y)* —loga? =log =~

d) y=Inc—Inz+3ln(z+1)=1In <E) +In(z +1)° = In <<£> ($+1)3> =In clz +1)°
i

11.7. Grafica de la funcién logaritmo

A diferencia de los polinomios, donde podemos escoger como valores para evaluar —3, —2, —1, 0, 1,
2, 3, en este caso no podemos tomar valores negativos o cero. Tiene sentido preguntar a qué valor
tenemos que elevar, digamos 2, para obtener 0 o un nimero negativo, pues esto no esta definido.

Ejemplo 11.7.1

Hacer la gréfica de f(z) =Inz
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11.7. GRAFICA DE LA FUNCION LOGARITMO

SOLUCION: Para hacer la tabulacién tomamos valores positivos esto es x > 0:

x 0.001 |1 2 3 4 5
f(x) | -6.9077 | 0 | 0.6931 | 1.0986 | 1.3862 | 1.6094

Figura 11.3: Grafica de la funcién f(z) =Inx

La funcién f(x) = In(x) es inyectiva y sobreyectiva.

Ejemplo 11.7.2

Hacer la gréfica de f(x) = log(x — 3) +5
SOLUCION: Notamos que x — 3 > 0, pues logaritmo no esta definida ni en cero ni para nimeros
negativos. Como x — 3 > 0 tenemos que x > 3 y hacemos la siguiente tabulacién:

x [ 314 3 6 7 8
f(z) | 4 | 5153010 | 54771 | 5.6020 | 5.6989
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11.8. ECUACIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

Figura 11.4: Gréfica de la funcién f(x) = log(x — 3) +5

También se puede hacer la traslacién correspondiente 3 lugares a la derecha y 5 lugares arriba.

11.8. Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

Para resolver este tipo de ecuaciones, agregamos a la lista de propiedades de la igualdad 5.1 las
siguientes propiedades:

I. Sia=0bentonces Ina = Inb.

1. Si a = b entonces e = €.
1. Si a = b entonces log,.a = log,. b.

IV. Si a = b entonces z% = .

V. Silna = b entonces a = eb.

VI. Silog, a = b entonces a = z°.
VII. Sie® = b entonces a = Inb.
VIII. Siz® = b entonces a = log, b.
IX. In(e”) =z

X. e =g

XL logy(b*) = x
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11.8. ECUACIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

XII. blogv® — g

Ejemplo 11.8.1

Resolver 3% =7

SOLUCION: Un procedimiento para resolver 3% = 7 es calcular logaritmo base 3 a ambos lados
para aplicar la propiedad XI:

log3(3") = logs(7),
por lo cual

log7
=1 = —— =1.7712
r = log, 7 log3 7

Ejemplo 11.8.2

Resolver 3¢+ = 5¥+2

SOLUCION: Calculamos logaritmo a ambos, lados esto es
In(3°+4) = In(57+2)
aplicamos propiedades de logaritmos, obtenemos:
(x+4)In3 = (z+2)Inb

queda una ecuacién de primer grado:

(In3)z + (In3)4 = (In5)x + (In5)2

(In3)z — (Inb)z = (In5)2 — (In3)4

z(In3 —In5) = (In5)2 — (In3)4

~ (In5)2— (In3)4
r= e = 23013

Ademaés podemos hacer la comprobacion correspondiente evaluando en la ecuacion original del
ejemplo anterior

1015 ~ 32.3013+4 — 52.3013+2 ~ 1015.
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11.9. APLICACIONES DE LAS FUNCIONES EXPONENCIALES

Ejemplo 11.8.3

Resolver 1 + 2271 =7
SOLUCION: Aplicamos propiedades de la igualdad

277l =7-1=6
ahora calculamos logaritmo a ambos lados:
In2*' =1n6
(x—1)In2=1n6
(In2)xr —In2=1n6

B In6+1n2

~ 3.5849
In2

T

11.9. Aplicaciones de las funciones exponenciales

En esta seccion se usaran las propiedades de logaritmos y exponenciales para resolver problemas.

Ejemplo 11.9.1

La poblacién N(t) (en millones) de la Reptblica Mexicana, ¢ afios después de 1980, se puede calcular
mediante la férmula N(t) = 67¢%0177,

a) Haz la gréfica
b) ;Cudntos habitantes tenia la Repdblica Mexicana en 19807
c) ¢Cuantos habitantes en 19857

d) ¢Cuando tendra 150 millones de habitantes?

SOLUCION: En este caso nos dice que empieza en 1980, esto no significa que ¢t = 1980, lo que se
tiene es que t = 0, 1981 corresponde a t = 1 etcétera. Hacemos la siguiente tabulacién:

ano | 1980 | 1985 1990 1995 | 2000 | 2005 2010
t 0 5 10 15 20 25 30
N(t) | 67 | 73.199 | 79.973 | 87.374 | 95.45 | 104.29 | 113.942
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11.9. APLICACIONES DE LAS FUNCIONES EXPONENCIALES

Figura 11.5: Poblaciéon de México a partir de 1980
N(t)

110 A

100

90 A

80

70 1

50 T

40 +

30 T

10 +

| | | | | t

T T T T T

5 10 15 20 25 30
1980 1990 2000 2010

Con la tabla podemos decir que en 1980 la poblacién en México era de 67 millones de habitantes. En
el afio 1985 eran 73.199 millones de habitantes aproximadamente.

Para saber cudando seran 150 millones de habitantes: en este caso la incégnita es t, por lo que nos queda
la ecuacién:

150 = 67e20177

150
67

150
1 =1 0.0177t
n < o ) n(e )

— 00177t

In150 — In67 = 0.0177¢

B In150 — In 67

~ 45.
0.0177 553

216



11.9. APLICACIONES DE LAS FUNCIONES EXPONENCIALES

Sumando esto a 1980 obtenemos que, aproximadamente a mediados del 2025, la poblacién en México
serd de 150 millones.

Ejemplo 11.9.2

Si se ingiere una pastilla de 100mg contra el asma y hay ausencia del medicamento en el cuerpo cuando
se toma por primera vez, la cantidad total A en el torrente sanguineo, después de t minutos, estd
pronosticada por A(t) = 100(1 — (0.9)") para 0 < ¢ < 10.

a) Traza la gréfica de la funcién.
b) Determina cudntos miligramos entran al torrente sanguineo a los 2 minutos.
c) Determina cuantos miligramos entran al torrente sanguineo a los 5 minutos.

d) Determina los minutos necesarios para que 50 miligramos del fairmaco entren en el torrente sanguineo.

SOLUCION: a) La gréfica corresponde a la tabulacién

13 O 1|2 3 4 5 6 7 8 9 10
A(t) | 0] 10 | 19| 27.1 | 34.39 | 40.95 | 46.85 | 52.17 | 56.95 | 61.25 | 65.13

Figura 11.6: Grafica de la funcion del medicamento A

A(t)
60 +

40 +
30 T

20 +

b) Entran 19mg a los 2 minutos.

c) Entran 40.95 mg a los 5 minutos.
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11.10. EJERCICIOS

d) Ahora resolvemos la ecuacién
50 = 100(1 — 0.9%)

obtenemos

20

— =1-0.9
100
después

50

.tzl——:
09 100

0.5

y calculando In a ambos lados tenemos

In0.9" =1n0.5
aplicando la propiedad correspondiente tenemos

tIn0.9 =1n0.5

y finalmente

B (n0.5 B

- In0.9 6.5

esto es, aproximadamente a los seis minutos y medio se tienen 50 mg del farmaco en el torrente
sanguineo.

11.10. Ejercicios

Ejercicio 11.10.1. Escribe usando potencias de 10 los siguientes ntimeros
a) 100

b) 100000

c¢) 1000000

Ejercicio 11.10.2. Haz la gréafica de las siguientes funciones exponenciales
a) f(x)=3"-7
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11.10. EJERCICIOS

b) f(z) =3e" +2
c) f(z)=(1-10%)+5

Ejercicio 11.10.3. Utiliza leyes de los exponentes para hacer las siguientes operaciones

Ejercicio 11.10.4. Encuentra los siguientes logaritmos
a) logs9
b) logg 36

1
c) log, 64

d) logy, 100

e) logy 7

Ejercicio 11.10.5. Haz los siguientes ejercicios usando la calculadora
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11.10. EJERCICIOS

i) logss 6

Ejercicio 11.10.6. Desarrolla las siguientes expresiones

FEjercicio 11.10.7. Compacta las siguientes ecuaciones a un sélo logaritmo
a) y =log3 + logx

b) y=2lnzx — %lny

¢c) y=In3—-In9+1In27

d) log3+ 4logx —4logy

e) logh —log6 + log3

f) 3log(z+1) — %log(:): —2)

FEjercicio 11.10.8. Haz la gréafica de las siguientes funciones logaritmicas
a) f(r)=3In(x+1)—1

b) g(x) =log(9x) — 5

Ejercicio 11.10.9. Haz la gréafica de las siguientes funciones

a) f(x) = log(6x)

b) g(x) =log, 2
c) h(r)=€e* =5
d) f(z)=(0.5)*



11.10. EJERCICIOS

In(z +5)
2

£) h(z) = 3% — 2

e) g(x) =

Ejercicio 11.10.10. Resuelve las siguientes ecuaciones
a) 4° =64

b) 321 =27

c) logg 3 + logg(x + 6) = 2

d) 9r*+1 _ 92z

FEjercicio 11.10.11. Resuelve las siguientes ecuaciones (da la solucién aproximada con cuatro cifras
decimales)

a) he?* 1 +11 =30
b) 4ln(5z +3) — 3 = 16

c) blog(7Tx +2)+3 =13
—2z 3:1,‘ 4

(§ =€

®

)
)
)
d) 254 — 4 =60
)
£) 4(1+2e57)° =20
g) logg 16 + logg(x — 2) =2

Ejercicio 11.10.12. Determina qué propiedades de los exponentes se usan en las siguientes expre-
siones

a) 5((0.2)°)°
b) (3(2)%) (—4(2)°)
2537
©) Jg
d) (=5)°
e) 2710
f) (47%)(47°%)
FEjercicio 11.10.13. Calcula los siguientes logaritmos y exponentes

a) logs 18
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11.10. EJERCICIOS

Ejercicio 11.10.14. La férmula p(h) = 14.7¢70%-9000385" phermite calcular la presién del aire p(h)
(Ib/pulg?) a una altitud de h pies sobre el nivel del mar.

a) Haz la gréfica correspondiente

b) ;Cuél es la presién al nivel del mar?

c) ;Cudl es la presion a 10000 pies sobre el nivel del mar?
d) /A qué altitud h la presién del aire sera de 101b/pulg??

FEjercicio 11.10.15. El peso W (en kg) de una elefanta africana, a la edad de ¢ (en anos), puede
aproximarse mediante W (t) = 2600(1 — 0.51e0-075%)3,

a) Aproxima le peso al nacer
b) Haz la gréfica correspondiente
c) Estima la edad de una elefanta africana de 1800kg

Ejercicio 11.10.16. El cuerpo elimina un producto a través de la orina. Supon que para una dosis
de 10myg, la cantidad A(t) restante en el cuerpo ¢ horas después, estd dada por A(t) = 10(0.8)%, y
que para que sea efectiva, al menos 2mg deben estar en el cuerpo.

a) Haz la gréfica de la funcién
b) Determina cuantos miligramos restan en el cuerpo a las 3 horas
¢) Indica cudndo quedarédn 2mg en el cuerpo

Ejercicio 11.10.17. El aumento de la altura arboérea se describe a menudo mediante una ecuacién
120

logistica. Supén que la altura h (en pies) de un arbol de edad ¢ (en afos) es h = 1 200002

a) Traza la gréafica correspondiente
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11.10. EJERCICIOS

b) ;Cudl serd su altura a los 10 anos?
c) (Cudl serd su altura a los 20 anos?
d) ;A qué edad medira 50 pies?

Ejercicio 11.10.18. A un grupo de estudiantes de nivel elemental se les ensené a dividir durante
una semana y luego se les examing; la calificaciéon promedio fue de 8.5. De ahi en adelante se les

practic6 un examen semejante, sin repasar la materia. La funcién n(t) (¢ dado en semanas) que

86 — e
representa la nota promedio estd dada por n(t) = 10 <

a) Haz la gréfica de la funcién hasta la semana t = 4

b) Determina en cudntas semanas sin repaso obtendréan calificaciéon reprobatoria (esto es menor a

6)

FEjercicio 11.10.19. El nimero de bacterias de un cultivo estd dado por la férmula N (t) = 50045
donde ¢ se mide en horas.

a) ¢{Cuadl es el numero inicial de bacterias?

b) ;Cudntas bacterias hay en el cultivo después de 3 horas?

c¢) ;Después de cudntas horas serd 10000 el nimero de bacterias?
d) Haz la grafica de la funcién N

Ejercicio 11.10.20. La poblacién de la ciudad de Brujas en Bélgica fue de 112000 en 1994, y la
funcién de crecimiento de la poblacién dada en ¢ afios es B(t) = 112000,

a) Determina la poblacién en el ano 2000
b) (En qué ano alcanzard la poblacién la cifra de 2000007
c) Haz la grafica de la funcién B(t)

Ejercicio 11.10.21. Un cultivo se inicia con 8600 bacterias. Después de una hora, el conteo alcanza
10000.

a) Determina el valor a en la funcién N(t) = 8600e™ (usa 4 cifras decimales)

b) Comprueba el resultado a la hora usando la férmula para calcular la poblacién de bacterias en
t=1

c¢) Determina el nimero de bacterias después de 2 horas

d) ;Después de cudntas horas se duplicara el nimero de bacterias?

223



11.10. EJERCICIOS

Ejercicio 11.10.22. En una cena se sirve un tazon de sopa caliente. Empieza a enfriarse de acuerdo
con la ley de enfriamiento de Newton, de forma que su temperatura en el tiempo t estda dada por
T(t) = 18 4+ 63¢7%% donde ¢ se mide en minutos y T en C°.

a) ;Cudl es la temperatura inicial de la sopa?

¢) ;Después de cuanto tiempo llegara a la temperatura de 36° C?

)
b) ;Cudl es la temperatura después de 10 minutos?
)
d)

Haz la grafica
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. ) 12
Trigonometria

La trigonometria es la rama de la matematica que comprende la medicién de triangulos.
Los triangulos podemos clasificarlos en tres tipos:

= Un triangulo equilatero es aquel donde todos los lados miden lo mismo.
= Un triangulo isosceles tiene dos lados iguales y uno desigual.

= Un tridngulo escaleno tiene todos sus lados desiguales.

En general, si conocemos parte de la informacién de un triangulo, podemos determinar cuanto
miden sus lados o sus angulos interiores.

Definicién 12.1. Un tridngulo rectingulo es un triangulo escaleno que tiene un dngulo recto, es
decir, mide 90°.

Cada uno de los lados de un tridngulo rectangulo recibe un nombre, estos nombres dependen de
cudl de los angulos restantes distintos a 90° se ocupa.

Cateto opuesto

Cateto adyacente
Definicién 12.2. La hipotenusa es el lado mdas largo del tridngulo rectdngulo.

Definiciéon 12.3. El cateto opuesto es el lado que queda justo frente del dngulo .

Definiciéon 12.4. El cateto adyacente es el lado que, junto con la hipotenusa, forma el angulo .
(Recuerdemos que “adyacente” significa “junto a”.)
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12.1. TEOREMA DE PITAGORAS

12.1. Teorema de Pitagoras

Usando este teorema podemos calcular un lado cuando nos dan la informacién de los otros dos.

Teorema 12.1. El cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

3 h2:a2—|—b2

Ejemplo 12.1.1

Determina cudnto mide el lado h; considera que estd dado en centimetros:

3em

—

4dem

SOLUCION: Notemos que no conocemos la hipotenusa, asi que sustituimos los otros datos en la
férmula

h2=32442=94+16=25
h =25 =5.

En este caso no consideramos la raiz negativa pues se trata de una medida de longitud, la cual es
positiva. Por lo tanto el lado que falta mide 5 centimetros.

Ejemplo 12.1.2

Determina cudntos centimetros mide el lado a
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12.2. RAZONES TRIGONOMETRICAS

Tcm

SOLUCION: Ahora sustituimos la informacién. En este caso son la hipotenusa y un cateto:

92 = a2 + 77
obteniendo
81 =a’+49
despejamos
a’? =81 —49 = 32
esto es

a = /32 ~ 5.65.

Por lo tanto el cateto a mide aproximadamente 5.65 centimetros.

12.2. Razones trigonométricas

Los lados y el dngulo distinto al recto de un tridangulo rectangulo estan relacionados por las razones
trigonométricas. Las tres principales son:

cateto opuesto
sen(a) =

hipotenusa
_ cateto adyacente

cos(a
(@) hipotenusa
cateto opuesto

tan(a) =

Cateto opuesto

cateto adyacente

Cateto adyacente
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12.2. RAZONES TRIGONOMETRICAS

Ejemplo 12.2.1

Los griegos notaron que las fracciones o razones anteriores se cumplian siempre para triangulos con el
mismo angulo, por ejemplo los siguientes tridngulos:

10
0 )
3
4
8
4
sen(a) = 16—0 = g = 0.6 cos(a) = 1% =F= 0.8 tan(a) = g = Z =0.75

Observacién 12.1. FEstas se leen “seno de alfa, coseno de alfa y tangente de alfa”. NO ESTAN
MULTIPLICANDO. Si queremos “pasarlas al otro lado” su nombre cambia a arcsen el cual se
lee “arcoseno”, arccos que se lee “arcocoseno” y arctan que se lee “arcotangente” conocidas como
funciones trigonométricas inversas.

Para calcular estas tres razones trigonométricas, usamos la calculadora: seno aparece como “sin”,
coseno como “cos” y tangente como “tan”, mientras que las inversas se obtienen con shift o 2ndf
y son las que estan arriba, que se abrevian como:

arcsen = sen"! arccos = cos™ !y arctan = tan1.

Entonces para aproximar « de la primera razén obtenemos

cateto opuesto
o = arcsen -
hipotenusa

en el caso del ejemplo 12.2.1
a = arcsen(0.6) ~ 36.869°
se puede verificar esto usando un transportador y calculando las otras dos:

c0s(36.869) ~ 0.8

tan(36.869) ~ 0.749.
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12.2. RAZONES TRIGONOMETRICAS

Observamos que se obtienen aproximadamente los valores originales.

Ejemplo 12.2.2

Encuentra tangente, seno y coseno de:

1

SOLUCION: En este caso cateto opuesto y cateto adyacentes son iguales, estamos hablando de la
mitad de un cuadrado, por lo que sabemos que cada uno de los dngulos mide 45° que es la mitad de

90°. Entonces:
cateto opuesto 1 ]

cateto adyacente 1

tan(45°) =
Para calcular seno y coseno necesitamos el valor de la hipotenusa, usando la férmula tenemos
h?=12+12=2
entonces
h=+>2
usando las férmulas de seno y coseno tenemos que

1
sen(45°) = — = cos(45°).

V2

Ejemplo 12.2.3

Considera el siguiente tridngulo, determinar b, sen(«) cos(«), tan(a) y a.

13 5
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12.2. RAZONES TRIGONOMETRICAS

SOLUCION: Para el cateto que no se conoce, usamos el teorema de Pitagoras, esto es
13% = 5% + b?

169 = 25 + b?

despejamos y obtenemos

b=+/169 — 25 = /144 = 12.

Determinar sen(«) cos(a)y tan(«).
Usamos las férmulas y sustituimos directamente:

5
sen(a) = 3

12
cos(a) = T
tan(a) = I

Para encontrar av usamos cualquiera de las anteriores, digamos

12
cos(a) = G

despejamos « obteniendo

12
a=arccos | — | = 22.6°.
13

Ejemplo 12.2.4

Considera el siguiente tridngulo

28°

10
a) Determinar la hipotenusa
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12.3. LEY DE SENOS Y LEY DE COSENOS

b) Determinar cateto opuesto

SOLUCION: a) Para hacer este ejercicio notamos que la informacién que nos dan es cateto ad-
yacente y angulo. Para calcular la hipotenusa buscamos la razén que utiliza cateto adyacente e
hipotenusa, entonces

5(28°) cateto adyacente 10
co = = —
hipotenusa h

esto es, podemos despejar h :

10
h = ———— ~ 11.32 es decir la hipotenusa vale 11.32.
cos(28°)

b) No es conveniente utilizar el valor que acabamos de obtener pues es aproximado, por lo cual usamos
la razén que esta relacionada:

tan(28°) cateto opuesto a
an = - =
cateto adyacente 10

despejamos a, obteniendo
a = 10tan(28°) ~ 5.31

con esto ya terminamos, pero podemos verificar que obtuvimos resultados coherentes al usar el
teorema de Pitagoras, esto es

128.14 = 11.32%2 =~ 102 + 5.31%2 = 128.19.

12.3. Ley de senos y ley de cosenos

El Teorema de Pitagoras solo se cumple para los triangulos rectangulos. En el caso de los triangulos
oblicuos, se cumplen las siguientes leyes de los senos y de los cosenos.

Teorema 12.2. Ley de los senos. En cualquier triangulo, la razon de las longitudes de cualquier
, . . , senA  senB
par de lados es igual a la razon de los senos de los dngulos opuestos correspondientes. =
a

231



12.3. LEY DE SENOS Y LEY DE COSENOS

Teorema 12.3. Ley de los cosenos. En cualquier tridngulo se cumple que el cuadrado del lado
es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados, menos el doble de su producto por el
coseno del angulo opuesto.

a® = b® + 2 — 2bccos A

Para determinar qué ley se va a usar, se identifica la informacion que se da y la que se pide.

Ejemplo 12.3.1

Determinar x en el siguiente tridngulo:

23.1

SOLUCION: Resolvemos primero determinando cudl es el dngulo que falta, sabemos que la suma
de los dngulos internos de un tridngulo da 180°, por lo tanto,

180° — 70° — 52° = 58°.
En este caso se usa la ley de los senos pues sélo se conoce un lado

senbH2° B senbH8&°
r 231"
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12.3. LEY DE SENOS Y LEY DE COSENOS

Puesto que 52° es el angulo opuesto a z y 58° es el opuesto a 23.1, lo que resta es despejar. Para esto
primero resolvamos los productos cruzados obteniendo

23.1(senb2°) = x(senb8°)

finalmente

~ 23.1(sen52°)
N senbH&°

= 21.46.

Ejemplo 12.3.2

Determina el angulo ¢

e R

12

SOLUCION: En este tridngulo conocemos todos los lados pero no los angulos, entonces no podemos
utilizar la ley de los senos. En este caso se pide angulo opuesto al lado que mide 5, por lo tanto: a = 5,
b =12y ¢ = 8 sustituimos en la férmula.

52 = 82 + 122 — 2(8)(12) cos ¥,
desarrollando tenemos
25 = 208 — 192 cos .

Procedemos a despejar ¢, primero se despeja

cos — 25 — 208
S —192
y finalmente
25 — 208
0 = ~ 17.61°
arccos < 1o )
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12.4. APLICACIONES

12.4. Aplicaciones

Usamos el teorema de Pitagoras y las razones trigonométricas cuando tenemos un problema donde
aparece un triangulo rectangulo. En el caso de cualquier otro tridngulo usamos la ley de los senos
o la de los cosenos dependiendo de la informacién proporcionada.

Ejemplo 12.4.1

Un arbol que se encuentra junto a un hospital debe ser cortado por razones de seguridad. Dado que
hay cables de alta tensidn, la Gnica direccidén en la que se debe tirar es frente al edificio. El arbol esta
a 30 metros del edificio. Un supervisor se para justo a una distancia de 15 metros del arbol y mide en
ese punto el angulo de elevacién que es de 55°. Encuentra la altura del drbol y decide si es razonable
cortar el arbol sin pegarle al edificio.

95°

15 m

SOLUCION: Como podemos observar en la figura, el tridangulo que se forma con la altura del
arbol y la distancia al punto donde estd el observador es un tridngulo rectdngulo, entonces, usamos
razones trigonométricas para encontrar la altura del arbol. En este caso buscamos la altura, que es el
cateto opuesto al dngulo 55° y el dato que se conoce es el cateto adyacente. Por lo tanto, la razdén
trigonométrica es la tangente

altura

tanbh® = ———,
an 15 metros

despejamos la altura y obtenemos
altura = 15tan 55° ~ 21.42 metros.

Concluimos que se puede cortar el arbol sin que se corra riesgo de pegarle al edificio.

Ejemplo 12.4.2
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12.4. APLICACIONES

El piloto de una ambulancia aérea est3 volando sobre una carretera recta en San Luis Potosi. El encuentra
que los angulos de depresién a dos postes indicadores de kildémetros, separados por 8 km de distancia
entre si, tienen los valores de 32° y 48°. Determina la distancia de la ambulancia 4rea al poste de la
izquierda de la siguiente figura.

32° e

S8km

SOLUCION: Notamos que ahora se trata de un tridngulo oblicuo, recordemos que la suma de los
angulos justo donde estd la ambulancia aérea debe ser de 180°, por lo tanto el dngulo opuesto al lado
de 8 km es de 100°. El angulo opuesto al lado z es el de 48°.

En este caso se usa ley de los senos

8 :senl00° = x : sen4d8&°,

entonces,
8 T

sen100°  send&°

Despejamos para obtener

B 8sen48&°

= " ~6.0368.
. senl100°

La distancia aproximada del primer poste a la ambulancia es de aproximadamente 6 kilémetros.

Ejemplo 12.4.3

Una carretera diverge en dos carreteras rectas que forman un dngulo de 65°. Dos ambulancias salen
de la interseccién a las 2 : 00 p.m., una viaja a 80‘%m y la otra a 50’%“. i Qué distancia separa a las
ambulancias a las 2 : 30 p.m.?
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12.5. EJERCICIOS

SOLUCION: Primero debemos calcular las distancias que recorren ambas ambulancias en media
hora: la ambulancia que va a una velocidad de 80%’” en media hora recorre 40 km y la que va a 50’%”
recorre 25 km. Como sélo conocemos el dangulo opuesto del lado que buscamos se utiliza la ley de
COSenos:

? =a®>+b>—2abcosa.
c? = (40)? + (25)% — 2(40)(25) cos 65° ~ 1379.76,
por lo tanto,

c =~ V1379.76 ~ 37.145

Media hora después las ambulancias estan separadas por 37.145 kilémetros.

12.5. Ejercicios

Ejercicio 12.5.1. Encuentra el lado que falta en cada uno de los siguientes triangulos rectangulos:

a)

12em

64cm

9cm
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12.5. EJERCICIOS

20cm

FEjercicio 12.5.2. Determina z, sen(«), cos(a), tan(a) y a.

20

21

Ejercicio 12.5.3. Determina « y x del siguiente triangulo.

41
T
l\\

40

Ejercicio 12.5.4. Determina el valor de = del siguiente triangulo.

4.7

23°
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12.5. EJERCICIOS

Ejercicio 12.5.5. Determina el valor de = del siguiente triangulo.

\
30
40

Ejercicio 12.5.6. Determina el lado x o el angulo 6 de los siguientes triangulos:
a)
67°
50
0
70
%\
35°
20
35°
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12.5. EJERCICIOS

44

40

12

Ejercicio 12.5.7. Determina los lados que faltan del tridngulo que se forma con los dientes indicados
y una perforacién en la lengua de acuerdo con la siguiente figura

Ejercicio 12.5.8. Dos socorristas se encuentran separados por 5280 m. Ambos se dirigen a su base.
Si el socorrista A esta en linea recta a la base y el socorrista B sabe que el punto donde esta forma
un angulo de 53° con la base, ja qué distancia de la base estan ambos socorristas?

Base

B 530/

239



12.5. EJERCICIOS

Ejercicio 12.5.9. El angulo de elevacién a la parte superior de la Torre de Investigacién del Instituto
Nacional de Pediatria, desde una distancia de 10 m de la base del edificio, se ha determinado que
es de 77.5° sobre el nivel del piso. Utilizando esta informacién determina la altura de la Torre.

INP

7.5°
10 m

Ejercicio 12.5.10. En un terreno triangular que mide de cada lado 345 m, 297 m y 543 m se va a
construir un complejo hospitalario ; Cuanto miden sus angulos internos?

>
7\
2

543 m

Ejercicio 12.5.11. Una escalera de 6 metros esta apoyada contra un edificio, de tal manera que el
angulo entre el piso y la escalera es de 75°. ;Qué altura alcanza la escalera sobre el edificio?

Ejercicio 12.5.12. Un paralelogramo tiene lados de longitud 3 cm y 5 ¢cm y un angulo de 50°.
Determina la longitud de las diagonales.

Ejercicio 12.5.13. Un edificio de 29 metros proyecta una sombra de 36 metros de largo. ;Cudl es
el angulo que se forma con respecto al suelo?

Ejercicio 12.5.14. Determina el angulo de la pelvis en el punto O de acuerdo con los datos de la
siguiente figura:
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12.5. EJERCICIOS

Ejercicio 12.5.15. Una antena estd sostenida por un cable. Si la antena estd separada de la base
del cable por 57 m y el angulo que forma el cable con el suelo es de 22°, encuentra la altura de la

antena.

Ejercicio 12.5.16. Determina el angulo interior del maxilar si el crdneo inscrito en un tridangulo
presenta las medidas de la siguiente figura:
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