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Introduccion

Este libro se escribié con el propoésito de apoyar a los estudiantes de Ingenieria y de
Modelacion Matematica en su curso de Estadistica y Probabilidad de la Universidad
Autéonoma de la Ciudad de México.

La Estadistica es una de las ramas de las matematicas con una gran variedad de apli-
caciones en diferentes areas de las ciencias.

En este libro profundizaremos en la parte de probabilidad ya que la probabilidad es el
lenguaje de la estadistica.

Este material ha sido desarrollado por el autor como resultado de la ensenianza de la
misma durante muchos anos en las siguientes universidades: Universidad Auténoma
Metropolitana Iztapalapa, Universidad Anahuac Norte y Universidad Auténoma de la
Ciudad de México.

El capitulo 1 aborda los conceptos basicos del analisis combinatorio: combinaciéon y
permutacion.

En el capitulo 2 se dan los conceptos y resultados basicos de la probabilidad, y se em-
pieza con los primeros ejemplos de experimentos aleatorios sobre espacios muestrales
finitos cuyos elementos se trabajardn como combinaciones o permutaciones, conceptos
trabajados en el capitulo 1.

En el capitulo 3 se estudia el concepto de variable aleatoria.

En capitulo 4 y capitulo 5 se estudian las variables aleatorias discretas y continuas de
uso comun, las que son estudiadas en todo curso de probabildad y aparecen en una gran
cantidad de aplicaciones reales importantes.

En el capitulo 6 correspondiente a estadistica descriptiva se empieza a relacionar los
conceptos de probabilidad a la estadistica, por ejemplo el concepto de variable aleato-
ria con poblacion, el de variable aleatoria con el de media aritmética, distribucién de
probabilidad con el de histograma, etc.

En el capitulo 7 empezamos con la estadistica inferencial con los conceptos de estima-
cion y la prueba de hipotesis paramétrica.

En el apéndice se construye con C++ las tablas de las siguientes tres distribuciones:
normal, t, y ji — cuadrada.

Utilizamos el paquete estadistico R como herramienta de apoyo.



Finalmente quiero agradecer a la Universidad Auténoma de la Ciudad de México UACM
su gran apoyo para poder llevar a cabo este proyecto UACM /CCT /CAS/037/18 reali-
zado durante el ano sabatico 2019.

Ciudad de México 2024 Manuel Jestus Tec Canché.

VI



Capitulo 1

Analisis combinatorio

En esta seccion se estudian las técnicas basicas de conteo de ciertos conjuntos
llamados combinaciones y permutaciones, que seran utilizadas en el siguiente capitulo
para el calculo de probabilidades sobre conjuntos finitos (ver [1], [2]).

1.1. Principio Fundamental de Conteo

Postulado 1.1.1 (Principio de la Multiplicacion o Principio Fundamental de Conteo).
La cantidad de formas posibles de realizar una tarea que consiste de r etapas separadas y
donde la etapa i se realiza de n; formas (parai=1,2,...r), viene dada por el producto
ny-No...My.

De ahora en adelante, cuando utilicemos el Principio de la Multiplicacion y lo amerite,
haremos mencion a la siguiente tabla.

Etapa 112 (-] |-
Cantidad de formas
en que se realiza la etapa

nl n2 oo nZ oo n/f'

1.2. Permutaciones y Combinaciones

Definicion 1.2.1. Una permutacion de r objetos si,...,S,, es un arreglo ordenado de
dichos objetos, la cual se representa como (s183...s,.), en donde se indica que para
1=1,...,7r el i-éstmo elemento de la permutacion es el objeto s;.

Ejemplo 1.2.2.

1. [Permutaciones con objetos diferentes.| Las formas posibles de sentar en forma
lineal a las tres hermanas: Andrea, Berenice y Carmen, se representan por las
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siguientes seis permutaciones,

(ABC), (ACB), (BAC), (BCA), (CAB), (CBA).

2. [Permutaciones con objetos repetidos.| Los nimeros binarios de 3 digitos, vienen
dados por las siguientes 8 permutaciones.

(000), (001), (010), (011), (100), (101), (110), (111).
Los cuales en el sistema decimal son: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, respectivamente.

3. [Permutacion de palabra.] Haremos referencia como permutaciones de una palabra
a todas las permutaciones de los objetos de una permutacion fija (la cual se puede
considerar como la palabra).

Por ejemplo las permutaciones de la palabra (mama) (ver Figura 1.1).

(aamm), (amam), (amma), (maam), (mama), (mmaa)

1.2.1. Diagrama de arbol

Cuando la cantidad de objetos a ordenar es pequena, podemos hallar sus permutaciones
construyendo un pequeno diagrama de arbol.
Por ejemplo hallemos las seis permutaciones de la palabra (mama).

a K
m m —  (aamm)
a
a m —— (amam)
m
m a — (amma)
a m ——  (maam)
a
m a — (mama)
m
a a — (mmaa)
m
b4

Figura 1.1: Diagrama de drbol.

Estas permutaciones se obtienen ordenando las letras de cada una de las ramas con 4
letras.

Definicion 1.2.3. La combinacion de r objetos, es el arreglo {si, sa, ..., s.} de dichos
objetos sin tomar en cuenta su orden.
Ast, {s1,82, ..., 8.} ={Sp, ..., 89,81} (son la misma combinacion).

Ejemplo 1.2.4.
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1. [Combinaciones con objetos diferentes| Diagonales de un pentdgono.
Una diagonal, es una recta que va de un vértice a otro no contiguo.
La diagonal que va del vértice V; al vértice V; la cual es la misma diagonal que va
de V; al vértice V;, la representaremos por la combinacion {V;, V;}.

Obsérvese (figura 1.2) que el pentdigono tiene cinco diagonales: di, ..., ds, repre-
sentadas por las combinaciones respectivas:

{Vi, Vb, {Va, Vs } V5, Vi, { Vi, Vo) {V5, Va}

A
V2 dg V5
3 1
V3 Vy

Figura 1.2: Diagonales del pentagono.

2. [Combinaciones con objetos repetidos| Formas posibles de pedir un helado doble
(2 bolas de helado) con sabores existentes: fresa, mamey y vainilla.
Si el helado de mamey y vainilla es representado por la combinacion {m,v},

entonces siquiendo esta representacion, las seis formas posibles de servir uno de
estos helados son,

{F, 1 Am,m}y, {v, o}, {f,m}p, {f, v}, {m, v}

1.3. Permutaciones y Combinaciones sin repeticiéon

Teorema 1.3.1. Consideremos en total n objetos diferentes. La cantidad P]' de per-
mutaciones de k de estos objetos tomados del total es:

n!

b=

donde r! conocido como r-factorial, representa al producto: 1! =1(2)---(r).
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Demostracion.
FEtapas 1 2 e i e k
No. de formas|n|n—1|---|n—(Gi—-1)|--- |n—(k—=1)

Tarea: Construir las permutaciones (ordenaciones) de los k objetos.

Etapa 1: Tomar un objeto del total como primer elemento de la permutacion. Esta
etapa se puede realizar de n formas, ya que en total hay n objetos.
Para:=2,3,... k.

Etapa ¢: Tomar un objeto como i-ésimo elemento de la permutacion, esta etapa se puede
realizar de n — (i — 1) formas, ya que hemos utilizado (ordenado) i — 1 objetos del total
y nos quedan por ordenar n — (i — 1).

Luego por el principio de la multiplicacion:

P=nn=1(n=-2-(n—k+1) = o

Corolario 1.3.2. La cantidad P! de permutaciones de n objetos diferentes, es,
P =n!

Ejemplo 1.3.3. Javier, Jesis, José y Juan formaron una banda compuesta de 4 ins-
trumentos diferentes.

a) Si cada uno de los chicos puede utilizar los 4 instrumentos, scudntos arreglos dife-
rentes son posibles?

b) ;Qué pasa si Javier y Judn pueden utilizar los 4 instrumentos, pero Jesis y José
unicamente pueden utilizar los 2 instrumentos: piano y bateria?

a) Tarea: Asignar instrumento a cada misico: Javier, Jesus, José, Juan .

FEtapas Ja | Je | Jo | Ju
No. de formas| 4 | 3 | 2 | 1

b) En este inciso empezamos asignando instrumento a Jesus y a José los cuales sdlo
pueden utilizar 2 instrumentos (piano y bateria).

FEtapas Je | Jo| Ja | Ju
No. de formas| 2 | 1 | 2 | 1

Tarea: Asignar instrumento a cada misico.

Etapa Je: Asignar instrumento a Jesius ya sea el piano o bateria.

Etapa Jo: Asignar instrumento a José el instrumento que queda por asignar del piano
y la bateria.

Etapa Ja: Asignar cualquier de los 2 instrumentos restantes a Javier.

Etapa Ju: Asignar el dltimo instrumento que queda a Judn.

Por el Principio de la Multiplicacion, el nimero de arreglos es: (2)(1)(2)(1)=4
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Teorema 1.3.4. Consideremos, n objetos diferentes en total. La cantidad C}' de com-
binaciones de k objetos, tomados del total es:

n
Esta cantidad también es denotada por la expresion (k)’ conocida como coeficiente

binomial.

Demostracion. Obsérvese que cada combinacion {sy, ..., sx} de k objetos diferentes por

Corolario 1.3.2 genera en total k! permutaciones diferentes. Por ejemplo, la combinacion

{a,b, c}, genera las siguientes 3!=6 permutaciones, (abc), (acbh), (bac), (bca), (cab), (cba).

Por lo que la relacién entre las cantidades de Combinaciones y Permutaciones con k

objetos diferentes viene dado por: k! C} = P

Por T 1.3.1 ”—ﬁ—<n7!)/kl—L -
or Teorema 1.3.1, Cf = - = =] Sl AR

Ejemplo 1.3.5. A una reunion asisten 10 amigos y entre todos se intercambian saludos.

¢ Cudntos saludos se han intercambiado?

Los intercambios de saludos serdn representados por combinaciones, ast, {A;, A;} indica

el intercambio de saludo entre los amigos A;, A;, por lo que hay,

10
O = (2) = 45 intercambios de saludos.

1.3.1. Permutaciones de Bloques ordenados

Corolario 1.3.6. El total de permutaciones lineales de Bloques ordenados B; de per-
mutaciones con n; objetos diferentes i =1,2,...,k , viene dado por

Demostracion.
Ftava elaborar | elaborar permutar los
P bloque By bloque By, k bloques
No. de formas ny! e ny! k!

O

Ejemplo 1.3.7. ;De cudntas maneras podemos sentar a tres ninos y tres ninas en una

fila:

1. sin restriccion alguna?
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2. si las tres hermanas Itzel , Nictehd y Rosa se sentardn juntas ?

3. si los ninos como las ninas estardn sentados juntos?

Los Bloques serdn formados por indiwiduos que se sentardn juntos.

1. Aqui se forman 6 Bloques de un elemento cada uno por lo que habrd 6!=720 formas
de sentar a todos sin restriccion.

2. Aqui formaremos 4 Bloques, los 3 primeros con un elemento formado con cada uno de
los tres ninos que no se sentardn juntos y el cuarto Bloque formado con las 3 hermans,
por lo que habra 1!-1!-1!-3!- 41 = 144 formas de sentar a los seis, con la condicion de
que las ninas se sentardn juntas.

3. Dos Bloques uno de ninas y el otro de ninos con 3 elementos cada uno, por lo que
habrd 3!-3!- 2! = 72 formas de sentar a los seis, con la condicion de que las ninas y los
ninos se sentardn juntos.

1.3.2. Combinaciones de varios tipos

Teorema 1.3.8. Consideremosn = ny+---+n, objetos diferentes en total, donde n; de

ellos son del tipo i, parai=1,...,r. La cantidad de combinaciones de k = ki +---+k,
objetos tomados del total, donde k; de ellos son del tipo i, parai=1,...,r, viene dada
por:
s N9 s
k1 ko k.
Demostracion.
Etapas 1 e ? e r
s n; s
Ny d
o deformas (kl) (kz) (kr)

Tarea: Construccion de las combinaciones en r etapas. Parat=1,...r:
Etapa i: Construcciéon de combinaciones de tipo ¢ con k; objetos, tomados del total con

n.
n; del tipo i. Por el Teoremal.3.4, esta etapa se realiza de | ' | formas.
i
Por el principio de la multiplicacién, la cantidad buscada de combinaciones es:

(1) () ()

Ejemplo 1.3.9. Un estudiante recibird de obsequio 2 libros, de una coleccion de: 7
libros de matemadticas, 6 de ciencias y 4 de economia. sDe cudntas maneras se puede
hacer, si:

O
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1. Ambos libros serdn del mismo tema? (Combinaciones de un solo tipo)

7 6 4
CI+CS+Cy = <2)+<2) +<2) = 42.

2. Los libros serdn sobre temas diferentes? (Combinaciones de dos tipos)

7\ /6 7\ /4 6\ /4
017016+0fo‘+0fo‘:(1)(1)+<1)<1)+(1)(1):94.

1.4. Permutaciones y combinaciones con repeticiéon

1.4.1. Permutacién de palabras
Ya en el elemplo 1.2.2 se hablé de permutaciéon de una palabra.

Teorema 1.4.1. La cantidad de permutaciones de una palabra conn =ns+ng+---+
ny letras en total, donde n, de ellas son letras o (para o = A, ... Z), viene dada por,

NA,...,N, na! - ng! - ng! -0 ny!

. ) es conocida como coeficiente multinomial.

~~~~~~

La expresion (m

Demostracion.
Etapas A B ... 5 — —
NO de n n—n Mg — =T A
formas (nA) ( nBA) T ( 4 N 1) cee ( Anz y)

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que n, > 1, paraa = A, ... Z.

Tarea: Escribir las letras de dicha palabra en las etapas A, B, ..., Z.

Etapa A: Tomar ny de estos n lugares, para escirbir en ellos, la letra A, por Teorema
1.3.4, esta etapa se realiza de (nt) formas.

Etapa B: Tomar npg lugares de los n — ny4 restantes, para escirbir en ellos la letra B,
por Teorema 1.3.4, esta etapa se realiza de (";ZA) formas.

Para a = C, ..., Z y siguiendo el orden Lexicografico: A, B,C, ..., Z.

Etapa a: Tomar n, lugares de los n — ny — - - - — n,_1 restantes, para escirbir en ellos
la letra «, por Teorema 1.3.4, esta etapa se realiza de ("_"A_'"_"“”) formas.

Como (n —mny — -+ —ny —nz)! = 0! = 1, por el principig de la multiplicacion la
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cantidad de permutaciones de dicha palabra es,

(nnA) (n;BnA)'”(n_nA_n;H_na_l)~H<n_nA;ZH'_nY)

_ n! (n=rz)! (n—n —— ny)!
(na)! (n=ra)l (np)! (n=na=mng)! (nz)! (n—ng— - —ny —ng)!
n!

TLA! : nB! . nc! n2!
0

Ejemplo 1.4.2. Hallemos la cantidad de permutaciones de la palabra mama, tal canti-

dad se obtiene con la formula anterior y las permutaciones se obtubieron con el diagrama
de drbol (ver Figura 1.1) .

n! 4l _6
nal - nyl 20 - 20

las 6 permutaciones son: (aamm),(amam),(amma),(maam),(mama),(mmaa).

Ejemplo 1.4.3. Un mecanismo puede ponerse en cuatro posiciones, digamos a,b,c y
d. Hay ocho de tales mecanismos en un Sistema (ver Figura 1.83). Suponga que dichos
mecanismos estdn instalados en algun orden lineal preasignado.

SISTEMA
M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 M8
[ W - B - W - QN - W - QN - o]
I I BN BN BN BN N
K Bl K K3 Kl K5 KN Kk
Il FEl Fl I N Kl kN R

Figura 1.3: Sistema.

a) sDe cudntas maneras puede instalarse el sistema?

b) sDe cudntas maneras posibles se instalan los mecanismos, si dos mecanismos
adyacentes no estdn en la misma posicion?

c¢) ¢;Cudntas maneras son posibles si solo se usan las posiciones a y b con la misma
frecuencua?

d) sCudntas maneras son posibles si solo se usan dos posiciones diferentes y una de
ellas aparece tres veces mds que la otra?
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Con permutaciones describiremos las maneras de isntalar los mecanismos del sistema,
ast, (acccceed) indica que el primer mecanismo estd en la posicion a, el octavo en la
posicion d y el resto de los mecanismos estan en la posicion c.

a) Ejemplos: (a,a,a,a,a,a,a,a),(d,d,d,d,d,d,d,d)

FEtapas 1(2]---18
Ny de formas |4 4| --- |4

Tarea: Instalar el sistema que consta de 8 mecanismos.

Para1=1,...,8,

Etapa i: instalar el i-ésimo mecanismo, el cual se puede poner en cuatro posiciones.
Por Principio de la Multiplicacion hay 4% = 65 536 maneras de instalar el sistema.

b) Ejemplos: (a,b,c,d,a,b,c,d),(a,b,a,b,a,b, a,b).

FEtapas 1(2]---18
Ny de formas |43 |--- |3

Tarea: Instalar el sistema, sin mecanismos adyacentes en la misma posicion.

Etapa 1: instalar el primer mecanismo, el cual se puede poner en cuatro posiciones.
Para1=2,...,8,

Etapa 1: instalar el i-éstmo mecanismo, el cual se puede poner en tres posiciones, ya
que la posicion anterior no se puede utilizar.

Por Principio de la Multiplicacion hay 4(37) = 8 748 maneras de instalar el sistema.
c) Ejemplos: (a,a,a,a,b,b,b,b),(b,b, b b a,a a,a).

En este inciso no utilizaremos el Principio de la Multiplicacion, porque se presentan
permutaciones de una palabra con 4 letras a y 4 letras b, luego habrd,

n! 8!

70

ngl - my! 4.4

maneras de instalar el sistema usando las posiciones a y b con la misma frecuencia.

d) Ejemplos: (a,a,b,b,0,0,0,b),(b,b,a,a,a,a,a,a).

Etapas 1123
Ny de formas |4 |3 |28

Tarea: Construir en tres etapas: palabras con 2 posiciones diferentes donde una se re-
pita 2 veces y la otra 6.

FEtapa 1: Seleccionar una primera letra del conjunto {a,b,c,d} la cual aparecerd 2 veces
en la palabra.

Etapa 2: Seleccionar una sequnda letra del conjunto {a,b,c,d} que sea diferente de la
primera letra seleccionada anteriormente la cual aparecerd 6 veces en la palabra.
Etapa 3: Con las 2 letras seleccionadas en las 2 etapas anteriores, construir las permu-

6! - 2!
Por Principio de la Multiplicacion hay 4(3)(28)=336 maneras de instalar el sistema,

usando dos posiciones diferentes donde una de ellas aparece tres veces mds que la otra.

taciones de la palabra correspondiente. Esta etapa se realiza de = 28 formas.
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Nota 1.4.4 (Estrategia al trabajar permutaciones). Mi estrategia cuando utilizo permu-
taciones es que si no son permutaciones de una sola palabra, entonces utilizo el Prin-
cipio de la multiplicacion. Observa el uso de la estrategia en el ejemplo anterior.

1.4.2. Combinaciones con repeticion

Nota 1.4.5. 1. Desarrollando la expresion algebraica (x1+xo+- - -+x,.)", obtenemos
como términos a todas las palabras con n letras en total conteniendo al menos una
de las r letras x1, 2o, ..., T,.

2. Sumando términos semejantes, obtenemos el Teorema multinomial,

n
(l’1+$2—|—"'+l’r)n: E ( )x?l LU;LQ"'LU;LT
" ny,nNog,...,Ny

(n17~~~7n'r)€(N+)
nit+--+nr=n
N+=Nu{0}

donde ( " )x"l T2 2, es la suma de los términos semejantes que tienen
n1,n2,...,Nr 1n 2 n o

como parte literal 1" x5° --- 2], donde, ny +---+n, =n,

n; € N+, 1=1,2,...7..

Por lo tanto, habrd tantas combinaciones con repeticion de tamano n de al menos

uno, de los r objetos x;, ..., x,; como términos tenga la sumatoria en el Teorema

multinomial.

Definicion 1.4.6. Una r-particion entera del nimero natural N, es una permutacion
con repeticion de r niumeros naturales N1, No ..., N,, tales que:

Ni+Ny+---+N.=N (*)

Obsérvese que una r-particion entera del niimero natural /N no es més que una r-solucién
de la ecuacién (*) en el conjunto de los niimeros naturales N.

Ejemplo 1.4.7. Las 3-particiones enteras del numero natural 5, son:
(1,1,3);(1,2,2);(1,3,1);(2,1,2);(2,2,1); (3,1, 1)
El siguiente Teorema nos dice que hay 6 de estas 3-particiones en total.

Teorema 1.4.8. La cantidad de r-particiones enteras del nimero natural N, equivalen-
temente, la cantidad de r-soluciones de la ecuacion (*) en el conjunto de los nimeros
naturales N, viene dada por:
N —1
(51)
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Demostracion. La demostracion se sigue de la siguiente afirmacion y del Teorema 1.3.4.
Es un buen ejercicio demostrar la afirmaciéon: La funcién H es una biyecciéon entre el
conjunto de combinaciones de r nimeros naturales menores que N, y el conjunto de
r-particiones enteras del ntiimero natural N,

H({ky,kay oo kpa}) = (k1 ko — Ky oo o, N — kiq)

donde 0 < ky < ko < ... < k,_1 < N (ver Figura 1.4), O
0 ky ko ke N
( . . @ . )
|«— N| —>|«— Ny —>»| |l«— N, —»|

Figura 1.4: Particion de un nimero entero.

Teorema 1.4.9. La cantidad de combinaciones de tamano n con repeticion de al menos
uno de r objetos diferentes, es denotada por CR]' y viene dada por,

CR — (n+r—1)
r—1

Demostracion. Por Nota 1.4.5 C'R} viene dada por el ntimero de términos que tiene la
suma del Teorema multinomial, el mismo Teorema nos dice, que esta cantidad C' R} es la
cardinalidad del conjunto A de r-soluciones en los enteros no negativos de la ecuacion:

m+-t+n=n<= n+1)---+n+1)=n+r,
haciendo 0 < n; +1=N; € N, 1 =1,...,r, obtenemos la ecuacion,
Ni4-+N.=n+r (2

Por la biyeccion G(nq,na, ..., n,) = (Ny, N, ..., N,) entre el conjunto A y el conjunto
B de r-soluciones en los nimeros naturales N de la ecuacion (2), y por el Teorema 1.4.8
aplicado en la ecuacion (2), se obtiene que:

CR - (n+r—1)
r—1

Ejemplo 1.4.10. En un edificio de 6 pisos, un ascensor arranca en el sétano con 8
personas. (sin incluir al operador del ascensor). ;De cudntas maneras podria el operador
haber dejado a las personas que salen del ascensor, si el operador no puede distinguir
entre ellos?

O
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Cualquier resultado observado por el operador lo podemos expresar de las dos siguientes
formas equivalentes,

polinomio combinacion
Ng = {NGNGNGNGNGNGNGNG}
N3NJNIN{NIN} = {N;N;N;NyN3N,N5Ng}

donde en el primer ejemplo se indica que las 8 personas bajaron del ascensor en el
ultimo nivel, y en el seqgundo ejemplo se expresa que 3 personas bajaron del ascensor
en el nivel 1 y en los otros cinco niveles bajo solamente 1 persona. Obsérvese que nos
piden, la cantidad de combinaciones de tamano n = 8, de al menos uno de los r = 6
objetos diferentes: Ny, No, N3, Ny, N5, Ng.

Por el Teorema anterior,

8 n+r—1 13
= = =1 287.
ey (") < () <

Ejemplo 1.4.11. Regresando al Ejemplo 1.2.4 ;De cudntas formas posibles se puede
pedir un helado triple (3 bolas de helado), si los sabores existentes son: fresa, mamey y
vainilla?

Las solicitudes tienen la forma de combinaciones con repeticion {s1, Sz, s3} de tamano
n = 3, de los r = 3 sabores s;: fresa, mamey y vainilla.

Luego la cantidad de formas de servir los helados es,

3 n+r—1 5
= = =1
er= (1) = ()

Las 10 formas de servir los helados son: { f, f, f}; {m,m,m}; {v,v,v}; {f, f,m}; {f, f,v};
{m,m, [} {m,m, v} {v,v, f};{v,v,m}; {f, m, v}.

1.5. Ejercicios

1. Entre un grupo de 15 personas se debe elegir una mesa directiva que conste de
un presidente, un secretario y dos vocales. ;De cudntas maneras se puede hacer
esta seleccion?

2. De un grupo de 10 personas debe elegirse un comité de cuatro miembros. Pero, por
ciertas razones, en €l debe figurar forzosamente Don Perpetuo o su hermano, pero
no los dos, pues "se veria mal”. ;Cuéntos comités diferentes se pueden formar?

3. Una baraja completa consta de 52 cartas (13 ntumeros:1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,
J, Q, K; y cuatro palos: O, {, &, &). Una mano de poker consta de cinco cartas.
;,Cuantas manos de poker habra con todos los niimeros diferentes? Sugerencia,
Tarea realizada en 2 etapas: Etapal, poner niimero a mano de 5 cartas; Etapa 2,
poner palo a las cinco cartas ya con nimero de la etapa anterior.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

En el dominé hay 28 fichas, de las cuales 7 son dobles. Una mano consta de
7 fichas. jCuantas manos de domin6 hay que tengan exactamente cuatro fichas

dobles?

., Cuantos nimeros naturales hay de cuatro digitos, que sean multiplos de cinco,
menores que 7 000, y mayores que 4 0007

,Cuantos niimeros naturales de tres digitos no contienen digitos repetidos.

En una clase hay 10 alumnos y se repartirdn 3 premios ;De cuéntas formas dife-
rentes se puede realizar si:

a) los premios son iguales?

b) los premios son diferentes?

Considere los casos cuando la persona puede recibir mas de un premio, o solamente
uno.

Una linea de ferrocarril tiene 25 estaciones ; Cuantos boletos diferentes habra que
imprimir, si cada boleto lleva impresas las estaciones de origen y destino?

. De cuantas maneras se puede sentar a 5 hombres con 4 mujeres de modo que las
mujeres ocupen los lugares pares?

., Cuantos niimeros naturales hay de cuatro digitos:

a) con repeticion?

c

b) sin repeticion?
) sin repeticion, que sean pares?

d

con repeticion, que sean miltiplos de cinco?

Al lanzar 4 monedas ; Cuéntos resultados posibles se pueden obtener, y en cuantos
de éstos hay dos aguilas con dos soles?

Con las letras de la palabra libro, ;cuantas ordenaciones distintas se pueden hacer
que empiecen por vocal?

;,Cuantos niimeros impares se pueden formar con cinco digitos distintos, y cuantos
de éstos son mayores que 70 0007

.De cuantos partidos consta una liguilla formada por cuatro equipos? Toémese en
cuenta que no es lo mismo ser visitante que ser local.

A una reunién asisten 10 personas y se intercambian saludos entre todos. ; Cuantos
saludos se han intercambiado?
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16

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.
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Con las cifras 1, 2 y 3, jcuantos nimeros de cinco cifras pueden formarse, y
cuantos son pares?

. De cuéntas formas pueden colocarse en un partido a 11 jugadores de un equipo de
fatbol, teniendo en cuenta que el portero no puede ocupar otra posicion distinta
de la porteria?

Con punto y raya como pulsaciones en el Sistema Morse, jcuantas seniales distintas
se pueden enviar, usando cuatro o menos pulsaciones en cada senal?

,Cuantas diagonales tiene un pentégono, y cuantos tridangulos se pueden formar
con sus vértices?

Cuatro libros de matemaéticas, seis de fisica y dos de quimica han de ser colocados
en una estanteria. Si los libros de cada uno de los tres bloques son iguales, ; cuantas
ordenaciones distintas admite si:

a) los libros de cada materia han de estar juntos?

b) solo los de matemaéticas han de estar juntos?
Un alumno tiene que elegir 7 de las 10 preguntas de un examen.

a) {De cuantas maneras puede elegirlas?

b) ;De cuéantas si las cuatro primeras son obligatorias?
De un grupo compuesto por cinco hombres y siete mujeres se eligen 2 hombres y
3 mujeres para formar un comité . ;De cuantas formas puede formarse si:

a) puede pertenecer a él cualquier hombre o mujer?

b) una mujer determinada debe pertenecer al comité?

c¢) dos hombres determinados no pueden estar en el comité?
Durante anos, los codigos de area telefénicos en los Estados Unidos y Canada
consistieron en una secuencia de tres digitos. El primer digito era un nimero
entero entre 2 y 9, el segundo digito era 0 6 1, y el tercer digito era cualquier

numero entero del 1 al 9. ;Cuantos codigos de area fueron posibles y cuéntos de
éstos comienzan con digito impar?

., De cuantas maneras pueden sentarse linealmente tres ninos y tres ninas si:

a) los nifios como las ninas estaran sentados juntos?
b) solamente los nifios deberan sentarse juntos?

¢) no habréa dos personas del mismo sexo sentadas juntas?
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Un nino tiene 12 bloques iguales, de los cuales 6 son negros, 4 son rojos, 1 es
blanco, y 1 es azul. Si el nifio pone los bloques en una linea, ;cuéntos arreglos son
posibles?

.De cuéntas maneras se pueden sentar 8 personas en fila si:

a) no hay restricciones en los asientos.

b) Andrea y Berenice deben sentarse juntas?

c¢) hay 4 hombres, y 2 hombres no pueden sentarse juntos?
d) hay 5 hombres y éllos deben sentarse juntos?

e) hay 4 parejas casadas y los esposos deben sentarse juntos?

. De cuantas maneras, 3 novelas, 2 libros de matematicas, y 1 libro de quimica se
pueden colocar en orden lineal si:

a) los libros pueden ser ordenados en cualquier orden?

b) los libros de matematicas deben estar juntos y las novelas también?

c) las novelas deben estar juntas y el resto en cualquier orden?
Cinco premios separados (mejor beca, mejor cualidades de pertenencia, y asi su-
cesivamente) deben ser otorgados a estudiantes seleccionados de una clase de 30.
;,Cuantos resultados son posibles si:

a) un estudiante puede recibir cualquier cantidad de premios?

b) un estudiante no puede recibir mas de un premio?
Una clase de danza consta de 22 estudiantes, de los cuales 10 son mujeres y 12
son hombres. ; Cuéntos grupos diferentes se pueden formar:

a) con 10 integrantes en los grupos?

b) con 5 mujeres y 5 hombres?

¢) con 5 parejas (1 pareja = 1 hombre y 1 mujer)?

Siete regalos diferentes serdn distribuidos entre 10 ninos. ;Cuantos resultados
distintos son posibles Si ningiin nino va a recibir mas de un regalo?

Un comité de 7, compuesto por 2 republicanos, 2 demécratas, y 3 independientes,
seran elegidos respectivamente de un grupo de 5 republicanos, 6 demoécratas, y 4
independientes. ;Cuéntos comités seran posibles?

De un grupo de 8 mujeres y 6 hombres, un comité consistiendo de 3 hombres y 3
mujeres serd formado. ;Cuéntos comités diferentes son posibles si:

a) 2 de los hombres se niegan a servir juntos?
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.
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b) 2 de las mujeres se niegan a servir juntas?

¢) 1 hombre y 1 mujer se niegan a servir juntos?
Una persona tiene 8 amigos, de los cuales 5 seran invitados a una fiesta.

a) (Cuéntas opciones hay si 2 de los amigos estan peleados y no van a asistir
juntos?

b) ;Cuantas opciones, si 2 de los amigos, solo asistirian, si van juntos?

Un laboratorio de psicologia que realiza investigaciones sobre los suenos contiene
3 habitaciones, con 2 camas en cada habitacion. Si se deben asignar 3 parejas de
hermanos a estas 6 camas, para que cada pareja de hermanos duerman en camas
diferentes en la misma habitacion, ;cuantas asignaciones son posibles?

Si 12 personas se dividen en 3 comités de tamanos respectivos 3, 4 y 5, jcuantas
divisiones son posibles?

Si 8 nuevos profesores se reparten entre 4 escuelas, jcuéntas divisiones son posi-
bles? Y ;cuantas si cada escuela debe recibir 2 profesores?

Diez levantadores de pesas compiten en un concurso de levantamiento de pesas
en equipo. De los cuales, 3 son de Estados Unidos, 4 de Rusia, 2 de China, y 1 de
Canada. Si el puntaje tiene en cuenta al pais que representa al levantador, pero
no sus identidades individuales, ;cuéntos resultados diferentes son posibles desde
el punto de vista de los puntajes? ;En cuantos de estos resultados, los Estados
Unidos tiene 1 competidor entre los tres primeros lugares y 2 en los tres tltimos
lugares?

Los delegados de 10 paises, incluidos Rusia, Francia, Inglaterra y los Estados
Unidos, se sentaran en una fila. ;Cuantos arreglos diferentes son posibles si los
delegados franceses e ingleses deben sentarse uno al lado del otro y los delegados
de Rusia y Estados Unidos no deben estar uno junto al otro?

Si 8 pizarras idénticas se reparten entre 4 escuelas.

a) (Cuéntas reparticiones son posibles?

b) ;Cuantas, si cada escuela debe recibir al menos una pizarra?
En un edificio de 6 pisos, un ascensor arranca en el s6tano con 8 personas. (sin
incluir al operador del ascensor). ;De cuantas maneras podria el operador haber
dejado a las personas que salen del ascensor, si:

a) El operador no puede distinguir entre ellos?

b) En las 8 personas hay 5 hombres y 3 mujeres y el operador solo puede
distinguir si es hombre 6 es mujer?
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41.

42.

43.

c¢) El operador no puede distinguir entre ellos y el ascensor se descarga por
completo en el piso nimero 6 7

Tenemos 20 mil délares que se van a invertir entre 4 posibles oportunidades. Cada
inversion debe ser integral en unidades de 1 mil délares, y hay inversiones minimas
que necesitan ser hechas en estas oportunidades. Las inversiones minimas en las
oportunidades A, B,C'y D son 2, 2, 3 y 4 mil dolares respectivamente.

. Cuéntas estrategias de inversion diferentes estan disponibles si:

a) Deberé hacerse una inversion en cada oportunidad?

b) Las inversiones deben realizarse en al menos 3 de los 4 oportunidades?

Una coleccién de arte en subasta consistié en 4 Dalis, 5 Van Goghs, y 6 de Picas-
sos. En la subasta se presentaron 5 coleccionistas de arte. Si un reportero anoto
s6lo el nimero de Dalis, van Goghs y Picassos adquiridos por cada uno de los
coleccionistas, jcuantos resultados diferentes podria tener registrados, si todas las
obras fueron vendidas?

Considera la siguiente cuadricula de puntos. Supongamos que, comenzando en el
punto A, se puede ir un paso hacia arriba o un paso hacia la derecha en cada
movimiento. Este procedimiento contintia hasta:

a) que el punto B es alcanzado. ;Cuéantos caminos diferentes son posibles?

b) que el punto B es alcanzado, pero pasando por el punto C. ; Cuantos caminos
diferentes son posibles?



18

CAPITULO 1. ANALISIS COMBINATORIO



Capitulo 2

Conceptos y Teoremas basicos de

probabilidad

La probabilidad es el lenguaje de la estadistica. Es este capitulo empezamos su construc-
cion con el estudio de los conceptos y teoremas basicos de esta teoria rica en aplicaciones
en una amplia variedad de problemas en la ingenieria y la ciencia (ver [2], [3]).

2.1. Elementos basicos

2.1.1. Experimento aleatorio y Espacio muestral

Definiciéon 2.1.1.
1. Un experimento aleatorio €, es aquel que tiene al menos dos posibles resultados.

2. El espacio muestral ) del experimento aleatorio €, es el conjunto de todos los
posibles resultados de dicho experimento.

Ejemplo 2.1.2.

1. El experimento mds simple €, consiste en lanzar una moneda y observar su cara
superior, en este caso, hay dos posibles resultados: dguila (A), o sol (S), por lo

que Q={A,S }.

2. Un experimento con seis posibles resultados lo obtenemos al lanzar un dado y
observar la cara superior, en este caso, 0 ={1,2,3,4,5,6 }.

3. En general el experimento €, que consiste en extraer al azar una esfera de una
urna conteniendo n esferas etiquetadas con todos los nimeros 1,2,...,k, (con
n > k), tiene como espacio muestral a:

Q={1,2.. .k}

19
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Nota 2.1.3. En probabilidad se trabaja con cierta coleccion .7 de subconjuntos A C 2
llamados eventos, a los cuales se les puede asignar un valor P(A), el cual es conocido
como la probabilidad de que ocurra el evento A, que nos mide el grado de confiabilidad
de que ocurra el evento A, dicha coleccion es conocida como o dlgebra.

2.1.2. Espacio de Probabilidad
Definiciéon 2.1.4. Un espacio de probabilidad, es un triplete (P,),.7) donde:

1. Q) es un espacio muestral.

2. .7 es una o-dlgebra sobre €, es decir, .7 es una coleccion de subconjuntos de §2,
que satisface los siguientes tres ariomas

S Qe T
Sy Si A€ .7 entonces A € T
Sy Si Ay, Ay, -+ € .5 entonces UTPA; € T

3. P es una probabilidad sobre .7 es decir:

P: v — R
A — P(A)

es una funcion que satisface los siguientes tres axiomas

Ay Paratoda Ae .7, 0 < P(A)<1.

Az Para toda Ay, As, -+ € .7 de conjuntos mutuamente excluyentes o ajenos
o disjuntos (es decir A;NA; =@ si i # j), se sigue

P(UZ,A) =Y P(A).
i=1
Teorema 2.1.5. Sea (P,S),.% ) un espacio de probabilidad, y A, B € .7, entonces:

1. A=(ANB)U (AN B°)
2. P(A)=P(ANB)+ P(AN B°).

Demostracion.

A=ANQ=AN(BUB°) =(ANB)U(AN B°)
ademés (ANB)N(ANB)=AN(BNB)=AN@ =0
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Figura 2.1: A= (ANB)U (AN B°)

Siendo A unién de estos conjuntos disjuntos, por axioma As

P(A) = P(AN B) + P(AN B°).

Teorema 2.1.6. Sea (P,X),.7 ) un espacio de probabilidad, y A, B € .7, entonces:

1. P(@) =0,
2. P(A°)=1—-P(A).
3. PLAUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B).
4. P(B—A)=P(B)— P(ANB).
St ademds A C B, entonces:
a) P(B— A)=P(B)— P(A),
b) P(A) < P(B).
Demostracion.

1. Por Teorema 2.1.5, Q= (QN@)U(QN@)=2UQ, P(Q)=P@)+ P(Q)
. P(@)=1—-1=0, (Por axioma A,).
2. Por Teorema 2.1.5, Q= (QNA)U(QNA°)=AUA°, P(Q)=P(A)+ P(A°)
oo P(A°) =1—P(A), (Por axioma Aj).
3. Por Teorema 2.1.5, AUB = ((AUB)NA)U((AUB)NA°) = AU (BN A",

P(AUB) = P(A) + P(Bn A% (1)



22 CAPITULO 2. CONCEPTOS Y TEOREMAS BASICOS DE PROBABILIDAD

Por Teorema 2.1.5, B = (BN A) U (BN A°),
P(B)=P(ANB)+ P(BN A" (2),
finalmente despejando P(B N A°) de (2), y sustituyendolo en (1), se obtiene
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B).

4. Por definicion B — A = BN A, luego despejando P(B N A°) de (2), se obtiene:
P(B—A)=P(B)— P(ANB) (3).
Si ademas A C B, entonces AN B = A. luego de (3):
a) P(B—A)= P(B) - P(A),
b) 0 < P(B—A)=P(B)— P(A), entonces P(A) < P(B).

O

El siguiente Teorema que se demuestra por Inducciéon matemética, generaliza la afir-
macion 3. del Teorema 2.1.6

Teorema 2.1.7. Sea (P,Q),.7 ) un espacio de probabilidad, y Ay, Ay, ..., A, € 7,
entonces para n > 2

mﬁym:ipmw-gjm&m@+ S P(ANANA) — -+

1<i<j<n 1<i<j<k<n

+ (=) P(ATN AN N A).

Obsérvese por ejemplo que la tercera sumatoria, se realiza sobre el conjunto {(i,7,k) |
1 <i<j<k<n}={Combinaciones {i,j, k} | i,j,k € {1,2,...,n}}, por lo que esta
sumatoria tendrd (g) términos.

2.1.3. Espacio Muestral Finito

Nota 2.1.8. Cuando ) es un conjunto finito o numerable, la o-dlgebra de €2 es el
Congunto Potencia () de Q, es decir

F=Q)={A|ACQ}

Teorema 2.1.9. Sean 2 espacio muestral finito, y A = {as,...,a,} C Q.

Por azioma Az :  P(A) = P({a1}) + P({az}) + -+ + P({an}).

St ademds ) es equiprobable, es decir, todos los elementos de € tienen la misma pro-
babilidad de ocurrencia, con p = P({w;}) para toda w; € 2, entonces

_#4
= o
donde #A denota la cantidad de elementos del evento A.

P(A)
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Demostracion. Por axiomas A; y As

1=P@) =Y Pw)= Y p=p(#) -  p-—o=

w,e9 ey #4
Analogamente
P(A) = 3 Plw) = 30 p=p (#4) = 55 (#4)
w; €A w; €A
O
Ejemplo 2.1.10. Entre los numeros 1,2,...,1000 se escoge uno al azar. ;Cudl es la

probabilidad de que el nimero escogido sea divisible entre 6 o entre 87
En este caso, el espacio muestral es

Q={1,2,...,1000}

Sea A,, ={subcongunto de Q2 cuyos elementos son nimeros divisibles entre n }.

Nos piden hallar P(Ag U Asg), por Teorema 2.1.6,3.

1000

#Ag =166, ya que, 5 = 166 2, y Ag = {1(6),2(6),...,166(6)}
1
#As =125,  wya que, 1000 =125,
1
#(Ag N Ag) =Agy =41, ya que, mem(6,8) =24 y % =41 %

A A AgN A
P(AgU Ag) = P(Ag) + P(Ag) — P(Ag N Ag) = 73;(26 + ZQS B #( ;g 8)
_ 166 + 125 — 41 _ 1

1000 4

Ejemplo 2.1.11. Al escribir linealmente y de manera aleatoria los cuatro digitos 1, 2,
3y 4, scudl es la probabilidad de que al menos un digito ocupe su propio lugar?
Se dice que el digito © ocupa su propio lugar cuando éste fue el i-ésimo digito escrito.
Como el espacio muestral € consiste de todas las permutaciones de los digitos {1, 2, 3,4},
definamos para 1 = 1,2,3,4, los cuatro siguientes eventos

A; = {Subconjunto de Q2 donde el digito i ocupa su propio lugar}.
Hallemos para 1 <i < j <k <4, P(A;), P(AinA;), P(AiNnA;NA).
Usando el Principio de la multiplicacion obtengamos algunas de estas probabilidades

1 =2 lugar 1=27=4 lugar
FEtapas 1111314 Etapas 1171
Ny formas |1|3[2|1 Ny formas |1|1]2|1
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1=27=3k=4 lugar
FEtapas 1 g k|1 Etapas 11213
Ny formas 11|11 Ny formas |[1]|1]1|1

Nos piden hallar P(A; U Ay U A3 U Ay), por Teorema 2.1.7,

1<i<j<4

+ > PANANA) - P(ANAyN AN Ay) =

1<i<g<k<4
S #AmA S FANANA)  #ANANANA)
(1 #(
1<i<j<4 1<i<gj<k<4
_i?)! 22!+ N A AT S LAY
L4l 41 a4 \yu \oJu\3)a \4)a
=1 1<i<j<4 1<i<j<k<4
1 1 1 1
BT
1
Generalizando: Para todan > 2: P(Uj_; Ax) = 1_,(— )Hl)l{:'

Mds avin: lim,, o P(UP_; Ap)¢=e?

2.1.4. Independencia y Probabilidad Condicional
Definiciéon 2.1.12. Sean (P,),.7 ) un espacio de probabilidad, y A, B € .7.

1. A, B son eventos independientes si

P(AN B) = P(A) P(B).

2. La probabilidad de que ocurra el evento A dado que ocurrio B, denotada por
P(A|B), viene dada por
P(ANB)

P(AIB) = 55

La demostracion del siguiente Teorema se deja como ejercicio al lector.

Teorema 2.1.13. Sean (P,€),.7 ) un espacio de probabilidad,
B € .7 con P(B) > 0, entonces

P(|B):.7 —»
A +— P(A|B)

es una funcion de probabilidad.
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Teorema 2.1.14. Sean (P,Q,.7 ) un espacio de probabilidad, y A,B € .7 con 0 <
P(B) < 1. Las afirmaciones siguientes son equivalentes

1. Ay B son independientes.

2. P(A|B)=P(A). 2'. P(B|A) = P(B).
3. P(A°|B) = P(A°). 3. P(B‘lA) = P(B°).
4. P(B|A°) = P(B). 4'. P(A|B°) = P(A).
5. P(B°|A°) = P(B°). 5. P(A°|B°%) = P(A°).

He aqui el significado de independencia entre eventos: Dos eventos son independientes
st la ocurrencia o no, de uno de ellos, no altera la probabilidad de ocurrencia o no, del
otro.

Demostracion.
1. <= 2. P(ANDB) = P(A)P(B) <> % = P(A) < P(A|B) = P(A)
2. <= 3. P(A|B) = P(A) <= 1— P(A|B) = 1 — P(A) <= P(A%B) = P(A°)
3. <= 4. P(A°|B) = P(A) < % P(A°) <= % — P(B)
P(B|A%) = P(B)
4. <> 5. (B\AC) = P(B) <= 1— P(B|A°) = 1 — P(B)

P(B|A%) = P(B)

Anélogamente, intercambiando B con A en la demostraciéon anterior se obtiene que
1.,2.3".4". y 5. son equivalentes.

O

Corolario 2.1.15. Si una de las siguientes parejas de conjuntos son independientes,

entonces las demds lo seran  {A, B}, {A, B}, {A%, B}, {A°, B°}.

Nota 2.1.16. Los resultados de lanzamientos de monedas y dados son eventos inde-
pendientes.

Ejemplo 2.1.17. Dos personas lanzan cada una, tres monedas equilibradas. ;Cudl es
la probabilidad de que ambas personas obtengan la misma cantidad de soles?

Como §) consiste de las permutaciones de los 6 resultados (dguila = a o sol = s) de las
2 personas, donde los 3 primeros pertenecen a la persona A, y los otros 3 a la persona
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B, por el principio de miltiplicacion: #Q = 2° = 64.

Para 0 <i <3, sean A; ={A obtuvo i resultados s}, B; ={B obtuvo i resultados s }.
Nos piden hallar la probabilidad de la union ajena Us_(A; N B;).

Obsérvese que en el evento A; sus 3 primeros elementos son permutaciones de una
palabra con 3 letras de las cuales v de ellas son 8 y las otras 3 — 1 son a, los ultimos 3
elementos son letras arbitrarias de 8 o a, por el principio de la miltiplicacion #A; =

3! !
m 23, andlogamente se obtiene #B; = 23 m

P(U_y(A; N By) Z P(A;NB;) = Z P(A;)P(B)) (Por independencia)

:23:( )(#3) _;@_Z : (le_i!))2:1+9;19+1:%_

Obsérvese : #(A; N B;) = 20 con probabilidad c¢/u de 1/64

Ejemplo 2.1.18. En la siguiente figura se supone que la probabilidad de que cada
relevador esté cerrado es p y que cada relevador se abre o se cierra independiente de
cualquier otro. Encontrar la probabilidad de que la corriente pase de I a D.

Hi-

|
3
|

Obsérvese que la corriente pasa de I a D por alguna de las tres lineas Ly, Ly o L3,

Ly

L3

Para 1 =1,2,3, sean C; la corriente pasa de I a D por la linea L;. Como la corriente
pasa de I a D, si al menos pasa por una de estas tres lineas, entonces, nos piden
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P(C1UCyUCs). Ademds para i =1,2,...,6, sean R; el relevador i estd cerrado.

P(CLUCyUC3) = P(CY) + P(Cy) + P(C3) — P(CyNCy) — P(Cy N Cs)+

— P(ConC3)+ P(C1NCyNCs) =P(RiNRy) + P(RaNRy) + P(R3)+

— P(RiNRyNRy) — P(RiNR3NRy) — P(RoNR3sN Ry) + P(RyN Ry N R3 N Ry)
=p 4+ pi4p—pP—p =P pt =p' =3P+ 201 +p (porindep. de las R;).

2.2. Teoremas Basicos

2.2.1. Teorema de la Multiplicacién

Teorema 2.2.1. Sean (P,),.% ) un espacio de probabilidad, y Ay, As,..., A, € .7,
entonces
Demostracion. La demostracion se hara por induccién matemaética.

Paso 1. Probemos que el Teorema se cumple para un primer elemento, n = 2.
Por definicion de Probabilidad Condicional, se sigue

P(A1NAy) = P(A))P(As]Ay).
Paso 2. Ahora supongamos que el Teorema se cumple para n=k
P(AiNnAysn---NAg) = P(Ay) P(As|Ay) -+ P(Ag]lAiNAs NN Agq).
Paso 3. Finalmente demostremos que el Teorema se cumple para n = k + 1

P(AiN---NAg) =P((AiNAsn---NAg) N Agiq)

Por Paso 1 P(AlﬂﬂAkH):P(AlﬂAgﬂﬂAk)P(Ak+1|A1F‘|A2ﬂﬂAk)

Por la hipétesis de induccion que es el Paso 2, se obtiene lo que se queria demostrar

PA NN Aggr) =(P(Ar) - P(AglA1 N - - N A1) P(Aga A NNV Ag).
]

Ejemplo 2.2.2. De una urna que contiene 6 articulos defectuosos y 4 no defectuosos,
se eligen 3 de ellos al azar sin sustitucion, scudl es la probabilidad de los 3 articulos
seleccionados sean defectuosos?

Q consiste de todas las permutaciones de 3 elementos tomados de la urna.
Parai=1,2,3, sean D; = {w € Qlel i-ésimo articulo elegido es defectuoso}

Nos piden hallar P(Dy 0 Dy N D3), por el Teorema de la Multiplicacion,

P(Dy N DyN D3) = P(Dy) P(Do|Dy)P(Ds|Dy N Dy) = (%) (g) (%) _ é
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Definicion 2.2.3. Se dice que By, Bs, ..., B, € .7 es una particion de € si:
1. U B =9,
2. BNBj=9, i#7,
3. P(B)>0, i=12,...,n

2.2.2. Teorema de la Probabilidad Total

Teorema 2.2.4. Sean (P,€),.7 ) un espacio de probabilidad, y By, Bs,...,B, € .7
particion de €2, entonces para toda A € .7

P(A) = P(A|B1)P(B;) + P(A|By)P(B3) + -+ -+ P(A|B,)P(B,).
Demostracion.
P(A)=P(ANQ)=PAN(UL,B;)) = P(U-, (AN B;))

como (ANB;)N(ANB;)=AN(B,NBj)=ANY =0, i# j, por axioma As,
P(A)=) P(ANB)
1=1

por Teorema 2.2.1
P(A) =P(A|B1)P(By) + P(A|B2) P(Bs) + - - - + P(A|B,) P(B).
O

Ejemplo 2.2.5. Cuatro urnas llevan los nimeros 1,2,3,4. La urna i contine i bolas
blancas y 4 —1 bolas negras, con i = 1,2,3,4. Se selecciona, al azar, una urna y después
se saca una bola de dicha urna, scudl es la probabilidad de que esta bola seleccionada
sea negra?

Sean, U; ={w € Q/la bola es seleccionada de la urna i }, parai=1,2,3,4, y N ={w €
Q/la bola seleccionada es negra}, asi para i =1,2,3,4,

4—1
4

1
PU) =7, PNU) =
Como Uy, Uy, Us, Uy es una particion de 2, por teorema de la Probabilidad Total,

P(N) = P(N|U)P(Uy) + P(N|U) P(Us) + P(N|U3) P(Us) + P(N|Uy) P(Us)

§HIONBIOROIONUIOA



2.2. TEOREMAS BASICOS 29

2.2.3. Teorema de Bayes

Teorema 2.2.6. Sean (P,Q,.% ) un espacio de probabilidad, y By, Bs,..., B, € .7
particion de €2, entonces para toda A € .7

P(A|B;)P(B))
(A[B1)P(B1) + P(A|B2)P(Bs) + - - - + P(A|B,) P(By)

P(B|A) = 5
Demostracion.

P(AN By)

Por defincion, P(B;|A) = L)

Por Teoremas 2.2.1, 2.2.4,

P(A|B;)P(B))
(A|By)P(By) + P(A|By)P(By) + - - - 4+ P(A|B,,) P(B,)

P(B;l4) =

O

Ejemplo 2.2.7. Un bolso contiene tres monedas, una de las cuales estd acunada con
dos soles, mientras que las otras dos monedas son normales y no son irrequlares. Se
escoge una moneda al azar y se lanza cuatro veces en forma sucesiva. Si cada vez sale
sol, scudl es la probabilidad de que ésta sea la moneda con dos soles?

Sean N ={w € Q[ se utilizo la moneda normal}, y A ={s,s,s,s}.

Por independencia en los cuatro lanzamientos y usando Teorema de Bayes,

P(AIN?) P(N°) (D* (3) 8

POV = BCaIvy POV) + POAIN POV ~ (0 () + (0T (1)~ 0
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Ca)d("dlv)d + -+ Ca)dCdlv)d + (Ca)d(alv)d _
(a)d ("g|v)

(soheg op eUII09])) (V1) d

(soquorpuadopuy soyuoay) (V)d = (g|V)d
[RUODIPUOD PRPI[IqROL]
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(Oul@uy)d +Ouda)d —(OuV)d —(@UV)d — (D)d +(@)d + (V)d = (ONndny)d
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uoruf)
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(Teso3 pepriqeqoad e[ op eww100]) (“g)d("g|V)d + -+ Ca)d Cg|v)d + (a)d("g|v)d = (V)d

O#
1dmb T DL
o[qeqoidmbe oyuy g5 - (V)d
(V)d
WV)d —1=06V)d ‘1= (v)d 1> W)d >0 ‘0= (2)d

SOJ1seq mOuQ@OQOO 9P UowWInsay
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2.3. [Ejercicios

1. Una instalacién consta de dos calderas y un motor. Sea A el evento de que el
motor estd en buenas condiciones, mientras que los eventos By, (k = 1,2) son los
eventos de que la k-ésima caldera esta en buenas condiciones. El evento C' es que
la instalacion pueda funcionar. Si la instalaciéon funciona cada vez que le motor y

al menos una caldera funcione, expresar C'y C° en términos de A y de los eventos
B;.

2. Un mecanismo tiene dos tipos de repuestos, digamos [ y I'1. Suponga que hay dos
del tipo I y tres del tipo I1. Definimos los eventos A, k =1,2y B; =, 7 =1,2,3
como sigue, A, ={la k-ésima unidad tipo I estd funcionando correctamente},
By, ={la j-ésima unidad tipo II esta funcionando correctamente}. Finalmente
sea el evento C' = { el mecanismo funciona}. Dado que el mecanismo funciona si
al menos una unidad del tipo I y dos unidades del tipo I funcionan, expresar el
evento C' en términos de las Ay y las B;.

3. Una gran tienda vende camisas deportivas en tres tallas: pequena, mediana y
grande; tres modelos: a cuadros, estampada y de franjas; y dos tipos de manga:
corta y larga. Las siguiente tabla muesta las proporciones de camisas vendidas
que caen en las diferentes combinaciones de categorias.

Manga corta Manga larga
Cuadro Estampada Franjas | Cuadro Estampada Franjas
Pequena | 0.04 0.02 0.05 0.03 0.02 0.03
Mediana | 0.08 0.07 0.12 0.10 0.05 0.07
Grande 0.03 0.07 0.08 0.04 0.02 0.08

a) Cuél es la probabilidad de que la siguiente camisa vendida sea mediana, de
manga larga y estampada?

b) ;Cudl es la probabilidad de que la siguiente camisa vendida sea mediana y
estampada?

c¢) ;Cudl es la probabilidad de que la siguiente camisa vendida sea de manga
corta?

d) ;Cudl es la probabilidad de que la talla de la siguiente camisa vendida sea
mediana?

e) ;Cuél es la probabilidad de que el modelo de la siguiente camisa vendida sea
estampado?

f) Dado que la camisa que se acaba de vender era a cuadros y de manga corta,
jcudl es la probabilidad de que su talla fuera mediana?

g) Dado que la camisa que se acaba de vender era a cuadros, jcual es la proba-
bilidad de que su talla fuera mediana?
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10.

11.

12.

CAPITULO 2. CONCEPTOS Y TEOREMAS BASICOS DE PROBABILIDAD

Suponga que Ay B son eventos para los cuales P(A) = z, P(B) =yy P(ANB) =
z. Exprezar cada una de las probabilidades siguientes en términos de z, y y z.

a) P(A°UB°) b) P(A°NB) ¢) P(A°UB) d) P(A°N B°).

Suponga que A, B y C son eventos tales que P(A) = P(B) = P(C) =1, P(AN
B)=P(CNB)=0y P(ANC) = . Calcular la probabilidad de que al menos
uno de los eventos A, B o C' ocurra.

Cierto tipo de motor eléctrico falla por obstruccion de los cojinetes, por combus-
tion del embobinado o por el desgaste de las escobillas. Suponga que la probabi-
lidad de la obstruccion es el doble de la combustion, la cual es cuatro veces més
probable que la inutilizacion de las escobillas. ;Cual es la probabilidad de que la
falla sea por cada uno de esos tres tres mecanismos?

En una habitaciéon 10 personas tienen insignias numeradas del 1 al 10. Se eligen
tres personas al azar y se les pide que abandonen la habitacion simultdneamente
y se anotan los ntimeros de las insignias.

a) (Cuél es la probabilidad de que el ntimero menor de las insignias sea 57

b) ;Cuél es la probabilidad de que el nimero mayor de las insignias sea 57

Supoéngase que se escriben los digitos 1, 2, 3 y 4 en un orden aleatorio. ;Cual es
la probabilidad de que al menos un digito ocupe su propio lugar?

Se extraen dos esferas de una urna que contiene diez esferas numeradas del 1 al
10, jcudl es la probabilidad de que la suma sea 10?7

Un lote consta de 10 articulos sin defecto, 4 con pequenos defectos y 2 con defectos
graves. Se elige un articulo al azar. Encontrar la probabilidad de que:

a) no tenga defectos,

b) no tenga defectos graves,

¢) que no tenga defecto o que tenga defecto grave.

Supongase que de 10 objetos se eligen 5 al azar, con sustitucion. ;Cuéal es la
probabilidad de que ningtin objeto sea elegido mas de una vez?

Una caja contiene esferas numeradas 1,2,...,20. Se escogen dos esferas al azar.
Encontrar la probabilidad de que los niimeros sobre las esferas sean enteros con-
secutivos, si:

a) las esferas se escogen sin sustitucion,

b) las esferas se escogen con sustitucion.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

., Cuantos subconjuntos que contengan al menos un elemento se pueden formar de
un conjunto de 100 elementos?

Entre los nameros 1, 2,...,500 se escoge uno al azar. ;Cual es la probabilidad de
que el nimero escogido sea divisible entre 6 y entre 107

De 6 ntimeros positivos y 8 ntmeros negativos se eligen 4 ntimeros al azar (sin
sustitucion) y se multiplican. ;Cudl es la probabilidad de que el producto sea un
numero positivo?

Un lote contiene 7 articulos. Si se sabe que 3 articulos son defectuosos y se ins-
peccionan al azar y en forma sucesiva, jcudl es la probabilidad de que de que el
quinto articulo inspeccionado seal el tltimo defectuoso en el lote?

Cinco numeros se escogen al azar con sustitucion entre los digitos {0,1,2,...9}.
,Cual es la probabilidad de que dos no sean iguales?

La urna U; contiene x esferas blancas y y rojas. La urna U, contiene z esferas
blancas y v rojas. Se escoge una esfera al azar de la urna U; y se pone en la urna
U,. Entonces se escoge una esfera al azar de la urna Us. ;Cual es la probabilidad
de que esta esfera sea blanca?

Una caja contiene 4 tubos malos y 6 buenos. Se sacan dos a la vez. Se prueba
uno de ellos y se encuentra que es bueno. ;Cuél es la probabilidad de que el otro
también sea bueno?

En el problema anterior los tubos se verifican sacando uno al azar, se prueba y se
repite hasta que se encuentran los cuatro tubos malos. ;Cual es la probabilidad
de encontrar el cuarto tubo malo,

a) en la quinta prueba?

b) en la décima prueba?
Supoénagase que A y B son dos eventos independientes asociados con un experi-

mento. Si la probabilidad de que A o B ocurra es 0.6, mientras la probabilidad
de que A ocurra es igual a 0.4, determinar la probabilidad de que B ocurra.

Veinte articulos, 12 de los cuales son defectuosos y 8 no defectuosos, se inspec-
cionan uno después del otro. Si estos articulos se escogen al azar, jcudl es la
probabilidad de que:

a) los dos primeros articulos inspeccionados sean defectuosos?

b) los dos primeros articulos inspeccionados sean no defectuosos?

c¢) entre los dos primeros articulos inspeccionados halla uno defectuoso y uno
no defectuoso?
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Un lote contiene 10 articulos. Si se sabe que 3 de ellos son defectuosos y se
inspeccionan al azar y en forma sucesiva, cudal es la probabilidad de que el quinto
articulo inspeccionado sea el dltimo defectuoso en el lote?

Cinco ntimeros se escogen al azar con sustituciéon entre los 10 digitos. ;Cual es la
probabilidad de que dos no sean iguales.

Supodngase que tenemos las urnas Uy, Us v Us cada una con tres cajones. U; tiene
una moneda de oro en cada uno de sus cajones, U una de oro en un cajon y una
de plata en cada uno de los otros, y U; tiene una moneda de plata en cada uno
de sus cajones Se escoge una urna al azar, y de ella se escoge un cajon al azar.
La moneda que se encontr6 en este cajon es de oro. ;Cual es la probabilidad de
la moneda provenga de U,

En una fabrica de pernos, las maquinas A, B y C fabrican 25 %, 35% y 40 % de
la produccion total, respectivamente. De lo que producen A, By C el 5%, 4% y
2 % respectivamente son pernos defectuosos.

a) Se escoge un perno al azar, jcuél es la probabilidad de que provenga de la
méquina A?

b) Se escoge un perno al azar jcuél es la probabilidad de que Sea defectuoso?

c¢) Se escoge un perno al azar y resulta ser un defectuoso. ;Cuél es la probabi-
lidad de que el perno provenga de la maquina A?

Suponga que tenemos dos urnas, 1 y 2, cada una con dos cajones. La urna 1 tiene
una moneda de oro en un cajéon y una de plata en el otro, mientras que la urna 2
tiene una moneda de oro en cada uno de los cajones. Se escoge una urna al azar,
y de ésta se escoge un cajon al azar. La moneda encontrada en este cajon es de
oro. ;Cual es la probabilidad de que la moneda provenga de la urna 27

Un bolso contiene tres monedas, una de las cuales estd acunada con dos soles,
mientras que las otras dos monedas son normales y no son irregulares. Se escoge
una moneda al azar y se lanza cuatro veces en forma sucesiva. Si cada vez sale
sol, jcuédl es la probabilidad de que ésta sea la moneda con dos soles?

En tres cajas se colocan canicas rojas, blancas y azules, distribuidas de la siguiente
manera:

Canicas
Cajas rojas blancas azules
A 5 3 2
B 1 8 1
C 3 1 6




2.3. EJERCICIOS 35

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Se selecciona una caja al azar y de ella se saca una canica al azar, si la canica
seleccionada es roja. ;Cual es la probabilidad de que la caja usada haya sido la
caja C7

Una fabrica tiene tres maquinas A, B y C produciendo la misma pieza para
televisor. La méaquina A produce 60 % de las piezas con un 95 % de ellas perfectas,
la méaquina B produce 30 % con 80 % de ellas perfectas y la maquina C produce
10 % con 65 % perfectas. Si se selecciona una pieza al azar,

a) jcuél es la probabilidad de que ésta sea defectuosa?

b) y es defectuosa, jcudl es la probabilidad de que haya dido producida en la
méquina A?

Sean A y B dos eventos asociados con un experimento. Suponga que
P(A) =04, P(LAUB)=0.7y P(B) =p.
Hallar el valor de p con el que:

i) Ay B son mutuamente excluyentes,

it1) Ay B son independientes.
Sugerencia: Desarrollar P(AU B)

Tres componenetes de un mecanismo, digamos C7,Cs y C3 estan colocados en
serie (en linea recta). Suponga que esos mecanismos estan agrupados en orden
aleatorio. Sea R el evento {C5 esta a la derecha de C1}, y S el evento {C5 esta a
la derecha de C1}. jLos eventos R y S son independientes? ;Por qué?

Se lanza un dado y de manera independiente se escoge al azar una carta de una
baraja normal. ;Cual es la probabilidad de que:

a) el dado muestre un ntimero par y la carta sea un as?

b) el dado muestre un nimero par o la carta sea un as?

Un ntmero binario esta compuesto solo de los digitos 0y 1. (Por ejemplo, 101011).
Esos ntimeros tienen un papel muy importante en el funcionamiento de compu-
tadoras electronicas. Suponga que un ntimero binario esta formado por n digitos.
Suponga que la probabilidad de que aparezca un digito incorrecto es p y que los
errores en digitos diferentes son independiente uno de otro. ;Cual es la probabi-
lidad de formar un ndmero incorrecto?

Se lanza un dado 5 veces. ;{Cudl es la probabilidad de que ”5% salga al menos una
vez?

Dos personas lanzan tres monedas regulares cada una. ;Cual es la probabilidad
de que obtengan el mismo niimero de caras?
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37. Se lanzan dos dados y puesto que las caras muestran ntimeros diferentes, ;cuél es
la probabilidad de que una cara sea 47

38. En la fabricacion de cierto articulo se presenta un tipo de defectos con una proba-
bilidad de 0.1, y un segundo tipo de defectos con probabilidad de 0.05. Suponiendo
independencia entre estos tipos de defectos, jcual es la probabilidad de que:

a) un articulo no tenga ambas clases de defectos?

b) un articulo sea defectuoso?

¢) suponiendo que un articulo sea defectuoso, tenga sélo un tipo de defecto?
39. En las figuras siguientes suponga que la probabilidad de que cada relevador esté

cerrado es p y que cada relevador se abre o cierra independientemente de cualquier
otro. Encontrar la probabilidad de que la corriente pase de I a D.

>
%




Capitulo 3

Variables aleatorias

Los datos estadisticos se pueden ver como valores de variables aleatorias, por lo que
su analisis estadistico radica en el estudio de su variable aleatoria asociada. En este
capitulo se estudia en general a las variables aleatorias (ver [2], [3]).

La o-algebra asociada (utilizada) para el conjunto de los ntimeros reales R, es la minima
o-algebra que contiene a los intervalos de la forma (—oo,r), con r € R, la cual es
conocida como o-algebra de Borel, y es denotada por & (RR).

Definicién 3.0.1. Sea (P,Q,.% ) un Espacio de Probabilidad.
Una variable aleatoria (v. a.) X, es una funcion

X: Q0 — R
w — X(w)

tal que X' (—o0,7] ={w € Q | X(w) <r} € .7, para toda r € R.

Denotaremos por [X < z] al conjunto {w € Q | X(w) < x}.

3.1. Funcién de distribucion acumulada (fda)

Definicion 3.1.1. La Funcion de distribucion acumulada o simplemente funcion de
distribucion F, de la variable aleatoria X, se define como

F,.:R — R
r — F (z)=P[X <zl

Teorema 3.1.2. [Continuidad secuencial mondtanal
Sea {A,} € .7 sucesion mondtona, entonces:

1. St A, C Ans1 (denotaremos porA, T UL, A;), entonces P(A,) T P(UXA;).

37
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2. 8i Apv1 C A, (denotaremos porA, | N2, A;), entonces P(A,) | P(N2,A;).

Demostracion. 1. Sean By = Ay, B, = A, — A,_1,n > 2 (conjuntos disjuntos),
como UL, B; = A,,, U2, B; = U2, A;, entonces

P(A,) = P(ULLB,) §:P ST PB) = PUSB) = PUSA).

2. Por Leyes de De Morgan A¢ 1 U2 A¢ = (N2

n=1

Ay, por 1. se sigue

P(An) =1-P(47) 1 1-P(NZ,4)°) = P(NZ,4).

O

Nota 3.1.3. Por las pmpiedades de la funcion inversa: f~1 (U2, A;) = UR, f7H(A),
fTHOER A = N2y fHA), fHH — K) = f~H(H) — f7(K), los eventos [X < a] se
comportan como zntemalos (subconjuntos de R).

3.1.1. Propiedades de la Funcién de distribucién acumulada

Teorema 3.1.4. La funcion de distribucion F, de la variable aleatoria X satisface las
siguientes propiedades:

1. Sean a,b € R con a < b, entonces Pla< X <b]=F,(b) — F,(a).
2. Es una funcion creciente.

3. Es continua por la derecha con limite por la izquierda, mds ain, para a € R :

a) lim+ F (z) = F.(a).
b) lim F,(r) = P[X <a.

4. im Fo(z) =0,  lim F(2) = L.
5. Paraa € R P[X =a] = lim F'y () — lim F, (z) (Salto de Fx enx=a)
:c—)a T—a—

=F (a) — lim F (z).
T—a~
Demostracion.

Con a < b se tiene que [X < a] C [X < b], por Teorema 2.1.6:
1. Pla<X<b=P(X<b—-[X<a])=P[X < —P[X <q]

[
Plo< X <8] = By (b) — Fy (0)
2. PX <a] <P(X <} oo Fo(a) < Fy(a).
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3. a) Siz,|a,entonces (X <z, N2 X <z]=[X <adal]

Por Teorema3.1.2 P[X < uz,| | P[X <d] s lim Fy (z) = Fy(a).
r—a

b) Six, T aentonces [X <ux,] TUZ[X <] = P[X <a].

Por Teorema3.1.2 P[X < z,] 1 P[X < 4] oo lim Fy(x) = P[X < a].
Tr—a

4. Como en 3a), si x, | —oo, entonces [X < z,]| | &

Por Teorema3.1.2 P[X <uz,|| P(9) s lim F(z) =0.
T——00

Como en 3b), si x, T oo, entonces [X < x,] T Q

Por Teorema3.1.2 P[X < z,] T P(Q) oo lim Fo(x) = 1.
T—>00

5. Six, T aentonces [z, < X <a] | [X =a]. Porl. y Teorema 3.1.2

Fx(a) — P[X < z,| = Fx(a) — Fx(z,) = Plz, < X <a] ] P[X =d]
se sigue que P[X < x,] T Fx(a) — P[X = q]
mlig{ F (z) = F,(a) — P|[X = 4]

X

= lim F,(z) — P[X =a] por 3.a).

z—at

De este Teorema deducimos la siguiente afirmacion.

Corolario 3.1.5. La funcion de distribucion F,, de la variable aleatoria X es continua
en x =a, siy solo si P[X =a] =0.

3.2. Variable aleatoria Discreta

Definicion 3.2.1. Diremos que la variable aleatoria X es discreta, si su funcion de
distribucion F, toma un nimero finito o numerable de valores.

Nota 3.2.2. Sea {y, € [0,1] | Yyn < Yns1, n € Z} el congunto de valores de la funcion
de distribucion discreta F, entonces por Teorema 3.1.4 existe R, = {x, € R | n € Z},
tales que:

F Y yn) = [n, Tpa)  (por 2.y 3.) F, es escalonada.
PX =z,) =Yyn — Yn—1 (por 5.)

My, oo D ope oo PIX =] = im0y =1 (por 4.)

Por lo que la variable aleatoria X y su distribucion F, tienen la misma cantidad de
valores. La grifica de la distribucion F, es escalonada con conjunto de discontinuidad
R, ={z, € R | n€Z} y con longitud de salto P[X = x;].
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3.2.1. Funcién de distribucion de probabilidad (fdp)

Definicién 3.2.3. La funcion de distribucion de probabilidad f ., de la variable aleatoria
X con valores en Rx = {x; € R | i € Z}, se define como

fo:Rx — R

Teorema 3.2.4. La funcion de distribucion de probabilidad fx de la variable aleatoria
discreta X, satisface las siguientes propiedades:

1 0< fo(z) <1

Nota 3.2.5. Para una variable aleatoria discreta X, con valores Rx = {z; | i € Z}

1 Fy(@) =2, < [x (@), fi(@i) = F (i) — F(i-1).

2. La grdfica de su funcion de distribucion F, es una funcion escalonada.

3.3. Variable aleatoria Continua
Definicion 3.3.1. 1. Diremos que la variable aleatoria X es continua, si su funcion
de distribucion I es continua.

2. Si ademds de ser continua la funcion F, es absolutamente continua (ver [6],
[7]), entonces existe una funcion f, llamada funcion de densidad de probabilidad
o simplemente funcion de densidad de la variable aleatoria X, tal que

Fo(z) = / " hey) dy.

Por Teorema Fundamental del Cdlculo

d[Fy ()]

fula) = S22

3.3.1. Funcion de densidad de probabilidad (fdp)

Nota 3.3.2. En este libro trabajaremos unicamente con variables aleatorias continuas,
que tengan funcion de densidad de probabilidad.
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Teorema 3.3.3. La funcion de densidad fx de la variable aleatoria continua X, satis-
face las siguientes propiedades,

1. fo(z)>0

2. /]fo(a:) dr =1

3.4. Variable aleatoria Mixta

Definiciéon 3.4.1. Diremos que la variable aleatoria X es mizta, si no es discreta ni
continua, en este caso, la funcion de distribucion F, tiene una parte discreta y otra
parte continua por lo que su grdfica serd discontinua no escalonada.

Teorema 3.4.2. La funcion de distribucion F, de una variable aleatoria mizta X, se
puede escribir como combinacion convezxa de una funcion de distribucion discreta F)d(1
de una variable aleatoria Xy, con otra funcion de distribucion continua Fy, de una
variable aleatoria Xo, es decir, existe « € R, con 0 < a < 1, tal que

Fy(2) = aFg, (z) + (1 — a) F§, (2)

Demostracion. Sea X; la variable aleatoria discreta con Rango Ry, = {x; € R | z; es
punto de discontinuidad de F', }, y funcion de distribucion de probabildad

fil :]%Xj — R
1
donde a=3  _p P[X =z

Por lo que su funcién de distribuciéon es
Fi () = (1/a) > PIX = ).
T <x

Sea X, la variable aleatoria continua con la siguiente funcién de distribucién obtenida
de Fx quitando sus saltos

Fi,(2) = (1/(1=a) [ Fe(2) = Y PIX =m]] (%)

T <x
multiplicando por (1 — «) (1 —=a)Fg,(v) = Fy(z) —a(l/a) Y, <, PIX = x4]
Fy(z) = aFx, (x) + (1 - a) F§, ()
Derivando (*) obtenemos la funcion de densidad de la variable aleatoria X3

dF¢ (z x
e o) = Ty - g )
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3.5. Esperanza de una variable aleatoria

Definiciéon 3.5.1. La Esperanza, Valor esperado, Media o Promedio, de la variable
aleatoria X, denotada por . o E(X), se define como la siguiente Integral de Stieltjes

(ver [6])
py = E(X) = /]Rx dF(x).

Mds ain, si g : R — R es funcion medible con la o-dlgebra de Borel 2 (R), es decir
g (—o0,r] € Z(R) para toda r € R, entonces g(X) es variable aleatoria con

E(g(X)) = /}R g(z) dF(z).

Ast, en el caso de ser X wvariable aleatoria:

1. Discreta, fy = Z x; fi(24), E(g(X)) = Z 9(xi) fy (1)

T, ERy T, ERy

2. Continua con funcion de densidad f,
po= [ @ f@)de EB@0)= [ go) £,(0) da
R R
3. Mizta. Como F(z) = ozF;(ll (x)+ (1 — oz)Ff{2 (x), entonces

Blo(X)) = | gta) dF(@) = |

=aE(g(X1)) + (1 — a)E(9(Xs))

olan) A% (@) + (1= a) [ glo2) dF, (o)

3.5.1. Propiedades del Valor esperado

Teorema 3.5.2. Sean X,Y wvariables aleatorias. Si a,b € R, entonces:
1. E(a) =a,
2. E(aX +bY)=aBE(X)+bE(Y).

3. 8t X,Y son independientes, entonces E(XY)= E(X)E(Y).
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3.6. Varianza de una variable aleatoria

Definicion 3.6.1. La Varianza de la variable aleatoria X, denotada por ai o V(X),
se define como

02 = V(X) = E(X - p,)?

X

Desarrollando el binomio al cuadrado y utilizando las propiedades del valor esperado
oy = V(X) = B(X?) = (ny)*

X

Ast, en el caso de ser X wvariable aleatoria:

1. Discreta o2 = Z [(23)? fy (23)] = (1y)*

:EiGRX

2. Continua con funcion de densidad f,

7= [ 4 oo do )

3.6.1. Propiedades de la Varianza

Teorema 3.6.2. Sean X,Y wvariables aleatorias. Si a € R, entonces:

2. V(aX) = a*V(X),
3. V(X +a)=V(X).
4. St X, Y son independientes, entonces V(X +Y)=V(X)+V(Y).
Ejemplo 3.6.3 (Caso Discreto). Considerando el experimento de lanzar dos dados
Q={(a,0) |1 <a,b<6}.
Sea X la siguiente variable aleatoria

X: QQ — R
(a,b) — a—+b.

cuyo Rango es Ry ={2,3,...,11,12 }.
Hallar: fy, Fy, py, 02, P[4< X <8], P[25< X <5.§]

x?
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1. f, viene dada por

(k—1
W, Sl2§k§7,

frla) = 13—k
36

si 8 <k <12

k 2
k) [ &

A continuacién obtenemos dos de sus valores

B[l o
e
Bl ot

o
Blof ~
&ey 0o
Bl ©

W

N

—

36

2. F, viene dada por

0, stz < 2,
1
%C[;]]), si2<z <8,
FX(*T) =
1 /13—
1—%< 2M) si8<z<12,
1, siz > 12.

a : . .
[z] es la parte entera del nimero real x, ( b) el coeficiente binomial.

ya que si 2 < z < 8, por la propiedad de ser funcién acumulada de f

= N e I
Fel@) =35 k:%f:%@

k=1

Si8<x <12
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Y
1 —_—

Grafica de la funcién de distribucién r,.

Obtengamos la media p, y la varianza 0)2(.

“y=2(g) a5 0 (5) o (5) o ()
”(fﬁ) 8(56)+9<§6)+10(3‘°’6)+“(§6)+12<§6) 7

E(X?) = i(xi)z flw) =4 (316) o (326) e (336) o (346) £ (%)

k=2

6 5 4 3 2 1 329
49 64 81 100 121 144 (=) =222
149 (36) * (36) - (36) * (36) - <36) * (36) 6

329 35
4.0% = B(X?) = (uy)? = o 7=

6
5. Pld< X <8 = Pld< X <8 —PX =8 = (F.(8) — F..(4)) — £.(8)
— (1/36) Ksﬁ— (132_8)) - (;1) —5] — (1/36)[(36 — 10) — 6 — 5] = ;—2
6. P[2.5 < X <5.8] = P[2.5 < X < 5.8+ P[X =25 — P[X=58|
5 2 9 1
— F,(5.8) — F(2.5) = (1/36) [(2) - (2)] (1/36)[10 ~1] = == = .

Ejemplo 3.6.4 (Caso continuo). La funcion de densidad f, de la varible aleatoria X
con [, = % estd dada por

fy(@) =

a+bx?, si 0<x<1,
0 en otro caso.

Hallar: a, b, F, y Ui.

Resolvamos el siguiente sistema de dos ecuaciones con las incognitas a, b

/]R fy(x)de =1 (1)
[ 2ty -

ot W
—~
DO
~
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Simplifiquemos las ecuaciones (1) y (2)

1 1
1—/f / (a+ bz*)dr = a:)s+éx3 =a+ (1)
0 3 1o

3 a ., b " a b
5_/ /Osca—irb:c d:c—b:c +Z:c]0— +Z (2)

Multiplicando por 3 la ecuacion (1), y por 20 la ecuacion (2), obtenemos el siquiente
sistema de ecuaciones equivalente

w| o

N

3a+ b=3 (3)
10a + 5b = 12 (4)

Multiplicando por 5 la ecuacion (3) y restando la ecuacion (4), obtenemos

3
S5a=3 — a:g

Sustituyendo este valor de a en la ecuacion (3), obtenemos

3 6

06+122% s 0<z<1,
fx(x) = {

0, en otro caso.

xT

Gréfica de la funcién de densidad f, .

Obtengamos la funcion de distribucion F,, por definicion 3.5.1.

'0, st x <0,

:/ fi(y) dy = (06 +1.20") dy, si 0<x<1

oo 0
(L st x> 1.
Oa St l’<0,

F (x)=<{06x+042%, si 0<z<1
L1 st x> 1.
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Gréfica de la funcién de distribucién F .
Finalmente obtegamos la varianza O’i. Por Definicion 3.6.1,2.

1
E(X?) = / 2 fo () do :/ 22 (0.6 + 1.227) dz = [0.22° + 0.242°] = 0.44
R 0

02 = E(X?) = (uy)* = 0.44 — (0.6)* = 0.08

Ejemplo 3.6.5 (Caso mixto). Sea X wariable aletoria con funcion de distribucion F
dada por

(0, si ox < —1,
0.25(z + 1)3, si —1<z<0,
Fo(z) = 0.35, st 0<zx<1,
* 0.5(x —1)4+0.35, sil<az<1.5,
—(z—2)%+1, st 1. <z <2,
L1, st x> 2.

Hallar: 1. P[X =0], 2. P[X = 18], 3. P[0 < X < 1.8], 4. P[X > 0], 5. s, 6. 02

x°

0,75
0,6

0,354

—1

Grifica de la distribucién F, de la variable aleatoria mixta X.
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En general mi estrategia para hallar probabildades, es escribir todo intervalo en funcién
de conjuntos de la forma [a < X < b] y [X = ¢, para luego utilizar las tres siguientes
afirmaciones:
e Por Teorema 2.1.6. Si A C B, entoces P(B — A) = P(B) — P(A).
e Por Teorema 3.1.4: Longitud del salto en la discontinidad de F; en z = a
PX =a]=F,(a) — lim F,(z).
T—a—

e Para toda a < b, se cumple Pla <X <b] =F,(b) — Fy(a).

1. P[X=0]=F(0)— lim F, (z)=0.35—-0.25=0.1,

z—0~

2. P[X=18=F_(18)— lim F (z)=0 (pto.de cont. de Fy),

r—1.8~

Pl0< X <18 =F_(1.8) — F,(0) = 0.96 — 0.35 = 0.61,

w

Escribiendo [0 < X < 18] =([0< X <18 —-[X =18])U[X =0], por 1,2,y 3.

Pm§X<L&:Pm<X§L&—HX:L&+HX:MZ6LM+1:OH
4. PX>0/=1-P[X <0]=1-P(X <0]—[X =0])
1 —(P(X <0 = P[X =0)) = 1 — F,.(0) + P[X = 0] = 0.75

Para hallar p,, y O’ , obtengamos fd de la parte discreta, y F ¢ de la parte continua
de la variable aleatorla mixta X. Por Teorema 3.4.2

R, ={0,15}, a=P[X=0]+P[X=15=01+0.15=025=1/4

fil Ry, — R
x; € RX1 0 L5
T
fi, (@) = —PIX = 2] | 4(0.1) = 04 | 4(0.15) = 0.6
(0, si < —1,
(x+1)2, si —1<2<0,
dF (z) 0 si 0<z<1
c 1/(1— =1 N |
fo@=Q0/1-a)) — 2 sil << 15,
—4(z-2), silb<z<2,
L0, six > 2.
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E(X1)= Y a; fl (x)=0P[X; =0+ 15 P[X; = 1.5] = (1.5)(0.6) = 0.9

J}iERxl
B(X)) = > () o (2) = 0% PIXy = 0] + (1.5)* P[X; = 1.5] = 1.35
mieRXl
0 1.5 2
E(X2):/]R:cf;2(x) d:c:/lx(x+1)2 dx+§/l xdx—§/15x(x—2) do
2, 22" 1, 8[43 ] 1 5 5 8
—{zﬁl‘ *7]_1%["”]1 ‘5{3‘“"L;‘E+E+§—§'
0 1.5 2
E[(X2)2]:/x2 72 (@) dx:/ (x4 1) dx+§/ 2 dx—g/ 2(z — 2) da
R —1 1 1.5
@2, 28 2 405 82t 2,7 1 19 67
—{Eﬁ“é]_l*@ml ‘5{2‘51‘]1_5—% 3% "7
1
1207

Obtengamos la media i, y la esperanza F[(X)?]. Por Definicion 3.5.1,3.

5., = B(X) = aB(X1) + (1— a)E(Xa) = 0.25(0.9) + 0.75 (g) - %
E[(X)Y] =aFE[(X1)% + (1 — a)E[(X5)?] = 0.25(1.35) + 0.75 G%g) = %.

Finalmente obtengamos la varianza 0}2{. Por Definicion 3.6.1,2.

233 (107’
. 2 =FE[(X)}] - =" — | =] =0.6611

3.7. Ejercicios

1. Dado que la V.A. discreta X tiene la fda

(

0, para xr < —1,

1/4, para — 1<z <1,
() =41/2, paral<uz <3,
3/4, para3 <z <5,

1, para 5 < .
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Obtener la gréafica de F''y

a. P[X <3| d. P[-04 < X <4].
b. P[X =3]. e. P[X >1].
c. P[X <3 f. P[X =5].

2. Sea X una variable aleatoria continua con fdp f dada por

azr, 0<z<1,

a, 1<z <2,
flz) =

—ax + 3a, 2 <z <3,

0, en otro caso.

a. Determinar la constante a.
b. Determinar F'y dibujar su grafica.
c. Hallar P[X > 2.

3. Si la fdp de la variable aleatoria continua Y esta dada por

L 0<y<4,
fly) =< VY !

0, en otro caso.

Obtener

a. El valor de c.
b. La fda F.
c. PlY >1].

4. Sea f la funcién definida por,
r+1, s —1<z<0,

flz)=1922—-6, sid<z<c,

0, en otro caso.

donde ¢ es una constante.

a. Determinar el valor de ¢ para que f, sea una fdp.
b. P[0 < X < 3.
c. P[X <3|



Capitulo 4

Variables aleatorias discretas de uso
comun

En este capitulo estudiamos a las variables aleatorias discretas que més se usan.

En todas ellas salvo en la tltima se determina el niimero de éxitos en cierta cantidad de
observaciones (observaciones donde hay s6lo dos posibles resultados: éxito y fracaso),
por ejemplo en una linea de produccion, la cantidad de articulos defectuosos en los
primeros 100 articulos producidos.

La ultima es la variable aleatoria Poisson que determina el niimero de éxitos ocurridos
en un intervalo, por ejemplo la cantidad de clientes que arriban a un banco en cierto
intervalo de tiempo (ver [2], [3]).

Definicién 4.0.1. [independencial Diremos que las variables aleatorias discretas X, Y
son independientes st,

P([IX e AlNn[Y € B]) = P[X € A] P[Y € B, (ver definicion 2.1.12),

donde ACR,, BCR,.
En particular, siz; € Ry, y; € R,: P X =z, [Y =y;]) = fo(xa) fy (v3)-

4.1. Distribucion Bernoulli

Definicion 4.1.1 (Ensayo de Bernoulli). Un ensayo de Bernoulli con pardmetro p es el
experimento aleatorio mds simple, el cual consiste de dos posibles resultados a los que
identificaremos como éxito E, y fracaso F, y donde P(E) = p.

Definiciéon 4.1.2 (Distribucion de Bernoulli). La variable aleatoria asociada al ensayo
de Bernoulli es la biyeccion,

X:Q «— {0,1}
0, st w=F

w o Xw) = 1, st w=F

ol
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la cual es conocida como, variable aleatoria con distribucion Bernoulli con pardmetro
p, esto se escribe como, X ~ Be.(p), donde p = P(E) = P|X = 1], luego su funcion de
distribucion de probabilidad f, viene dada por,

p, st x;=1
q, st x;=0.
donde g=1—p

Teorema 4.1.3. Sea X una variable aletoria con distribucion Bernoulli con pardmetro
p; entonces,

1. E(X)=p
2. V(X) =pq
Demostracion.

4.2. Distribucién Binomial

Definicién 4.2.1 (Distribucion Binomial). La variable aleatoria discreta X, que deter-
mina el numero de éxitos en un experimento que consiste de n ensayos independientes
de Bernoulli con el mismo parametro p = P(E;), parai=1,2,...,n, es conocida como
variable aleatoria con distribucion Binomaial con parametros n,p, lo cual escribiremos
como X ~ B(n,p).

Nota 4.2.2. Como para (1 < i < n), el i-ésimo ensayo independiente de Bernoulli
con parametro p, tiene asociada la varible aleatoria independiente de Bernoulli X; con
parametro p, entonces toda variable aleatoria con distibucion Binomaial con pardmetros
n,p, se puede escribir como suma de estas n variables aleatorias independientes con
distribucion Bernoulli con el mismo parametro p, es decir,

X=X1+4++X,, X;~B(p),i=1,...,n independientes.

Teorema 4.2.3. La funcion de distribucion de probabilidad f, , de la variable alatoria
X con distribucion Binomial con parametros n, p, viene dada por:

fy(k) = <Z) p* "%, para k€ Rx =1{0,1,...n}.
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Demostracion.

Sea k € Ry, entonces,

[ (k) = P[X = k]
= P{permutaciones de la palabra (£---EF---F)}
k —k

Por independencia, por conmutativadad del producto, y por la formula de permutaciéon
de palabras Teorema 1.4.1,

n!

(k) = P PEH PN = s -t = () o

Teorema 4.2.4. Sea X una variable aletoria con distribucion Binomial con parametros
n, p; entonces,

1. E(X)=mnp
2. V(X) =npq
Demostracion.
EX)=> kflk)=) k0" ¢""
(X) ; f(k) 2 M P f

k=1 _(n—1)—(k—1)

N (n—1)!
—”p;k_m (-1 - G-t 1

Por el cambio de variable j = k — 1, y por Teorema 3.2.4,2; con f, fdp. de la v.a.
Y ~ B(n—1,p).

n—1
= np (n B 1) Pam T =np Y f(n) = np.

yi€ERy
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Analogamente, considerando j =k — 2 y una v.a. Y ~ B(n — 2, p),

E[X Zk‘ —-1) k' k>'p q"~
2 n—2)! —2 _(n—2)—(k—2
—n(n—1)p ;(k‘_w ((51_2;_(1{:_2))! p? g
:n(n—l)pzz_: (nj_2)p]q" D= = p(n — 1)p?.

E[X?] = EIX(X —1)] + E(X) = n(n — 1)p* + np = npq + n°p’.
V(X) = E(X?) — (E(X))* = npq.

Estos resultados se pueden obtener directamente por Nota 4.2.2 y Teorema 4.1.3.
O

Ejemplo 4.2.5. La variable aleatoria que determina el nimero de esferas blancas, al
extraer con reemplazo de manera aleatoria n esferas, de una urna que contiene N esferas
en total, donde r de ellas son blancas, y el resto negras, tiene distribucion Binomaial con
pardmetros n, p =1/N.

Tenemos n ensayos de Bernoulli, los cuales consisten en n extracciones con reemplazo
de una esfera en esta urna. Cada uno con parametro p = P(E) = £, donde éxito E
consiste en extraer una esfera blanca de la urna.

Los n ensayos son independientes por Teorema 2.1.14, ya que, por el reemplazo,

P(wilw;) = P(w;)
donde para 1 < k < n,

wi es el resultado (éxito o fracaso) de la k-ésima extraccion con reemplazo.

Sea X = # de esferas blancas obtenidas en las n extracciones, entonces,
X ~ B(n, §7), por lo que la probabilidad de que & de ellas sean blancas es,

=== (1) () (%)

Ejemplo 4.2.6. Suponga que en cierta poblacion, la probabilidad de que en un parto
nazca un nino es 0.4, hallar la probabilidad de que en cinco partos en esta ciudad:
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1. nazcan dos ninos.
al menos nazcan una niNa Yy un Nino.

¢ Cudntas ninias se espera que nazcan en estos cinco partos?

De 2 000 familias de esta poblacion con tres hijos, jcudntas se espera que no
tengan ninos?

Sea X = # de ninas en una familia de cinco hijos, entonces,
X ~ B(5,0.6), con Exito—nazca nifia.
Nos piden hallar: 1. P[X =3|, 2. P[1 <X <4], 3. E(X).

Y
3

2. P[1<X<4=1-P[Xc{0,5}]=1—-P[X =0] - P[X = 5]

=1- ((5)) (0.4)° — (2) (0.6)°> =1 —0.088 = 0.912
3. E(X)=np=>5(0.6)=3

1. PX=3= ( )(0.6)3(0.4)2 = 0.3456

4. Sea Y = # de familias con 3 ninas entre estas 2 000 familias con tres hijos

Y ~ B(2 000,0.216), con Exito—familia con tres hijos todas nifias,
por lo que p = P(E) = P(En la familia halla tres nifias)=(0.6)* = 0.216.

E(Y) = # Esperado de familias con 3 nifias entre las 2 000 familias con 3 hijos

=2000(0.216) = 432
Ejemplo 4.2.7.

Para acreditar un curso, un estudiante responde un examen de opcion mailtiple con
preguntas con cuatro opciones como respuesta, donde solo una es la correcta. Suponga
que con probabilidad 0.6 el estudiante conoce la respuesta correcta de cada una de las
preguntas y que el estudiante selecciona la respuesta correcta cuando la conoce y en
caso contrario, selecciona al azar una de las cuatro opciones. Si el examen consta de
diez preguntas y si el curso se acredita con calificacion minima de siete, scudl es la
probabilidad de que este alumno logre acreditarlo y cudntas preguntas se espera que
responda correctamente?
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Sea X = # de preguntas del examen respondidas correctamente, entonces,
X ~ B(10,p), con Exito—una de las preguntas es respondida correctamente,
Sea B el Evento donde el alumno conoce la respuesta, por Teorema de la prob. total,
p=P(FE)=P(FE|B)P(B)+ P(E|B°)P(B) = 1(0.6) + (0.25)(0.4) = 0.7

La calificacion minima de siete se garantiza respondiendo correctamente siete o mas
preguntas. Nos piden hallar, P[X > 7] y E(X),

PX>17 = (170> (0.7)7(0.3)* + <18O) (0.7)8(0.3)? + <190) (0.7)°(0.3) + Gg) (0.7)%
= 0.6496

E(X)=10(0.7)=7

Por lo que se espera que se contesten correctamente siete preguntas.

4.3. Distribuciéon Hipergeométrica

Definiciéon 4.3.1. La variable aleatoria que determina, el nimero de éxitos obtenidos al
extraer sin reemplazo de manera aleatorian esferas, de una urna que contiene N esferas
en total, donde r de ellas son éxitos E, y el resto N —r fracasos F, es conocida como,
la variable aleatoria X ~ H(N,n,r) con distribucion Hipergeométrica, con pardmetros
n,r, N.

Teorema 4.3.2 (Distribucion Hipergeométrica). La variable aleatoria X ~ H(r,n, N)
con distribucion Hipergeométrica, con pardmetros n,r, N, tiene como funcion de densi-

dad de probabilidad

(&) ()
k n—=k
fx (k) = N )

n
Teorema 4.3.3. La Esperanza y la Varianza de la variable aleatoria X, con distribucion
Hipergeométrica con pardmetros r,n, N, vienen dadas por,

para k=0,1,2 ... min{r,n}.
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1. E(X)=mnp

N-—n

2. V(X) =npq N1

donde: p:%, ygq=1—p

Demostracion.

SOIIRCE W ) ()

) } 1 Si1—1
Usando la identidad: &k (k) =3 (k B 1)

r—1\ (N —r
s G
n—1

haciendo el cambio de variable, £ = j + 1

S G0 1 i)
- N;(] Ll (N— 1)
= E(Y +1)"] o

3

donde Y ~ H(r —1,n—1,N —1).

Con valores m = 1, m = 2, obtenemos,

E(X) = TE(Y + 1)) = =
E[X?] = WE[(Y +1)] = 7}; {% + 1]
vix) = B - el = o (B sl

_nr [M—nN—rN+N+N2—N—M+nT] _nr (N —=r)(N —n)

N N(N —1) N N(N-1)
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haciendo p = L, y ¢ = 1 — p, obtenemos,

N

E(X)=np, V(X)=mnpq

O

Ejemplo 4.3.4. En un estado de la Republica Mexicana se efectia una loteria en la que
se escogen al azar y sin reemplazo seis numeros entre 40. El boleto ganador serd aquel
que contenga estos seis numeros, y habrd reembolso si tiene al menos cuatro aciertos,
es deicir si coinciden al menos con cuatro de estos numeros. Un jugador selecciona seis
numeros antes de que el estado tome la muestra. ;Cudl es la probabilidad de que el
boleto del jugador:

1. sea el boleto ganador?
2. tenga reembolso?

3. sCudl es el numero esperado de aciertos para este jugador?

Sea X = ntimero de aciertos del jugador = cantidad de nimeros en el boleto del jugador,
que coinciden con los 6 nimeros seleccionados por el Estado, al azar y sin reemplazo
entre 40.

X ~ H(6,6,40), con Exito=Acierto.
Nos piden hallar: 1. P[X =6], 2. P4<X <5], 3. E(X).

1. P[X =6] = (2% 4504) = < 4:50) = 2.60526 x 1077

6\ (34 /6\ (34
2 Pl < X <5 = (424(%2) N <524g)1) — 0.002245
3. B(X) =6 (%) _ 0.96 :

Las variables aleatorias Binomial e Hipergeométrica son muy parecidas, ya que en am-
bas, se determina el niimero de éxitos obtenidos en n observaciones donde en cada una,
se tiene los dos posibles resultados: Exito y Fracaso. La tnica diferencia es que en la
Binomial las n observaciones son independientes y en la Hipergeométrica las n obser-
vaciones (extracciones sin reemplazo) no son independientes, y como se muestra en el
ejemplo 4.2.5, si estas n extracciones fueran con reemplazo se tendria independencia en
las observaciones por lo que estariamos en el caso de una distribucién Binomial.
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4.4. Distribucion Geométrica

Definicién 4.4.1. La variable aleatoria X que determina, el nimero de ensayos su-
cesivos de Bernoulli, independientes y con el mismo pardmetro p, hasta que ocurre el
primer éxito E, es conocida como, la variable aleatoria X ~ G(p) con distribucion
Geométrica, con pardmetro p.

Teorema 4.4.2 (Distribucion Geométrica). La variable aleatoria X ~ G(p) con distri-
bucion Geométrica, con pardmetro p, tiene como funcion de densidad de probabilidad

fy(k)=q¢""p, para k=1,2,....,n.

Teorema 4.4.3. La Esperanza y la Varianza de la variable aleatoria X, con distribucion
Geométrica con pardmetro p, vienen dadas por,

EX)=Ykf (k)= kqd'p=> (k—1+1)¢""p
k=1 k=1

k=1
=> (k=1 d7p+> ¢ 'p
k=1 k=1

haciendo el cambio de variable j = k — 1, obtenemos,

= idp+1=q) ¢ 'p+1=qBE(X)+1

j=0 7j=1

Es decir, (1-¢q)E(X)=1, .. EX)=-

Generalicemos la distribucién Geomeétrica.
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4.5. Distribuciéon Pascal o Binomial negativa

Definicion 4.5.1. La variable aleatoria X que determina, el nimero de ensayos su-
cesivos de Bernoulli, independientes y con el mismo pardmetro p, hasta que ocurre el
r-ésimo éxito E, es conocida como, la variable aleatoria X ~ P,(r,p) con distribucion
Pascal o Binomial Negativa con pardmetros r, p.

Teorema 4.5.2 (Distribucion Pascal). La variable aleatoria X ~ P,(r,p) con distribu-
cion Pascal con pardmetros r,p, tiene como funcion de densidad de probabilidad

k—1
r—1

et = (

)qk_TpT, para k=r,(r+1),...

Teorema 4.5.3. La Esperanza y la Varianza de la variable aleatoria X, con distribucion
Pascal, con parametros r,p, vienen dadas por,

r
1. BE(X)=-
(X) ,
rq
Demostracion.
E[X*] = fj ke fo(k) = i e gy
k=r * k=r r—= 1
Usando la identidad: & (k B 1) =7 <k)
r—1 T

T — k
EIX3] = — ks—l( )qk—rpr-l—l
haciendo el cambio de variable k = j — 1,

T > . S— _1 i—(r r
=-> (-1 1((@11)—1)(1) rHDprt

E[(Y —1)*]

donde Y ~ P,((r 4+ 1),p). Con s = 1, obtenemos

E[(Y —1)°] = g

=3
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_7’+1
p

Y con s =2, como E(Y)

BX?) = CB(Y - 1)) = J[B(Y) —1] =

S]-G)
() -5

Ejemplo 4.5.4. Un cliente potencial entra a una agencia de automdoviles cada hora.
La probabilidad de que una vendedora cierre una transaccion es 0.10.

Por lo que,

V(X) = B[X?] - (BIX)? =
_r (4D o
B ( ! p)—

p p

{(7’+1)

=3

0

1. Si ella estd dispuesta a continuar trabajando hasta que venda tres carros, ;cudl
es la probabilidad de que trabaje exactamente ocho horas?

2. ¢Cudntos clientes espera atender para vender el primer auto?

Sean, X = #de horas, hasta que la vendedora venda tres autos,
Y = #de clientes atendidos, hasta que la vendedora venda el primer auto,
entonces, X ~ P,(3,0.1), Y ~ P,(1,0.1) = G(0.1), con Exito—=Venta de un auto.

7

1. PX=8= (2

) (0.1)5(0.9) = 0.00015

1

2. EY)= 010 = 10, espera atender 10 clientes para lograr su primera venta

4.6. Distribuciéon Poisson

Definicion 4.6.1. Consideremos una fuente de material radiactivo que emite particulas
a. Se define a la variable aleatoria con distribucion Poisson con pardmetro \;, como
aquella que determina el numero de particulas o emitidas X; durante el intervalo de
tiempo [0,t] y que satisface los siguientes cinco axiomas:



62

A

As

Ay

As
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Las variables aleatorias X; y X[s,s+t] para s > 0, tienen la misma distribucion.
Donde, X[s,s +t] = X|[0,s + t| — X[0,s], es decir, X[s,s + t| es la variable
aleatoria que determina la cantidad de particlas emitidas durante el intervalo de
tiempo [s, s + t].

El nimero de particulas emitidas durante intervalos de tiempo no sobrepuestos,
son variables aleatorias independientes, es decir, para 0 < t < t; < ty < s, las
siguientes variables aleatorias con distribucion Poisson son independientes:

X[t, tl], X[tg, S]

La probabilidad de obtener exactamente una emision durante un intervalo sufi-
cientemente pequeno, es directamente proporcional a la longitud del intervalo.

La probabilidad de obtener al menos dos emisiones en un intervalo suficientemente
pequeno es despreciable.

Condicion inicial: Parat =0 Xo=10 equivalentemente P[X,=0]=1

Teorema 4.6.2 (Distribucion Poisson). Bajo los cinco aziomas anteriores la variable
aleatoria X; tiene la siguiente funcion de distribucion de probabilidad

k
fo (k) =P[X; =k =™ % para k=0,1,2,...

Toda variable que tenga a ésta como fdp. se le conoce como variable con distribucion
de Poisson con parametro \t, escribiéndose Xy ~ P,(\t)

Teorema 4.6.3. La Esperanza y la Varianza de la variable aleatoria X, con distribucion
Poisson, con pardmetro X, vienen dadas por,

1.
2.

BE(X)
V(X)

A
A

Demostracion.

haciendo el cambio de variable j = k — 1, y como e* = 5

O A\

_ ANy A
E[X]_,; ke k!_>\6 E =
—0

o N
=0 G
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haciendo el cambio de variable j =k — 1,

)\j

E[X?] =\ ﬁ:g+1 tﬁ:AEMAJJ:MEQj+H:AQ+&)

Por lo que
V(X) = BIX?) — (E[X])2 = AA+1) = (1) = A
O

Ejemplo 4.6.4. Suponga que el nimero de clientes que entran en un banco en una
hora es una variable aleatoria Poisson con P(X = 0) =.05, scudl es la probabilidad de
que en un periodo de dos horas entre un cliente a este banco?

Sea X = # de clientes que entran a este banco en una hora, entonces,

N

0.05=PIX =0 =e™ 5

—  A=1In(20)~3

por lo que entran al banco en promedio tres clientes por hora.

Sea Y = # de clientes que entran al banco en dos horas, entonces, Y ~ P,(6).

Nos piden hallar: P[Y = 1] =6 (%) = 0.01487

Ejemplo 4.6.5. El nimero de buques tanque que llegan cada dia a cierta refineria tiene
una distribucion de Poisson con pardmetro A=2. Las actuales instalaciones portuarias
pueden despachar tres buques al dia. Si mds de tres buques tanque llegan en un dia, los
restantes deben enviarse a otro puerto.

1. En un dia determinado, ;cudl es la probabilidad de tener que hacer salir buques
tanque?

2. ;En cudnto deben aumentar las instalaciones actuales para permitir la atencion
a todos los buques tanque aprozimadamente el 90 % de los dias?

3. sCudl es el niumero mds probable de buques tanque que llegan diariamente?
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4. ;Cudl es el niumero esperado de buques tanque que atienden diariamente?

5. ;Cudl es el numero esperado de buques tanque devueltos diariamente?

Sean X =# de buques tanque que llegan cada dia a la refineria,
Y =# de buques tanque que son atendidos diariamente en la refineria,
Z =+# de buques tanque que son devueltos diariamente en la refineria,
entonces: X ~ P,(A=2), por lo que F(X) = 2.

1. Se haran salir buques tanque si llegan mas de tres.

20 9l 22 93
PIX>4=1-P[X<3|=1-¢"2 <W+Ir+§+y)=1—u%nzumw

2. P[X < n] = 0.90 nos indica que con probabilidad 0.90 llegan a lo mas n buques
por dia, en otras palabras, el 90 % de las veces (dias) llegaran a lo mas n buques.

P[X < 3] =0.8571, por 1.
20 2l 92 93 od

=2
Pxsi-e (Gada R d

= 0.94731
atTta ) 0.9473

el 94.7% de los dias llegaran a lo més 4 buques.

Para garantizar, que sean atendidos todos los buques que llegan a la refineria el 90 %
de los dias, hay que extender las instalaciones portuarias para que puedan despachar
cuatro buques por dia.

3. Nos piden hallar n, con P[X = n| maximo.

-2
-2

PIX =0] = e? P[X—l]:
PX=921=2"2  PX=3=

Paran=4,5,...; k=1,2; P[X=n] < P[X>4] < P[X =k

X
X

wl»& l\.’)

El nimero mas probable de buques que llegan diariamente es de n = 1, 2, con,

P[X =n] = 2e? = 0.270670566 maximo.
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4.  Se sabe que para k =0, 1,2; k buques seran atendidos si y solo si k buques llegan
al dia, y tres buque seran atendidos si y solo si tres o més buques llegan por dia, por lo
que,
Y=0=[X=0], [Y=1=[X=1], [Y=2]=[X=2], [Y=3]=[X>3]
E(Y) :WTJr 1P[X =1]+2P[X =2]+3(1 — P[X <2])
=2¢ 2+ 4e? +3(1 —5e?) =3 —9¢? =1.782
5. De la relacion: Z = X — Y, obtenemos,

E(Z)=E(X)— E(Y)=2-1.782=0218

El ntimero esperado de buques tanque devueltos diariamente es de 0.218

Nota 4.6.6. Para variables aleatorias de uso comin los valores de la funcion de dis-
tribucion F\ (x) = P[X < z] y de su inversa F_'(x) se podrdn obtener con el paquete
estadistico R con las siguientes instrucciones.

Instruccion R Distribucion
F.(z) F(x) Discreta
> pbinom(x,n,p) > gbinom(x,n,p) B(n, p)
> phyper(x,r,N — r,n) | > ghyper(x,r,N—r,n) | H(r,n,N)
> pnbinom(x, r,p) > qnbinom(x, r,p) P,(r,p)
> ppois(x, \) > gpois(x, \) P,()\)
Instruccion R Distribucion
F (z) F'(2) Continua

> punif(x,a,b) |> qunif(x,a,b) | U(a,b)
> pnorm(x, jt,0) | > qunorm(x, i, o) | N(u,0)
> pexp(x, \) > gexp(x, \) E(X)

> pgamma(x,n, \) | > qgamma(x,n, A) | ['(n, \)

Ejemplo 4.6.7.

Sea X ~ B(5,0.4) obtengamos P[X = 5] = f(5), P[X <4] = F,(4), F_'(0.03856).

Con formula

5

5

(4) = P[X <4 =1- f(5) =1 —0.01024 = 0.98976
F_'(0.98976) = 4

ﬂ@zﬂXza:(
F

X

)(0.4)5 = 0.01024
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Con paquete estadistico R

> pbinom(5,5,0.4) — pbinom(4, 5,0.4)
1] 0.01024

> pbinom(4, 5, 0.4)

[1] 0.98976

> gbinom(0.98976,5,0.4)

[1] 4

Por lo tanto

P[X =5] = f(5)
PIX <4]=TF,(4
FZ1(0.98976) =

= F (5) — F(4) = 0.01024
) = 0.98976
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4.7. Ejercicios

1. Supoéngase que la méaquina 1 produce (diariamente) el doble de articulos que la maquina
2. Sin embargo, cerca del 4 % de los articulos de la maquina 1 tiende a ser defectuosos,
mientras que la maquina 2 solo produce alrededor de 2 % defectuosos. Supongamos que
se combina la produccién diaria de las dos maquinas. Se toma una muestra aleatoria de
diez del resultado combinado. ;Cuél es la probabilidad de que esta muestra contenga
dos defectuosos?

2. Una fabrica produce diariamente diez recipientes de vidrio. Se puede suponer que hay
una probabilidad constante p = 0.1 de producir uno defectuoso. Antes de que estos
recipientes se almacenen son inspeccionados y a los defectuosos se les aparta. Suponga-
mos que hay una probabilidad constante r = 0.1 de que un recipiente defectuoso sea
mal clasificado. Sea X igual al nimero de recipientes clasificados como defectuosos al
término de un dia de produccion. (Suponemos que todos los recipientes que se fabrican
en un dfia se inspeccionan ese mismo dia y que la probabilidad de que un recipiente no
defectuoso sea mal clasificado es cero ya que en caso contrario se le correria al personal
de inspeccion.)

Calcular P[X =3] y P(X > 3),

3. Una compania de seguros ha descubierto que solo alrededor del 0.1 % de la poblacion
tiene cierto tipo d e accidente cada ano. Si los 10 O00 asegurados fueran seleccionados
aleatoriamente en la poblacién, jcual sera la probabilidad de que no méas de 5 de estos
clientes tenga un accidente de ese tipo el proximo afio?

4. Una fuente radiactiva se observa durante 7 intervalos cada uno de 10 segundos de dura-
cién y se cuenta el nimero de particulas emitidas durante cada periodo. Suponer que el
nimero de particulas emitidas, digamos X , durante cada periodo observado tiene una
distribucion d e Poisson con parametro 5.0 (es decir, las particulas se emiten a razén de
0.5 particulas por segundo).

a) Cual es la probabilidad de que en cada uno de los 7 intervalos de tiempo, se
emitan 4 o mas particulas?
b) (Cuél es la probabilidad de que al menos en uno de los 7 intervalos de tiempo se

emitan 4 o mas particulas?

5. La probabilidad de que el lanzamiento de un cohete sea exitoso es igual a 0.8. Supéngase
que se hacen ensayos hasta que ocurren 3 lanzamientos esitosos.

a) (Cual es la probabilidad de que sean necesarios 6 intentos?

b) (Cual es la probabilidad de que sean necesarios menos de 6 intentos?

6. En la situacién descrita en el problema anterior suponer que los ensayos de lanzamiento
se hacen hasta que ocurren tres lanzamientos consecutivos exitosos.

a) (Cual es la probabilidad de que sean necesarios 6 intentos?

b) (Cual es la probabilidad de que sean necesarios menos de 6 intentos?



Capitulo 5

Variables aleatorias continuas de uso
comun

En esta seccion estudiamos a las variables aleatorias continuas que més se usan, de éstas la de
mayor iso sin menospreciar a las otras, es la variable aleatoria normal, en parte ésto se debe
al famoso teorema del limite central (ver [2], [3]).

5.1. Distribucién Uniforme

Definicion 5.1.1. Diremos que la variable aleatoria continua X tiene distribucion Uniforme
en el intervalo [a,b], escribiéndose X ~ Ula,b], si tiene la siguiente funcion de densidad

1

fx(@)=<b—a’
0, en otro caso.

st a<z<b,

Teorema 5.1.2. Sea X una variable aletoria con distribucion Uniforme en el intervalo [a, b];
entonces:

r—a

) <z<b
I Fyx)=4b—a °~"=T=7
0, en otro caso.
b
2. B(X)= 2%
2
)2
5 vix)= =9
12
Demostracion.

69
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1. Obtengamos la funcién de distribucion F',

0, s1 x<a,
r s 1 r—a
FX(x):P[ng]:/ fxly) dy = fab—ady_b—a’ si a<ax<b,
= 1 si b<a

1/ 1 a -
E(X):/Ra:fx(:n)daz:b_a/a$d$=m$2|b:2(b_a): 9

1 b 1 b — a3 b2 4 ba + a?
EX2 — 2 d — 2d — 3(1: —
(X /]Rx Fx(@)de = o— T L 3(b— a) 3
b2+ b 2 N2 2 —2ab+a® (b—a)?

La Distribucién Uniforme se presenta cuando elegimos al azar un punto del intervalo [a, b].

Ejemplo 5.1.3. Se escoge al azar un punto x para dividir un segmento de longitud L. ;Cudl
es la probabilidad de que la razon del segmento mds corto en relacion con el mds largo sea
menor que 1/47

Sea X la variable aleatoria que determina el punto z elegido al azar en el segmento [0, L].

) 1 L-X 1
Nos piden hallar P(A), donde A = [L — < Z] U [ ¥~ < Z} Como X ~ U|0, L],

P(A) =P [%<ﬂ +P[¥<ﬂ = P4X < L — X]+ P[4L — 4X < X]
oy [X< é] +P [X> %] — F.(L/5) + (1 — F,(4L/5))

5.2. Distribuciéon Normal

Definicion 5.2.1. La variable aleatoria continua X que toma valores reales tiene una distri-
bucién Normal o Gaussiana con pardmetros u € R, y 0 > 0, escribiéndose X ~ N(u,0?); si
su funcion de densidad estd dada por

l—Z
fele) = 2— 257

Teorema 5.2.2. Si X una variable aletoria con distribucion Normal con pardmetros u,o?;
entonces:

1. B(X) = p.
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2. V(X) =2

Demostracion.

Por ser la pentltima, una integral de una funcién impar; y la dltima, una integral de una
funciéon de densidad f, de una variable aleatoria Y ~ N (0, 1).

Nuevamente, utilizando el cambio de variable z = (x — p1) /0, obtenemos

E(X?) :/ 22 f (z) dr = ! /]Rx2 e_%< o )2 dx/o

En el primer término integrando por partes, haciendo u = z y dv = 2 e~ /2 dz; obtenemos

—0'22’6_2 toor0
— 00
,u = o2,

= (0®+p?) -y’ =

A continuacién enunciamos tres Teoremas, sin demostracion.

Teorema 5.2.3. Sea X wvariable aleatoria con distribucion N(u,c?), entonces la variable

Y = aX + b tiene distribucion N(ap + b,a’0?).

Corolario 5.2.4. Si la variable aleatoria X tiene distribucion N(u,0?), entonces la variable
X —

J =

o
estandar y su funcion de distribucion F, serd denotada por la letra ®.

tiene distribucion N(0,1). La cual es conocida como variable aleatoria Normal

Ejemplo 5.2.5. En una linea de produccion, el didmetro de un cable eléctrico estd distribuido
normalmente con promedio 0.8 pulgadas y desviacion estandar 0.02 pulgadas, supongase que
los cables se consideran defectuosos si su didmetro se diferencia de su promedio en mds de
0.025 pulgadas. ;Cudl es la probabilidad de obtener un cable defectuoso?
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Sea D la variable aleatoria que determina el diAmetro de un cable eléctrico producido, es decir

D ~ N(0.8,.0004). Como un cable sera defectuosos si |D — u| > 0.025, entonces,

D—pu 0.025
o 0.02

=1-P(—1.25 < Z <1.25)

P[|D — p| > 0.025] = P [

} = P(Z| >1.25) =1—- P(Z] <1.25)

Por Tabla 1. de la Normal estandar

P[|D — | > 0.025] = 1 — (®(1.25) — ®(—1.25)) = 1 — (0.8944 — 0.1056) = 0.2112

Ejemplo 5.2.6. Suponga que las calificaciones de las pruebas de admision a una universidad
tienen distribucion normal, con media 450 y 100 de desviacion estdndar.

1. Si esta universidad mo admite a quienes tengan menos de 480 de calificacion, ;qué
porcentaje de las personas que presentan el examen calificarian para ingresar a dicha
universidad?

2. ;Cudl seria la calificacion minima C, para estar dentro del 5 % de los mejores calificados?

Sea X la v.a. que determina la calificacion en dicha prueba, entonces, X ~ N (450, 1002).
480 — 450
100
=1—0.6179 = 0.3821

1. P[X >480] =P [Z > } —P[Z>03]=1-P[Z<03]=1—(0.3)

El 38.21 % de las personas calificarian para ingresar a dicha universidad.
2. P[X > (C]=0.05

— P[Zzﬂ]:l—tﬁ(ﬂ):&%

100 100
C — 450
— o(——=)=0.
( 0 ) 0.95
C — 450
~ = — $71(0.95) = 1.64
= 1 (0.95) = 1.645

— € = (100)(1.645) + 450 = 614.5

La calificacion minima seria C' = 614.5

Teorema 5.2.7 (Propiedad reproductiva de la distribucion Normal). La suma de variables
aleatorias X; independientes e idénticamente distribuidas X; ~ N (;, 02-2); es una variable Y,
normalmente distribuida, mds ain, Y ~ N3 i, > 02).

Teorema 5.2.8 (Teorema del limite central). Sean X1, Xa,... variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas con media p y varianza o finitas. Entonces para n su-
ficientemente grande la variable aleatoria X1 + Xo + -+ 4+ X, tiene aprorimadamente una
distribucion normal con media ny y varianza no? en el sentido de que para toda x € R

lim P(X1+Xp+-+ X, <2)=P(Xy <z), Xy~ N (np, no?)
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5.2.1. Aproximacién Normal a la distribucién Binomial

Teorema 5.2.9. Sea X ~ B(n,p) entonces, para n suficientemente grande la variable aleatoria
X Binomial se puede aprorimar por una variable Xy normal, es decir

P(X <z)~ P(Xy <)

donde Xy ~ N(np,npq).

Demostracion. Se sigue de Nota 4.2.2 y Teorema 5.2.8. O
Nota 5.2.10.

1. Cuando se aproxima una distribucion discreta con una distribucion continua, como es
en este caso, hay que considerar un factor de correccion

Pla< X <bl~Pla—3<Xy<b+1]

2. Para obtener una buena aproximacion se recomienda
np =95, ng=>5.

Ejemplo 5.2.11. Para determinar la efectividad de una dieta para reducir la cantidad de
colesterol en el torrente sanguineo, se somete a esta dieta a 100 personas en un periodo de
tiempo suficiente, y finalmente se compara los dos niveles de colesterol de cada uno de los
pacientes (inicio y término del experimento). Si un nutridlogo decide respaldar la dieta si al
menos el 65 % de las personas logra reducir su nivel de colesterol. ;Cudl es la probabilidad de
que se respalde la dieta cuando realmente ésta no reduce el nivel de colesterol?

Sea X = # de personas sometidas a la dieta que redujeron su nivel de colesterol, entonces
X ~ By, (100,0.5), con Exito=paciente con reduccién de su nivel de colesterol

Como la dieta no tiene nada que ver con la reduccién del nivel de colesterol, ésta reduccion se
deber4 al azar, por lo que, p = 0.5. Nos piden hallar P[X > 65], utilizando R

> 1 — pbinom(64, 100, .5)
[1] 0.001758821
P[X > 65] = 0.001758821

Otra forma de resolver este problema es aproximando con la distribuciéon normal, ya que np > 5

y ng > 5. Sea Xy ~ N(50,25).

64.5 — 50
>

P[X > 65| ~ P[Xy > 64.5] = P|Z -

|=P[Z>29]=1-(2.9)=1-0.9981
P[X > 65] ~ 0.0019
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5.3. Distribucion Gamma

Definicion 5.3.1. La variable aleatoria continua X que toma valores no negativos tiene una

distribucion Gamma con pardmetros v > 0 y A > 0, escribiéndose X ~ T'(r,\); si su funcion
de densidad estd dada por

A
() le ™™ siox >0,

frle)=q T()

0, en otro caso.

donde I es la conocida funcion Gamma, es decir, para r > 0

(o]
Nota 5.3.2. 1. r(1):/ e dr= lim —e | =1
0

M—o0

2. Cambiando de variable, tomando x = %22, dr =z dz, x71/% = @

> Z © 1 22
F(%):/ @e_gzdz:\/é\/%r/ 6_22 dz = 2/7P[Z > 0| = V7
0 0o V2w
3. Integrando por partes, conu=x""', dv=e"%dx. Sir >0

I'(r)= / 2 e dr =" e + (r— 1)/ g D-1e=z gop (r—1)I'(r—1))
0 x

Por lo tanto, denotando a T'(1) =1 por 0!  sine N, T'(n)=(n-1)!

Teorema 5.3.3. Sea X una variable aletoria con distribucion Gamma con pardmetros r, A

r

1. E(X)=—.

(X) =1

r
Demostracion.

—~

Ax)"

1. Integrando por partes, haciendo u = AL(7)

y dv = e ** dx; obtenemos

E(X) :/]R:Efx () do = /000 %(A:E)T_le_)‘m dx

1
[ Qe 0 pee rQe) ™ e T T
‘M*A oy ¢ ¢ ‘AM‘A
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()\ZE)TJFl

/\ZT(T‘) y dv = e ** dx; obtenemos

2. Integrando por partes, haciendo u =
E(X?) = / 22 f (x )d:n—/ooaj A ——_(\z) " le ™ dx
* L'(r)

r+1
- E(X):%
r(r+1) 7\ 2 r
V(X) = B(X?) - <<X>>2= —-(5) =%

Casos particulares de la distribucion Gamma

5.3.1. Distribucién Exponencial
La distribucion Exponencial Exp()) es el caso especial de una distribucién gamma IT'(A,r),
con parametro r = 1.

Definicion 5.3.4. La variable aleatoria continua X que toma valores mo negativos tiene una
distribucion Exponencial con pardmetro A > 0, si su funcion de densidad estd dada por

Xe ™ siox >0,
fx (@) :{

0, en otro caso.

Teorema 5.3.5. Si X es una variable aletoria con distribucion Ezponencial con pardmetro X;
entonces,

1—e ™, s x>0,
1. F,(x) = { -
0, en otro caso.

2. P[X >s+t|X > s] = P[X >t] (Propiedad de no tener memoria,).

1
3. BF(X)=-—.
(X) =5
1
4 V(X)Zp-
Demostracion.

1. Obtengamos la funcién de distribucién F, .

0, si x <0,

FX(x):P[XSw]:/ 1<) dy:{fx)\e_wdy—l—e_)‘m si x>0
> 0 - ) = Y.
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2. La distribuciéon Exponencial tiene la propiedad de "no tener memoria".

PIX >s+t] e st
PIX >s+tX > s = ED[st]]:ee—As = e M= P[X > 1]

3.y 4. se siguen de Teoremab.3.3 con r = 1.

5.3.2. Distribucién Erlang

La Distribucion Erlang es el caso particular de una distribucion Gamma I'(\, n) con pardmetro
n € N. En este caso la distribucion Gamma esté relacionada con la distribuciéon Poisson y n
variables aleatorias Exponenciales con parametro .

Definicién 5.3.6. La variable aleatoria continua X que toma valores no negativos tiene una
distribucion Erlang con pardmetros A > 0,n, si su funcion de densidad estd dada por

A
filz) = (n—1)!

0, en otro caso.

(\z)" e s x>0,

Teorema 5.3.7. Si X ~T'(\,n) con n € N; entonces:

0 2 <0
1. Fy(z) =< SZ. v ' donde Y ~ P,(\x).
1-F,(n—1), si z>0.
n
2. B(X)=—.
(X) =5
n
Demostracion.

(Ay)

1. Para n > 2, integrando por partes, haciendo v = ( ol y dv = Xe™ dy, para z > 0
n—1)!

P[X > z] :/ A )" te™M dy

(n—1)!
oo % A(\ n—2 A n—1
_|_/ Le_)‘y dy = (LE_MU + P[Xn—l > :E]

[ )
(n—1)! (n—2)! (n—1)!
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donde X,,_1 ~T'(\,n — 1), por Teorema 5.3.5 P[X; > x] = e~**, entonces,

Para z > 0, n > 2,

PIX >z] = [%—F"'—F(A;y—i-)i—f—i-l =PlY <n—-1]=F,(n—1)

donde Y ~ P,(Ax)

Fo(x) 0, si x <0,
€Tr) =
* 1-PX>z]=1-F,(n—1), si 2>0.

2.y 3. se siguen de Teoremab.3.3 con r = n.

A continuacién enunciamos dos teoremas sin demostracion.

Teorema 5.3.8. Sean X1, Xo, ..., X, variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas con la distribucion exponencial con pardmetro X\, entonces la variable T,, = X1+ Xo+
-+ + X, tiene distribucion Gamma con pardimetros \,n.

Teorema 5.3.9. En todo proceso de Poisson X con pardmetro At, el tiempo aleatorio X1 en
que se emite la primera particula o y los tiempos aleatorios X, 1, n € N entre la (n—1)-ésima
y la n-ésima particula o emitida son variables independientes con distribucion Exponencial con
el mismo pardmetro X. Por lo que el tiempo aleatorio T, en que se emite la n-ésima particula
« tiene distribucion Gamma con pardmetros A, n, es decir:

L (ADF
Pl =X+ Xo+ + Xy <t} =P[X; 2n]=1-3 e 2
k=0 ’

Ejemplo 5.3.10. Un proceso de fabricacion produce en promedio un articulo defectuoso entre
300 fabricados. sCudl es la probabilidad de que aparezca el tercer articulo defectuoso:

1. antes de que sean producidos 1 000 articulos?
2. cuando se produce el 1 000-ésimo articulo?

3. después de que se produzca el 1 000-ésimo articulo?

Tomese como ensayos independientes de Bernoulli con pardmetro p = 1/300 a las observaciones
de los articulos producidos.
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Sea X = Numero necesario de articulos producidos para obtener el tercer articulo defectuoso,

Obsérvese que X ~ P,(3,1/300), y nos piden hallar,
1. P[X <1 000], 2. P[X =1 000], 3. P[X > 1 000]
Utilizando el paquete estadidtico R, obtenemos los sigs. valores F, (x)

> pnbinom(999, 3,1/300)
[1] 0.6489855

> pnbinom(1000, 3,1/300)
[1] 0.6496445

Por lo que

1. P[X < 1000] = F, (999) = 0.6489855
2. P[X = 1000] = F, (1000) — F (999) = 0.6496445 — 0.6489855 = 0.000659
3. P[X > 1000] = 1 — F, (1000) = 1 — 0.6496445 = 0.3503555

Sequndo método Resolvamos el ejercicio utilizando la distribuciéon Poisson.

Sea Y = Numero de articulos defectuosos en t articulos producidos, entonces Y ~ B(t,1/300),
siendo p = 1/300 muy pequeno, entonces Y se aproxima a X; ~ P,((1/300)t).

Por Teorema 5.3.9 X ~ I'(3,1/300) aproximadamente

10/3  (10/3)?
1. P[X < 1000] = P[T3 < 1000] = 1 — [6_10/3 <1 + 1{ - ( 2/, ) >] = 0.64326

2. P[X =1000] = P[Ts = 1000] = 0
3. P[X >1000] = 1 — P[X < 1000] = 0.35674

En este segundo método resolvimos el problema de forma aproximada, pero sin la ayuda de
un paquete estadistico.

Ejemplo 5.3.11. Supdngase que el nidmero de accidentes en un fdabrica se puede expresar por
un proceso de Poisson con un promedio de 2 accidentes por semana. ;Cudl es la probabilidad
de que:

1. el tiempo entre un accidente y el siguiente sea mayor de 8 dias?

2. el tiempo de un accidente al tercero sea mayor de una semana?

Sean Xy ~ P(At), T1 ~ Exp(\) =T'(1,\), To ~T'(2,A), con A =2/7 y ¢ en dias, donde,

X, = #ntmero de accidentes en la fabrica.
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T1 =Tiempo entre un accidente y el siguiente.

Ty =Tiempo entre un accidente al tercero.
P[Ty > 3] == = ¢79/7 = 0.424373
Por Teorema 5.3.9 P[T, > 7| =F,(n—1=1), con Y ~ P,;s(7T\ = 2), por lo que

A
P[Ty > 7 =™ (1 + 71—|> = e 2(1 +2) = 0.406006

En los dos ejemplos anteriores podemos observar como estan relacionadas las tres distribucio-
nes: E(N), Po(A),T'(n, A).

5.3.3. Distribuciéon Ji-cuadrada

El caso especial de la distribucion Gamma I'(1/2,71/2) es conocida como: la Distribucion x2
Ji-cuadrada con n € N grados de libertad. Asi

Definiciéon 5.3.12. La wvariable aleatoria continua X con wvalores mo negativos, tiene una
distribucion Ji-cuadarad con n grados de libertad si su funcion de densidad estd dada por

1 x(n/2)7lefx/2
fy(@) =14 2"°T(n/2) ’

0, en otro caso.

st x>0,

Por Teoremab.3.3, se sigue

Corolario 5.3.13. Si X ~ x2, entonces, E(X) =n, V(X)=2n
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5.4.

1.

10.

11.

Ejercicios

Supongase que X esté distribuida uniformemente en [—a, a], donde a > 0. Cada vez que
sea posible, determinar a de modo que se satisfaga lo siguiente.

a) PIX>1=1/3 b) PX>1=1/2 ¢ P[X|<1]=P[X]|>1]
d P[X<1/2]=03 e P[X<1/2 =07

Si la variable aleatoria K esté distribuida uniformemente en [0, 5], ;jcuél es la probabi-
lidad de que las raices de la ecuacion 422 4 4K + K + 2 = 0 sean reales?

Se sabe que la lluvia anual que cae en cierta regiéon es una variable aleatoria distribui-
da normalmente con media igual a 29.5 pulgadas y desviacién estandar 2.5 pulgadas.
. Cuantas pulgadas de lluvia (anuales) caen en exceso alrededor del 5% de las veces?

Suponga que el tiempo transcurrido hasta la falla de un horno de microondas se dis-
tribuye exponencialmente con media de tres anos. Una compania ofrece garantia por el
primer ano de uso, ;qué porcentaje de las polizas tendran que pagar una reclamacion?

Un transistor tiene una distribucion de tiempo de falla exponencial con tiempo medio de
falla de 20 000 horas. El transistor ha durado 20 000 horas en una aplicacién particular,
jcudl es la probabilidad de que el transistor falle a las 30 000 horas?

Un transbordador lleva a sus clientes a través de un rio cuando han abordado 10 auto-
moviles. La experiencia muestra que que los autos arriban al transbordador de manera
independiente a una tasa media de 7 por hora. Obtenga la probabilidad de que tiempo
entre viajes consecutivos sea al menos de 1 hora.

Una caja de caramelos contiene 24 barras. El tiempo entre pedidos por barra se distri-
buye exponencialmente con media de 10 minutos, jcuél es la probabilidad de que una
caja abierta a las 8:00 am se haya terminado al medio dia?

El precio que se pide por cierto seguro de distribuye normalmente con media de $50.00
y desviacion estandar de $5.00 Los compradores estan dispuestos a pagar una cantidad
también que se distribuye normalmente con media de $45.00 y desviacion estandar de
$2.50, jcuéal es la probabilidad de que la transaccion se realice?

La dureza de una aleacién particular de distribuye normalmente con media de 70 y
desviacion estandar de 4. Si un espécimen se acepta solo si su dureza esté en el intervalo
(70 — ¢,70 + ¢), {para qué valor de c el 95% de los especimenes tendrian una dureza
aceptable?

Un ciento de pequernios tornillos se empacan en una caja. Cada tornillo pesa 1 onza con
desviacién estandar de 0.01 onzas. Encuentre la probabilidad de que la caja pese més
de 102 onzas.

El mecanismo interno de un refrigerador de cierto tipo tiene una vida cuya distribucion
es aproximadamente normal, con media g = 12 anos y con desviacién estandar de
o = 4.863 anos. El fabricante asume la responsabilidad de reponer (o, en su caso,
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12.

13.

14.
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reparar gratuitamente) aquellos refrigeradores que estén dentro de la garantia. Si piensa
reponer solo el 5% de las unidades, {por cuanto tiempo debe estipular la garantia?

Muchos hoteles a menudo aseguran reservaciones por encima de su capacidad, con objeto
de minimizar las pérdidas ocacionadas por los clientes que no se presentan. Suponga que
los archivos de un hotel (EL PASO) indican que, en promedio, 10 % de sus clientes no
se presentan a reclamar sus reservaciones. Si el hotel acepta 215 reservaciones y solo
hay 200 habitaciones en el hotel, jcual es la probabilidad de que todos los clientes que
lleguen a reclamar su reservacion consigan una habitacion?

Si 30% de todos los estudiantes de ingenieria que ingresan a la universidad desertan
durabtes el primer ano, ;jcudl es la probabilidad de que méash de 600 de los 1 800
estudiantes de nuevo ingreso, para este ano, deserten durante el primer ano?

Las licenciaturas en ciencias puras en México (matemaéticas, fisica, astronomia y biolo-
gia) han captado cada vez menos estudiantes, y la enorme mayoria de universidades e
institutos tecnoldgicos definitivamente no incluyen estas profesiones en su matricula. Un
estudio publicado en la revista del Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia (octubre
de 1 999) reveldé qu 77 % de los estudiantes que inician una carrera en ciencias puras
desertan durante los primeros dos anos, y solo 23 % se gradtian en un lapso no mayor
a seis anos. Si en 2 001 se registraron en todo el pais 199 estudianes recién inscritos en
alguna carrera de ciencias puras, determine:

a) El ntimero méas probable de estudantes que se graduaran antes de que transcurran
seis anos.

b) La probabilidad de que mas de las tres cuartas partes de ellos deserten durante los
primeros dos anos.

¢) Sisolo 18 % de la matricula en ciencias puras es de matemaéticas, determine (de
ese conjunto de 199) cual es el namero méas probable de nuevos matematicos que
se graduaran en México durante los préximos seis afos.



Capitulo 6

Estadistica descriptiva

En esta seccion se estudia los conceptos béasicos de la estadistica, asi como la organizacion,
resumen y presentacion de datos que en un primer curso de estadistica se debe estudiar, a esta
primera parte se le conoce como estadistica descriptiva. (ver [5]).

Definicion 6.0.1.

1. Una Medicion es un niumero o categoria derivado de una observacion de un fendmeno,
con el objetivo de expresarlo.

Un Elemento de medicion es un objeto en el cual se toman las mediciones.
Una Poblacion es una coleccion de elementos de medicion.

Una Muestra es un subconjunto de una poblacion.

Un Dato es una medicion.

Definicion 6.0.2. FEstadistica. Arte y Cliencia de reunir, analizar, presentar e interpretar
datos, y se divide en: Estadistica descriptiva y en Estadistica inferencial.

Estadistica descriptiva

Estadistica inferencial

Estadistica {

Definicién 6.0.3. Estadistica descriptiva. Rama de la Estadistica que trata de la organizacion,
resumen y presentacion de datos.

6.1. Clasificacion de datos

Los datos para su estudio se clasifican en:

1. Cuantitativos. Son aquellos datos numéricos con propiedades algebraicas de interés.

83
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2. Ordinales. Son aquellos datos, donde su propiedad de orden proporciona clases o jerar-
quias.

3. Nominales. Son aquellos que no son Cualitativos, ni Ordinales.

o Nominales
. . Cualitativos
Clasificaciéon de datos Ordinales
Cuantitativos
Dato Clasificacion
Nombre Nominal
Edad Cuantitativo
. Género Nominal
Ejemplo 6.1.1. Naimero telefonico Nominal
Peso Cuantitativo
Estado civil Nominal
Escolaridad Ordinal

6.2. Representacion de datos

Tabla de frecuencias

( Pastel(Cualitativos)
Barras(Cualitativos
Datos i ) ( ) ]
Gréficos { Histograma(Cuantitativos)

Poligono de frecuencias(Cuantitativos)

Ojiba(Cuantitativos)

6.3. Medidas de tendencia central

Definicioén 6.3.1. Las Medidas de tendencia central son caracteristicas de una poblacion. Las
mds usadas son:

1. Media
a) La Media aritmética T de la muestra {x1,xa,...,2,}, se define como:
- Tr+2x2+ -+ 2Ty
n
b) La Media ponderada Z,, de la muestra {x1,x2,...,x,} con pesos respectivos pi,pa, ... ,Dn,

se define como:
T1p1 +Top2 + -+ TpPn

pL+p2+ -+ pn

P
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2. La Mediana My de la muestra {x1,xa,...,2,}, se define como el valor central de los
datos ordenados. Ast, si suponemos que y1 < yo < -+ < y, como ordenacion de los
datos de la muestra, entonces la mediana de dicha muestra serd,

Yt st n es impar,
2
My =
+
% sin es par, done k =n/2.

En otras palabras la Mediana My es el valor de la poblacion donde se acumula el 50 %
de los datos ordenados.

En el caso de tener datos no Cuantitativos y trabajar con una muestra de tamarnio impar,
elimine o genere un dato al azar para poder utilizar la féormula anterior (caso n impar).

3. La Moda M, de una muestra, se define como el dato con mayor frecuencia.

Nota 6.3.2.

La Media aritmética de una poblacion p, es una caracteristica numérica de poblaciones de
datos cuantitativos.

La Mediana de una poblacion, es una caracteristica de poblaciones de datos Ordinales.
La Moda de una poblacion es una caracteristica de poblaciones de datos Nominales.

Ejemplo 6.3.3. A continuacion se muestran datos de contenido de cafeina en tabletas de
diferentes laboratorios:

Laboratorio mg de cafeina por tableta # de tabletas
Lab. 1 150 5
Lab. 2 205 3
Lab. 3 180 1
Lab. 4 250 2
Lab. 5 300 4

Si se mezclan las 15 tabletas, ;cudl es el contenido medio de cafeina por tableta?

_ (150)(5) + (205)(3) + (180)(1) + (250)(2) + (300)(4) _ 3245 _

= 216.3
r 54+3+1+2+4 15
luego el contenido medio de cafeina por tableta es de 216.3 mg.

z

Ejemplo 6.3.4. Se quiere probar la toxicidad de un insecticida, para ello se toma una gran
cantidad de insectos y se les rocia de insecticida, observando que aproximadamente 20 % de
ellos mueren inmediatamente; 45 minutos después mueren 30% mds y 3 horas mds tarde
mueren 15 %; el resto no muere. ;Cudl es la medida de tendencia central adecuada para saber
la vida media de estos insectos cuando son rociados con el insecticida? ;Cudl es el valor de
esta medida?
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Estos datos son tiempos de vida los cuales son datos cuantitativos, pero no tenemos informacion
suficiente (por ejemplo del 35% que no muere) para hallar la media aritmética ponderada.
Estos datos como son cuantitativos también son datos ordinales y la medida de tendencia
central adecuada para estos datos es la mediana,

My = 45 minutos ya que en este valor se acumula el 50 % de los datos ordenados.

6.4. Medidas de dispersion

Definicion 6.4.1.

1. El Rango R de la muestra {x1,z2,...,x,}, es el menor de los intervalo donde se en-
cuentra la muestra, por lo que:

R = [m, M]
donde m = min{xy,x9,...,x,}, M =max{zy,z2,...,2,}.
2. La Varianza S* de la muestra {x1,zs,...,x,}, se define como:

1 _
52:n_12(33z‘—33)2

i=1

3. La Desviacion estandar S de la muestra {x1, s, ... ,x,}, se define como la raiz cuadrada

de su Varianza.
S =V Varianza

Nota 6.4.2. La Varianza nos mide la dispersion de los datos con respecto de la Media.

(Varianza cero) S* =0 <<= a;=2, i=1,...2, (No hay dispersion).

6.5. Graficas de Barra y de Pastel

Las graficas idoneas para datos Nominales y Ordinales son la de barra y la de Pastel.

Ejemplo 6.5.1. Reserva mundial de petrdleo.

Paises con mayores reservas de petrdleo en 2018 (en miles de mill. de barriles)

Venezuela (VEN) 303
Arabia Saudita (SAU) 298
Canadd (CAN) 167
Irdn (IRN) 156
Irak (IRQ) 147
Rusia (RUS) 106
Kuwait (KWT) 102
Emiratos Arabes Unidos (ARE) 98
FEstados Unidos (USA) 61
Libia (LBY) 48

Otros (OTRO) 220
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Instrucciones en R que generan las siguientes graficas de Barras y de Pastel para el Ejemplo
6.5.1.

> #--DATOS
> Reserva <- ¢(303,298,167,156,147,106,102,98,61,48,220)
> Pais<-c("VEN","SAU","CAN","IRN","IRQ","RUS","KWT","ARE","USA","LBY","OTRO")
> #--GRAFICA DE BARRAS
> barras<-barplot (Reserva,names.arg=Pais,col=rainbow(length(Pais)) ,main="Paises
con mayores reservas de petroleo (en miles de mill. de barriles)")
text (barras,Reserva+6,labels=Reserva, xpd=TRUE)
#--GRAFICA DE PASTEL
frecrelativax100 <- round(Reserva/sum(Reserva)*100,2)
ETIQUETA <- paste(Pais,frecrelativax100,"%","")
pie(Reserva,labels=ETIQUETA, col=rainbow(length(Pais)),
main="RESERVA MUNDIAL DE PETROLEQO")

\4

vV V V V

Paises con mayores reservas de petroleo (en miles de mill. de barriles)
303 298

300
|

250
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RESERVA MUNDIAL DE PETROLEO

SAU 17.47 %

CAN 9.79 % VEN 17.76 %

IRN 9.14 %

OTRO 12.9 %
IRQ 8.62 %

. LBY 2.81 %
RUS 6.21 % USA 3.58 %

KWT 5.98 % ARE 5.74 %

6.6. Datos agrupados

La siguente tabla nos indica que de una muestra de 80 elementos, f; = 8 de ellos pertenecen
a la primera clase (intervalo) 140 < z < 150,...., y , fg = 17 de ellos pertenecen a la tltima
clase o intervalo 190 < x < 200; las marcas de clase m; son los puntos intermedios de cada
clase; y las F; indican las frecuencias acumuladas en cada clase.

TABLA DE FRECUENCIAS

Clase marca de frecuencia frecuencia
clase (m;) (fi) acumulada (F;)
140 < x < 150 145 8 8
150 < = < 160 155 12 20
160 < x < 170 165 17 37
170 < x < 180 175 5 42
180 < x <190 185 21 63
190 < x < 200 195 17 80

Partiendo de la informacién anterior conocida como tabla de frecuencias, un analisis de datos
agrupados consiste en obtener las aproximaciones de la media aritmética, mediana, moda,
varianza y desviacién estandar de los 80 datos originales, utilizando como muestra las 80
marcas de clase: m; con frecuencia f;, i =1,2,...,6.
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Media aritmética

m;: marcas de la clase 1.
fi: frecuencia de la clase 1.
n: total de datos.

mi-fit - +mk-fk
n

X~

¥ 145(8) 4 155(12) + 165(17) + 175(5) + 185(21) 4 195(17)
- 80

Mediana La aproximacion viene dada por la mediana de n = 80 datos distribuidos de la
siguiente manera: los f; datos de la clase i son distribuidos uniformemente en dicha clase.

= 173.75

n_
My=l, + | 2—| (@)
f
l My limite inferior de la clase donde se encuentra la Mediana.

F: frecuencia acumulada en la clase anterior donde se encuentra la Mediana.
f: frecuencia de la clase donde se encuentra la Mediana.
L: longitud de clase y n: es el total de datos.

Como la Mediana es el valor donde se acumula el 50% de los datos ordenados, entonces la
mediana es el dato ordenado 3, luego, la clase i donde ella se encuentra es aquella que satisface:

0<F ,<n/2<F,

TABLA DE FRECUENCIAS

‘ Clase ‘ ™m; ‘ fi ‘ F; ‘
37 < n/2 < 42
160 < x < 170 165 17 37
170 < 2 < 180 175 5) 42
por lo que: Iy, =170, f =5, F =37, L =10.
40 — 37
My ~170 + < > (10) =176

A ~
~ /
S b=4
17 >

f
/1 17
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

12 a =16 /

= 40

N3

@
140 150 160 170 nid 180 190 200
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Moda La aproximacién viene dada por la marca de clase con mayor frecuencia, pero daremos
una mejor aproximacion recargando esta marca de clase del lado con mayor frecuencia (ver
figura).

Mo - lMo

a
Por semejanza de tridngulos se tiene, - or lo que:
) & b L—M,+1y, ‘oA

Ipr,: limite inferior de la clase donde se encuentra la Moda.
a: frecuencia modal - la frecuencia anterior.

b: frecuencia modal - la frecuencia posterior.

L: longitud de clase.

M, ~ b, + (3%5) (L)

TABLA DE FRECUENCIAS

‘ Clase ‘ m; ‘ fi ‘ F;
170 < x < 180 175 5 42
180 < 2 < 190 185 21 63
190 < 2 < 200 195 17 80

Por lo que Iy, =180, a=21-5, b=21-17, L =10, entonces,

16
M, ~180 + (16 +4> (10)

16

=180 + 5:(10) = 180 +8 = 188

Varianza

k
§* = i 1 ;[(mi —2)*- fi] = 7—19[(145 — 173.75)%(8) + (155 — 173.75)%(12)
+ (165 — 173.75)*(17) + (175 — 173.75)%(5) + (185 — 173.75)%(21)

+ (195 — 173.75)2(17)] = 284.4937

3

Las muestras de datos cuantitativos se pueden representar por una tabla de frecuencias, y con
tres graficas: Histograma, Poligono de frecuenciad y Ojiva.

En el siguiente ejemplo realizaremos un analisis estadistico descriptivo completo con el uso del
paquete estadistico R.

Ejemplo 6.6.1. La siguiente tabla nos muestra la resistencia a la tension, en libras por pul-
gada cuadrada, de 80 especimenes de una nueva aleacion de aluminio y litio, que estd siendo
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evaluada como posible material para su uso en la fabricacion de aeronaves.

105
97
245
163
207
13/
218
199
160
196

221
15
228
151
180
178
157
151
175
201

183
158
174
15/
190
76
101
142
149
200

186
174
199
115
193
167
171
163
87
176

121
120
181
160
19/
18/
165
145
160
150

181
168
158
208
153
135
172
171
237
170

180
167
176
158
156
229
158
148
150
118

143
141
110
138
123
146
169
158
185
149
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I. Tabla de frecuencias Las siguientes tres reglas se utilizan frecuentemente para hallar

K (ntmero de clases en una tabla de frecuencias),

a) 5< K < 20.

b) K ~/n.
c) K ~1+1logy(n)

(Regla de Sturges).

Instruccion en R, para hallar el rango de la muestra "Datos".

> Datos <- ¢(105,221,183,186,121,181,180,
> range (Datos)
[1]1 76 245

Como /80 ~ 8.9443, K ~ 1+ log,(80) ~ 7.3219, y Rango™ R = [76, 245].

,170,118,149)

Para hallar la longitud de las clases con las que vamos a trabajar dividamos el Rango
en K subintervalos

(longitud de R)/K | L

Swooﬂcmw

169/6 = 28.1666

169/7 = 24.1429
169/8 = 21.125
169/9 = 18.77

169/10 = 16.9

29
25
22
19
17

Analizando la tabla anterior y considerando que lo que se quiere es la mejor representa-
cién grafica, observamos que podemos trabajar con: 6 clases de longitud 30, 6 7 clases

de longitud 25, 6 9 clases de longitud 20.

Trabajaremos con K =9 clases, de longitud L = 20, iniciando en I = 70.

Instruccion en R, para generar la Tabla de frecuencias.
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> h <- hist(Datos,breaks=70+20%(0:9) ,right = TRUE,plot = FALSE)
> Tabla.de.frecuencias <- data.frame(Clases=cut (h$mids,breaks=70+20%(0:9)),
mi=h$mids,fi=h$counts,Fi=cumsum(h$counts))
> Tabla.de.frecuencias
Clases mi fi Fi
(70,901 80 2 2
(90,1101 100 4 6
(110,130] 120 5 11
(130,150] 140 16 27
(150,170] 160 21 48
(170,190] 180 17 65
(190,210] 200 74
(210,230] 220 78
(230,250] 240 80

© 00 N O O WN -

N P ©

Analisis de datos agrupados

i) Media aritmética

mi-f1+--+mg- fx

X ~
n
B (80)(2) + (100)(4) 4+ (120)(5) + - - - + (220)(4) + (240)(2)
N 80
160 + 400 4 600 + 2240 + 3360 + 3060 + 1800 + 880 + 480
- 80
12980
80

=162.25 1b/plg?

ii) Mediana

Mg ~ly, +

(12}
(25 o
:

2
=150 + >

260 3410
21 21

=150 + 162.38095 1b/plg?
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iii) Moda

MEDIDAS DE DISPERSION

i) Varianza

SE L (ma)2 () — () (X)?
n—1
_(m)?- At 4 (me)? - i — ()(X)?
n—1
(80)2(2) + (100)2(4) + (120)%(5) + - - - + (220)2(4) + (240)2(2)
80
~ 12800 4 40000 + 72000 + 313600 4 537600 + 550800 + 360000 + 193600 + 115200 — (80)(162.25)?
N 79

S? = Varianza ~

2195600 — 2106005 89595
N 79 79

—11134.11392 (Ib/plg?)?

ii) Desviacion estandar

S = Desviacion estandar = v/ Varianza ~ v/1134.11392

=133.6766 1b/plg?

El Histograma, la Ojiva y el Poligono de frecuencias, son las representaciones gréficas de una
Tabla de frecuencias.

6.7. Histograma, Poligono de frecuencias y Ojiva

Instrucciones en R para obtener el correspondiente Histograma del Ejemplo 6.6.1.



94 CAPITULO 6. ESTADISTICA DESCRIPTIVA

> Datos <- ¢(105,221,183,186,121,181,180,.............. ,170,118,149)

> hist(Datos,breaks=70+20%(0:9) ,right = TRUE,xlab = expression(paste
("Resistencia", (1b/pulg~2))),ylab = "frecuencia",main = "HISTOGRAMA",
col=rainbow(9),labels = TRUE)

HISTOGRAMA

21

20

16

15
|

frecuencia
10

[ I I ]
100 150 200 250

Resistencia (Io/pulg?)

El Poligono de frecuencias tiene como vértices al conjunto de puntos

{(m1 — L,0); (ma, f1); (ma, f2); .. .5 (Mg, fx); (mx + L,0)}

donde K es el total de clases y m;, i =1,2,..., K son las marcas de clase.
POLIGONO DE FRECUENCIAS
g -
ﬁ 4
8
g
S =
3
&
w

60 70 90 110 130 150 170 190 210 230 250 260
Resistencia(lb/pulg?)
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La QOjiva es la curva no decreciente que se obtiene uniendo con segmentos de rectas los puntos
{(L1—L,0),(Ly, F1),(La, F»),...,(Lk,Fr)}. Donde K es el total de clases, L longitud de las
clases, y parai = 1,2,..., K, L; y F; son respectivamente los limites superiores y la frecuencia
acumulada de la clases 1.

40 60 80

frecuencia acumulada

20

70 90 110 130 150 170 190 210 230 250
Resistencia(lb/pulg?)

6.8. Ejercicios

1. Para una muestra con mil elementos, completar la siguiente tabla y graficar, el histo-

grama.
Clase m fi 1 F; Er
4
26 38
0.091
0.089
146
154.5 | 157.5 630
0.125
0.88
972
22
0.998
0.001
1

2. Los datos mostrados a continuacion son los sueldos de inicio de una muestra aleatoria
de 100 estudiantes de computacién o de sistemas de computo que recibieron sus grados
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de bachillerato durante 1993

Sueldos de inicio (en miles de pesos)
24.2 1299 | 234 23.0| 255|220 33.9 | 204 | 26.6 | 24.0
289 | 225 | 187 | 32.6 | 26.1 | 26.2 | 26.7 | 20.4 | 22.2 | 24.7
18.6 | 18.5 | 19.6 | 244 | 24.8 | 27.8 | 27.6 | 27.2 | 20.8 | 22.1
19.7 | 25.3 | 28.2 | 34.2 | 32.5 | 30.8 | 26.8 | 20.6 | 21.2 | 20.7
25.2 | 25,7 | 32.2 | 28.8 | 24.7 | 18.7 | 20.5 | 25.5 | 19.1 | 25.5
221 | 27.5 | 25.8 | 25.2 | 25.6 | 25.2 | 25.2 | 27.9 | 189 | 37.3
299 | 23.2 |1 19.8 | 20.8|29.5|27.6|21.2 | 38.7 | 21.3 | 24.8
323 120.1 | 268|254 263|212 19.5 | 228 | 21.7 | 25.3
323 | 281 | 27.5 | 25.3 | 19.3 | 274 | 26.4 | 209 | 345 | 25.9
314 | 274 | 27.3 ] 206 | 31.8 | 25.8 | 25.2 | 21.9 | 26.8 | 26.5

3. En la siguiente tabla se muestran los datos a la resistencia en libras por pulgada cuadra-
da de 100 botellas de vidrio no retornables de un litro de refresco, los cuales se obuvieron
probando cada botella hasta romperla.

Elabore la tabla de frecuencias y utilicela para aproximar la media aritmética, la me-
diana, la moda, la varianza, la desviaciéon estandar, construya el histograma.

Resistencia en 1b/in?
al rompimiento de 100 botellas de vidrio
265 197 346 280 265 200 221 265 261 278
205 286 317 242 254 235 176 262 248 250
263 274 242 260 281 246 248 271 260 265
307 243 258 321 294 328 263 245 274 270
220 231 276 228 223 296 231 301 337 298
268 267 300 250 260 276 334 280 250 257
260 281 208 299 308 264 280 274 278 210
234 265 187 258 235 269 265 253 254 280
299 214 264 267 283 235 272 287 274 269
215 318 271 293 277 290 283 258 275 251




Capitulo 7

Estadistica inferencial

En esta seccién empezamos el estudio de la estadistica inferencial con la estimaciéon puntual y
por intervalo de confianza de la media aritmética, la cual es una caracteristica importante de
cualquier poblacion numeérica (ver [4], [5]).

Definicion 7.0.1. Estadistica inferencial. Rama de la estadistica que comprende métodos y
procedimientos para deducir propiedades (hacer inferencias) de una poblacion, a partir del
andlisis o esutudio de una muestra.

) » Puntual
Estimacion

Estadistica inferencial Intervalo de confianza

Prueba de hipotesis

7.1. Estimacion paramétrica

Nota 7.1.1. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la poblacion esta formada por
el conjunto de mediciones, la cual son valores que toma cierta variable aleatoria X, asi, la
distribucion de datos observados en el poligono de frecuencias y en la ojiva, no son mds que
aprozimaciones en cierta escala de las funciones de distribucion f y F respectivamente, de
esta variable aleatoria X. Por ésto, toda Poblacion, la trabajaremos como variable aleatoria.

Ejemplo 7.1.2. La Poblacion X de hombres (H) y mujeres (M) de la CDMX donde el 100p %
son mugeres, tiene distribucion Bernoulli con pardmetro p, ya que podemos observar al dato
M como 1, y al dato H como 0 (M=1y H=0).

La poblacion (de hombres y mugeres de la CDMX) X ~ B(p).
Nota 7.1.3. Una muestra aleatoria de tamano n de la poblacion X, es un vector aleatorio

(X1, Xo,...,X,), donde las variables aleatorias X;, i = 1,2,...,n son independientes y tienen
la misma distribucion que la poblacion X.

97
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Definicion 7.1.4. Un pardmetro 6 de una poblacion, es una caracteristica numérica de la
poblacion.

Ejemplo 7.1.5. La Poblacion X de hombres (H) y mujeres (M) de la CDMX, tiene distribu-
cion Bernoulli con pardmetro p, donde p indica que el 100p % de los habitantes de la CDMX
son mugjeres (M), ast, I=M y 0=H.

X ~ B(p), la poblacion de hombres tiene distribucion Bernoulli, con pardmetro p.

Nota 7.1.6. Una muestra aleatoria de tamano n de la poblacion X, es un vector aleatorio
(X1, Xo,...,X,), donde las variables aleatorias X;, i = 1,2,...,n son independientes y tienen
la misma distribucion que la poblacion X.

Definicion 7.1.7. Un pardametro 6 de una poblacion, es una caracteristica numérica de la
poblacion.

Definicién 7.1.8. Un Estadistico 6 Estimadorf del pardmetro 0 de una poblacion X ,es una
funcion h de una muestra aleatoria (X1, Xo,...,Xy,), es decir, una variable aleatoria de la
forma,
0=nh(Xy,Xo,...,Xn)

7.1.1. Estimacién puntual
Definicién 7.1.9. Una estimacion puntual del parametro 0, de la variable aleatoria X (0), es
un valor h(x1,xa,...,x,) de la variable aleatoria § = h(X1, Xa,...,X,).
7.1.2. Caracteristicas de un buen estimador

1. Sesgo. La variable é, es un estimador insesgado del parametro 6 si:

E () = 6.

2. Consistencia.

A continuacién damos una lista de pardametros poblacionales, asi como sus correspondientes
estimadores 6ptimos.

Parametro 6 Estimador 6
Media — p X =it XedtooF X
n
Varianza o2  S%?= > (X — X)?
n—1
., N X1—|—X2_|__|_Xn
Proporcién  p p=

n
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7.1.3. Estimacién por intervalo de confianza

Definicién 7.1.10. El intervalo del 100(1—a)) % de confianza del parametro 6, se define como
el intervalo aleatorio,
[, 5]

donde el limte inferior de confianza I y el limte superior de confianza S son estadisticos
h(X1, X, -, X,), tales que, P[I < 6 < 8] =1— a, es decir, el 100(1 — «) % de la veces:
1 < 0 < s, para valores especificos i,s de los estadisticos I, S respectivamente, por lo cual,
definimos como una estimacion por intervalo de confianza del 100(1 — o) % para el parametro
poblacional 0, ol intervalo,

[i, 5]

a y (1 — a) son llamados coeficiente de confianza y nivel de confianza respectivamente.
Teorema 7.1.11. Sea (X1, Xs,...,X,) una muestra aleatoria de tamarno n de la poblacion

X, entonces, el intervalo del 100(1 — ) % de confianza de la media poblacional u, viene dado
por:

1. [X_ZQ/Z J/ﬁ) X+Za/2 O-/\/ﬁ]
cuando la poblacion X ~ N(u,c?) ¢ si la muestra es grande, es decir n > 30.

2. [X - ta/2,n—1 S/\/ﬁ > X +ta/2,n—1 S/\/ﬁ]
cuando la poblacion X ~ N(u,d?) con varianza o desconocida.

Demostracion.
Poblacion X Estadistico Distribucion
. 2 X—p 2
Muestra grande (n >30) 6 X ~ N(u,0°) Z = Z ~ N(u,0%/n)
o//n
2 2 : X—p
X ~ N(p, o0%), o desconocida T= T ~tp1

Por el Teorema del Limite Central, 6 por la propiedad Reproductiva de la distribucién normal
(suma de variables normales independientes es una variable normal), el estadistico Z tiene
distribucién N (u, 02 /n). Por la propiedad reproductiva se puede probar que el estadistico S
tiene distribucién ji-cuadrada, y el estadistico T' distribucién ¢ student con n — 1 grados de
libertad.

En cada caso, debido a que se conoce la distribucién del estadistico Z, 6 T, podemos hallar el
intervalo de confianza para la media poblacional p.

PRIMER CASO: Poblacién X normal 6 muestra grande n > 30, con varianza o2 conocida.
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El punto porcentual Z,, se define como el valor de la variable Z, tal que, P[Z > Z,]| =

Porloque, 1—a=P[~Zyp<Z<Zypsl=P|~Zys < < Za2|s

/\/_
despejando pi, P[X — Zyjp 0//n <pu< X+ Zyp o/y/n]=1—q.

Obteniendo el intervalo del 100(1 — «) % de confianza para la media poblacional u

X —Zypo/n<pu<X+2Zys0/vn

SEGUNDO CASO: Poblacién X normal, con varianza o2 desconocida.

El punto porcentual ¢, —1 se define como el valor de T', tal que, P[T >tqp,-1] =«

X
Porlo que, 1—a=P[~ty, 1 <T <tgpon1]=P |—taj2n1 < S/vn < ta/2,n—1

despejando y, P[X — tajom—1 S/vVn < p < X+ tajon—1 S/Vnl=1—a.

Obteniendo el intervalo del 100(1 — «) % de confianza para la media poblacional u

X - ta/2,n—1 S/\/ﬁ Sp< X + ta/2,n—1 S/\/ﬁ
O

Nota 7.1.12. Por Teorema anterior el error de estimacion | X — u| por intervalo de confianza
de la media poblacional y, satisface |X —p| < Zyj9 0/y/n, por lo que,

1. el error mdzimo de estimacion E, por intervalo del 100(1 — ) % de confianza para la
media poblacional u, viene dado por,

E:Za/2 0-/\/5

2. despejando, obtenemos el tamano de muestra n, para una estimacion por intervalo del
100(1 — ) % de confianza para la media poblacional u, con un error mdzimo E,

7 2
’I’L:< /2 U>
E
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Ejemplo 7.1.13. Un ingeniero civil estd probando la resistencia compresiva de concreto.
Realiza la prueba con 16 especimenes, obteniendo los siguientes resultados. Suponga que la
resistencia compresiva se distribuye aproximadamente normal.

Obtenga una estimacion por intervalo del 98 % de confianza para la media de resistencia com-
presiva.

Resistencia compresiva (Ib/plg?)
2216 2237 2249 2204
2225 2301 2281 2263
2318 2255 2275 2295
2250 2238 2300 2217

Datos Intervalo de confianza
n =16 X—t o S/VA<u<X+t,, . S/Vn
T = 2257.75
s =34.51473 Estimacién por intervalo
a = 0.02 2257.75 — (2.602)(34.5147/4) < p < 2257.75 + (2.602)(34.5147/4)
tosgny = 2.602 2235.29816 Ib/plg> < p < 2280.20183 Ib/plg?

Mostremos como se obtiene esta estimacioén, con el paquete estadistico R.
1. Primer método.

> RC <- ¢(2216,2237,2249,2204,2225,2301,2281,2263,...,2300,2217)
> t.test(RC,conf.level = 0.98)

One Sample t-test

data: RC
t = 261.66, df = 15, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: true mean is not equal to O
98 percent confidence interval:
2235.294 2280.206
sample estimates:
mean of x
2257.75

2. Segundo método:  z = mean(RC), s =sd(RC), ¢ = qt(0.99,15)

a/2,n—1
RC <- c(2216,2237,2249,2204,2225,2301,2281,2263,...,2300,2217)
i <- mean(RC)-qt(0.99,15)*sd(RC)/sqrt(16)

s <- mean(RC)+qt(0.99,15)*sd(RC) /sqrt(16)

intervalo.confianza <- c(i,s)

intervalo.confianza

[1] 2235.294 2280.206

V V V V V
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Ejemplo 7.1.14. Se sabe que la vida en horas de una bombilla eléctrica de 100 watts se
distribuye aproximadamente normal, con desviacion estdndar o = 25 horas. Una muestra
aleatoria de 36 bombillas tiene una vida media * = 1014 horas.

1. Construya un intervalo de confianza del 95 % respecto a la vida media de las bombillas
eléctricas.

2. Si queremos que en esta estimacion, el error mdzrimo sea de siete horas, ;qué tamano
de muestra debe usarse?

1. Datos Intervalo de confianza
n = 36 X—Za/za/\/ﬁg,ug)z—i—Za/za/\/ﬁ
Z = 1014 horas
o = 25 horas Estimacion por intervalo
a = 0.05 1014 — (1.96)25/6 < p < 1014 4 (1.96) 25/6
Z,, =196 1005.83 hrs < pu < 1022.16 hrs |

Con el paquete R: Z_, = Z,; = quorm(0.975)

i <- 1014-gnorm(0.975)*25/sqrt (36)
s <- 1014+gnorm(0.975)*25/sqrt (36)
intervalo.confianza <- c(i,s)
intervalo.confianza

[1] 1005.833 1022.167

V V V V

2. Datos Tamano de muestra
Zopp o\®  [1.96(25)\°
oras n < i < - >

7.2. Pruebas de hipo6tesis paramétricas

Definicion 7.2.1.

1. Hipétesis paramétrica. Enunciado acerca de una caracteristica numérica (pardametro) de
la distribucion de probabilidad de una variable aleatoria ¢ de una poblacion.

2. Prueba de hipdtesis paramétrica. Procedimiento de la toma de decision de, aceptar ¢
rechazar una hipdtesis paramétrica.

Nota 7.2.2. La prueba de hipdteis consiste en suponer que la poblacion X, satisface la hi-
potesis nula Hy : 0 = Oy, a continuacion se hace un estudio de la poblacidn con ayuda de
la informacion contenida en una muestra aleatoria (X1, Xo,...,Xy), si en el andlisis se dan
inconsistencias o contradicciones con la hipdtesis establecida Hy : 0 = 0y, entonces, se dard la
conclusion fuerte de rechazar Hy ¢ equivalentemente aceptar H, : 0 # 0y, en caso contrario se
daria la conclusion débil de aceptar Hy : 0 = 0y ¢ equivalentemente: no hay suficiente eviden-
cia de aceptar Hy : 0 # 0.
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FEsta inconsistencia o contradiccion se mostrard cuando el valor del estadistico de prueba
h(z1,22,...,2,) € R, donde R es conocida como Region critica o Region de rechazo de Hy, el
estudio de la Region critica se inicia en el Lema de Neyman-Pearson.

Cabe mencionar que en toda prueba de hipdtesis estadistica existe la posibilidad de cometer
dos tipos de errores, como se puede observar en la siguiente tabla.

Hy verdadera Hq falsa
Se acepta Hy  No hay error  Error tipo 11
Se rechaza Hy Error tipo I~ No hay error

a, y B denotan las probabilidades de cometer los errores de tipo I y de tipo Il respectivamente,
es decir,

a = P(Cometer error tipo I ) = P(Rechazar Hy | Hy es verdadera)
B = P(Cometer error tipo II) = P(Aceptar Hy | Hy es falsa)

a se le conoce como nivel o significancia de la prueba y la fija el investigador al construir
la region critica, razén por la cual la conclusion de rechazar Hg es una conclusion fuerte, ya
que el dnico error que se podria cometer es el tipo I el cual es fijado por el investigador. La
conclusion de aceptar Hy es una conclusion débil ya que se podria cometer el error tipo II,
esta conclusion se hard fuerte cuando calculemos el valor de B y éste sea pequeno.

Resumen de pruebas de hipotesis para p y o2, con nivel de significancia a

Hipotesis nula Est. de prueba Hipotesis alternativa, Criterio de rechazo
Hy : = po. X~ o Hgy:p < po Zy < —2,
o2 conocida, Zy = T H, :p # o 20| > Z,,,

X Normal 6 (n > 30) H,:p> po Zy > 7,
Hy : p= pp. X — o Hy o p < po To < —t, .,
X Normal, Ty = 5 Hy :p # po Tol >t 00y

o2 desconocida [V Hy:p> o To>t,, .

H,: 0% < o} 922 < Xffa,nfl
X" <X
-1 52 1—a/2,n—1
Hy:0% =0} X2:7(n 2) H,: 0% # o} 6
o 2 2
9 9 X Xa/2 n—1
H,:0°> o0} 2> X

Ejemplo 7.2.3. Un proceso de fabricacion de jabon de tocador debe producir un promedio de
120 barras por lote. No se desea tener cantidades menores ni mayores que el estandar. Una
muestra de 10 lotes dio como resultado las siguientes cantidades de barras de jabon. Se supone
que la poblacion es normal.

108 118 120 122 119 118 124 122 120 123

Con el nivel de significancia a=0.05, pruebe si los resultados de esta muestra indican que el
proceso de manufactura estd trabajando en forma correcta.
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Datos Hipotesis Est. de Prueba. Criterio de rechazo
X — o
n =10 Ho : pp= 120 T = SING To| > t, 5, , = 2262157
z = 1189 H,:p#120
s = 4.931757 Valor del E.P.
118.9 — 12
a=0.05 Ty = LO_ = —0.705
4.931757/4/10
bojom1 = 2.262157
Conclusion:
Como el valor del estadistico de prueba Ty = —0.7053277 no satisface el criterio

rechazo, entonces, no hay evidencia suficiente que indique que el proceso de
manufactura esté trabajando en forma incorrecta.

Nota 7.2.4. Usando el paquete R y el criterio:

Si a0 > p-value, entonces se rechaza Hg

> Datos <- ¢(108,118,120,122,119,113,124,122,120,123)
> t.test(Datos,mu=120,conf.level = .95)

One Sample t-test

data: Datos
t = -0.70633, df = 9, p-value = 0.4985
alternative hypothesis: true mean is not equal to 120
95 percent confidence interval:

115.372 122.428
sample estimates:
mean of x

118.9

Como 0.05 = a ¥ p-value = 0.4985, entonces, no hay evidencia suficiente que indique que el
proceso de manufactura esté trabajando en forma incorrecta.

Ejemplo 7.2.5. El automdvil Ford Taurus aparece como con gran rendimiento de combustible
en carretera, con un promedio de 30 millas por galon (Guia del comprador de automovil nuevo
1995, de la revista Motor Trend). Un grupo defensor de los intereses del consumidor lleva a
cabo pruebas de rendimiento que buscan obtener evidencia estadistica que demuestre que los
fabricantes sobrestiman los rendimientos de sus automduviles. En una muestra de 50 pruebas
de rendimiento con el Ford Taurus , de obtiene una media de consumo en carretera de 29.5
millas por galon y una desviacion estdndar de 1.8 millas por galon. ;A qué conclusion se debe
llegar partiendo de los resultados de la muetra? Use un nivel de significancia de 0.01
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Datos Hipotesis Est. de Prueba. Criterio de rechazo
X — po
=50 Hy:p=30 Zy = Zo < Z,=—2.326
n 0-H 0 N 0 o
T =29.5 Hy <30
s=1.8 Valor del E.P.
29.5 —
a=0.01 Zy = 295~ 30 = —1.964185
1.8/4/50
Z, =2.326
Conclusion:
Como el valor del estadistico de prueba Zy = —1.964185 no satisface el criterio

de rechazo, entonces, no hay evidencia suficiente que indique que el
fabricante sobrestime el rendimiento se sus automoéviles.

Ejemplo 7.2.6. Consideremos una mdquina que se utiliza para llenar latas de refresco. Si la
varianza del volumen de llenado excede 0.02 u, entonces, un gran porcentaje inaceptables de
latas no se llenardn lo suficiente. Para monitorear la produccion, el embotellador toma una
muestra aleatoria de 20 latas, la cual produce una varianza de s*> = 0.225 u?, shabrd suficiente
evidencia de que la varianza de llenado exceda 0.02 w. Uitilice o = 0.05

Datos Hipotesis Est. de Prueba. Criterio de rechazo
—1)82
n =20 Hy: x2 = 0.02 2 = u 2 > 30.14
%9
52 =0.0225 u?> H,:x? > 0.02
a=0.05 Valor del E.P.
9 5 (19)(0.0225)
= 30.14 =" 7 —21.375
Xan-1 Xo 0,02
Conclusion:

Como el valor del estadistico de prueba X(z) = 21.375 no cae en la region
critica, entonces, no hay evidencia suficiente de que la varianza de
llenado excceda 0.02 2.
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INTERVALOS DE CONFIANZA Y ESTADISTICOS DE PRUEBA
PARA LA MEDIA POBLACIONAL u

T+ Za/gﬁ
Zo = z —U Ho
=
se
conoce
T+ Z, /Qﬁ
NO
| Zy = Lo
/n
n > 30
T+ Za/gﬁ
x J—
Zo = Uuo
=
obls%\ o
Normal se
aprox. conoce
T+ 750{/2,n—1 %
Aumentar: Th = T — Ho
n > 30 0 =
Criterio de rechazo
Estadistico de prueba || Cola inferior Dos colas Cola superior
Ho: p<po  Ho: p#po  Ha: p>po
2y Zy < —Zg ‘Z()’ > Za/2 Zy > Ly
TO TO < _ta,n—l ’T0’ > ta 2n—1 TO > ZL/Oc,n—l

Si el valor del estadistico de prueba satisface el Criterio de rechazo,
entonces se rechaza la hipotesis H,
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7.3. [Ejercicios

1. Para determinado modelo de automoévil se llevan a cabo pruebas de rendimiento de
gasolina. Si la presicion que se desea es un intervalo de confianza de 98 % con un margen
de error de una milla por galén, jcuéntos automoviles deben participar en la prueba?
Suponga que las pruebas preliminares de rendimiento indican que la desviaciéon estandar
es de 2.6 millas por galén.

2. Al determinar la programacion de las citas con pacientes, un centro médico desea una
estimacion de la media del tiempo que pasa un miembro de su personal con cada paciente.
;De qué tamano se debe tomar una muestra para que el margen de error deseado sea de
2 minutos con un nivel de confianza de 99 % Emplear un valor un valor de planeacion
de 8 minutos para la desviacién estdndar poblacional.

3. Una linea de produccién funciona con una media del peso de llenado de 16 onzas por
envase. El sobrellenado o la falta de llenado son problemas graves, y la linea de pro-
ducciéon debe parar si se presenta alguno de ellos. De acuerdo a datos anteriores, se
supone que el valor de o es 8 onzas. Un inspector de calidad toma una muestra de 30
articulos cada dos horas, y de acuerdo con los resultados toma la decisiéon de parar la
linea de produccién para ajustes o dejarla trabajando. Si & =16.32 onzas, jqué accion
recomendarias?

4. Una parte automotriz debe maquinarse de modo que se ajuste a las tolerancias que
cumplen las exigencias de los clientes. Las especificaciones de produccién requieren una
varianza méxima en las longitudes de las partes de 0.0004. Suponga que la varianza de
una muestra de 30 partes resulta ser s> = 0.0005. Con o = 0.05, pruebe si se viola la
especificaciéon de la varianza poblacional.

5. Suponga que se va a implantar un nuevo método de produccion si una prueba de hipotesis
respalda la conclusién de que con este método se reduce la media del costo de operaciéon
por hora.

Enuncie las hipotesis nula y alternativa si la media del costo para el método actual de
produccién es de 220 doélares por hora.

6. El voltaje de salida de cierto tipo de transformador de esta investigando. Diez transfor-
madores de este tipo se seleccionan al azar y se midi6 el voltaje dando como resultado
T=12.05 volts. Se sabe que la varianza de la poblacién que es normal es de 0=0.8,
construya un intervalo del 95% de confianza para el voltaje medio.

7. Los agentes de ventas de autos TOYOTA tuvieron ventas anuales promedio de $1 000
000. Sebastian Duran, vicepresidente del negicio, propuso un plan de compensaciones
con nuevos incentivos de venta. Cree que los resultados de un periodo de prueba le
permitan llegar a la conclusiéon de que el plan de compensaciéon aumente el promedio de
ventas por agente.

Elabore las hipotesis nula y alternativa adecuadas.

8. La Empresa de neuméticos Bridgeston afirma que sus neuméticos duran en promedio
28 000 millas. Las pruebas con 30 de sus neumaticos dan como resultados un promedio
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10.

11.

12.

13.

14.
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de 27 500 millas de duracién con una desviacién estandar de 1 000 millas. Prueba la
afirmacion de la Empresa, con un nivel de significancia del .05

Un nuevo aditivo para la gasolina ha sido desarrollado por una compania norteameri-
cana. En un experimento de uso del aditivo realizado en 8 autos durante un periodo
de una semana se registraron los siguientes porcentajes de ahorros en el consumo de
gasolina.

152 141 13.7 15.2
18.6 15.0 145 13.8

Use un intervalo de confianza del 95 % para estimar el ahorro promedio de gasolina.

Para estimar la media de consumo por cliente, en un gran restaurante, se reunieron
datos de una muestra de 49 clientes. Suponga una desviacion estdndar poblacional de 5
dolares.

a) Con nivel de confianza de 95 %, jcuél es el margen de error?

b) Sila media de la muestra es de 24.80 dolares, jcuél es el intervalo de confianza de
95 %.

El alza en los precios de medicamentos recetados por los médicos provocod que le Congreso
de Estados Unidos considerara leyes que obligaran a las companias farmaceiticas a
ofrecer descuentos a los ciudadanos carentes de beneficios en medicamentos. El Comité
de reformas gubernamentales internas proporcion6é datos acerca del costo de recetas
para algunos farmacos de uso comiin. Suponga que los datos siguientes representan una
muestra del costo de las recetas en délares para un farmaco que se emplea para redicir
el coloesterol.
110 112 115 99 100 98 104 126

Suponiendo que se trata de una poblaciéon normal, jcudl es la estimacién por intervalo
de confianza del 95% del costo promedio poblacional para este farmaco?

Suponga que se va a implantar un nuevo método de produccion si una prueba de hipotesis
respalda la conclusiéon de que con este método se reduce la media del costo de operacién
por hora.

Enuncie las hipotesis nula y alternativa si la media del costo para el método actual de
produccién es de 220 dolares por hora.

El voltaje de salida de cierto tipo de transformador de esta investigando. Diez transfor-
madores de este tipo se seleccionan al azar y se midi6 el voltaje dando como resultado
7=12.05 volts. Se sabe que la varianza de la poblacién que es normal es de 0 = (0.8)2,
construya un intervalo del 95% de confianza para el voltaje medio.

Los agentes de ventas de autos TOYOTA tuvieron ventas anuales promedio de $1 000
000. Sebastian Duran, vicepresidente del negicio, propuso un plan de compensaciones
con nuevos incentivos de venta. Sebastian Dirdn que los resultados de un periodo de
prueba le permitan llegar a la conclusiéon de que el plan de compensacién aumente el
promedio de ventas por agente.
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a) Elabore las hipotesis nula y alternativa adecuadas.
b) {Cudl es el error de tipo I en este caso y cuél es la consecuencia de cometerlo?

¢) {Cudl es el error de tipo II en este caso y cuél es la consecuencia de cometerlo?

15. Para determinado modelo de automovil se llevan a cabo pruebas de rendimiento de
gasolina. Si la presicion que se desea es un intervalo de confianza de 98 % con un margen
de error de 1 milla por galén, ;cuantos automoéviles deben participar en la prueba?
Suponga que las pruebas preliminares de rendimiento indican que la desviacién estandar
es de 2.6 millas por galdn.



110 CAPITULO 7. ESTADISTICA INFERENCIAL



Apéndice A
Tablas estadisticas

En esta seccion construimos con C+-+ las tablas de las distribuciones normal, t, v ji —
cuadrada.

A.1. Distribucién normal estandar 2

A.1.1. Funcién: double pnorm(double x)

Esta funcion genera los valores de la funcion de distribucion acumulada ®(z) de la variable
aleatoria normal estandar Z

O(zx)=P[Z <z]= \/%/ eV dy

En su obtencion utilizamos el desarrollo en serie de Taylor de la funcién,

T e =z (—x?/2)"
Py = [y =3

la cual es una serie: casi alternante.

double pnorm(double x)
{ int k;
double termino,suma,p,y;
y=fabs(x) ;termino=y;suma=y;k=0;
do{ k = k+1; termino *=
((-y*y)*(2xk-1))/((2%k) *(2%k+1)); suma += termino;}
while (fabs(termino > 0.00000001);
if (x>=0) {p = 0.5+0.39894228 * suma;}
else {p = 0.5-0.39894228 * suma;}
return p;

111
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A.1.2. Funcién: double gqnorm(double x)

Esta funcién genera los valores de la funcion ®~!(z), la cual se utiliza para generar la parte
de la Tabla 2 de los valores de la distribucién ¢ con infinito grados de libertad.

double gnorm(double x)
{
double q,a,b,e;
a=-8.0; b=28.0;
do{e = (b-a)/2; q = (a+b)/2;
if (pnorm(q) > x)
{b = q;}
else
{ if(pnorm(q) < x)
{a = q;}
else{e = .00000001;};
}
} while(e > 0.00000001);
return q;

A.1.3. Tabla de la distribucién Normal estadndar

El siguiente programa genera la Tabla 1, correspondiente a valores de la funcion de distribucion
acumulada ®, de la variable aleatoria normal estandar Z.

#include <stdio.h>
#include <math.h>
double pnorm(double x);
int main()
{ for (double i=-3.9;i<=0.01;i+=0.1)
{for (double j=0.0;j<=0.09;j+=0.01)
{printf("& %1f \t",pnorm(i-j));} ;printf("\\\\ \n");}
printf ("CONTINUACION: X>=0 \n");
for (double i=0.0;i<4.0;i+=0.1)
{for (double j=0.0;j<=0.09;j+=0.01)
{printf ("& %1f \t",pnorm(i+j));} ;printf("\\\\ \n");}
return O;
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A.2. Distribucion t

A.2.1. Funciéon: double pt(double x,int k)

Esta funciéon genera los valores de la funcion de distribucion acumulada F,(x) de la variable
aleatoria con distribucion ¢ con k grados de libertad.

F,(z) = P[t < z] / £y \/[(_kJ;(llj//i/ <1+%2>—(k+1)/2

Como la funcién f, (x) es par, utilizando la sustituciéon trigonométrica (x/vk = tan @), obte-
nemos para x > 0

arctan(z/V'k)

B L Tk
= */ fily TR / o

Para n > 2, escribiendo cos”# = cos" 26 (1 — sen?6) e integrando por partes el segundo
término con dv = cos” 2@ senf df y u = sen @, obtenemos

b b
-1
+ o / cos" 26 db
0 nJo

b
1
/ cos" 0 df = = cos" 10 senb
0 n

La siguiente funcién utiliza esta expresion recursiva para obtener los valores F, (z)

double pt(double x, int k) // x >= 0, Ft(x,k) = P[T_k<=x] =
{ int n,j,d;
double In,p,y,Gamas;
y=fabs(x);
= k-(k/2)*2;
if(d == 0)
{j = 1; In = y/sqrt((yxy)+k); Gamas = 0.5; }
else
{j = 0; In = atan(y/sqrt(k)); Gamas = 1.0/3.141593; }

for(n = j+2; n<=k-1; n = n+2)
{ In = ((pow(sqrt(k), (n-1))*y)/(n*pow(sqrt ((y*y)+k),n)))
+((((n-1)*In)/n)) ;
Gamas = (n*Gamas)/(n-1);};
if (x>=0) {p = 0.5+(Gamas* In);}
else {p = 0.5-(Gamas* In);}
return p;

3

A.2.2. Funcion: double qt(double x,int k)

Esta funcion genera los valores de la funcion F k_l (Tabla 2), correspondiente a la distribuciéon
t con k > 1 grados de libertad.
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double qt(double y, int k) /* x >= 0, Ft(x,k) = P[T_k<=x] =y, si y solo si x = InvFt(x,k)
{ double a,b,e,x;
if(k >= 3)
{ a=-20.0; b= 20.0;
do{e = (b-a)/2; x = (b+a)/2;
if(pt(x,k) > y) {b = x;}
else
{if(pt(x,k) <y) {a = x;}
else{e = 0.0000001;3};
}
} while(e > 0.0000001);
}
else
{if(k == 2)
{x=((2.0%y)-1) /sqrt((2.0%y)*(-y+1));}
else{x=tan((3.141593/2)*((2.0*xy)-1)) ;};
}
return Xx;

b

A.2.3. Tabla de la distribucién ¢
El siguiente programa genera la Tabla 2.

double pnorm(double x);
double gnorm(double x);
double qt(double y, int k);
int main( ) /* TABLA 2 */
{ double v[]={.70,.75,.90,.95,.975,.99,.995,.9975,.999, .9995 };
for (int k=1;k<=30;k++)
{for (int i = 0; i<=9; i++)

{printf ("& %1f \t",qt(v[i],k));} ;printf("\\\\ \n");};
for (int i = 0; i<=9; i++)

{printf("& %1f \t",qnorm(v[i]));}

return O;

¥

A.3. Distribucién ji-cuadrada

A.3.1. Funcién: double pchisq(double x,int k);
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1. Parak=1y x>0, como I'(1/2) = \/m, y cambiando de variable z = u/2,

oo ,—2

x -2 Ooe_“2/2u: - x
PIX, > 4] f/ﬂf T ) =201 - a(va)

Fy(z) =2 ®(va) - 1

2. Parak=2y x>0, como I'(1) =1,

P[X, > x] :/ e dz = e @/?)
z/2

E,(z) =1—e @/

Esta funcion genera los valores de la funcion de distribucion acumulada F,2 de la variable
aleatoria con distribucién ji-cuadrada con k grados de libertad.
Para x > 0, haciendo el siguiente cambio de variable z = y/2,

9—Fk/2 00 1 o
1-— F = / 2 / y(k/2)—le—y/2dy _ / Z(k/2)—le—zdz
’ X < 2) J, T(k/2) /oo

Para k > 3 (integrando por partes: u = 2ZK2)=1 dy = e=? dz) obtenemos la siguiente funcion
recursiva: I, = g(n)I,—1 con n = k/2,

00 —(x/2 k/2)—1 00
1 / ARz, = @12 (/) + . / 281272 =%
I'(k/2) I'(k/2) L[(k/2) = 1] Joy2

Con esta expresion recursiva obtenemos a continuacion los valores F,2(x)

double pchisq(double x, int k) // x >= 0, FChi(x,k) = F_k(x)=P[X_k<=x] =
{ int 4;
double j,In,y,Gama;

= k-(k/2)*2;
if(d == 0)
{j =1.0; In =1.0; Gamas = 1.0; }// k es par
else
{j = 0.5; In = 2x(1-pnorm(sqrt(x)))/exp(-x/2.0); Gamas = sqrt(1.0/3.141593);

for(double n = j+0.0; n<=(k/2.0)-1.0; n = n+1.0)

{ Gama = n*Gama;

+((((n-1)*In)/n)) ;
Gamas = (n*Gamas)/(n-1);};
In (pow((x/2.0) ,n)/Gama)+In};
};

y=1-(exp(-x/2.0)*In);

return y;

}
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A.3.2. Funciéon: double qchisq(double y,int k)

El siguiente programa genera los valores de la funciéon FX_21 (Tabla 3), correspondiente a la
distribucién ji-cuadrada con k grados de libertad.

double qchisq(double y, int k) /* x >= 0, FChi(x,k) = F_k(x)=P[X_k<=x] =y, si y solo si
{ double a,b,e,x;
if(k >= 3)
{ a=0.0; b= 150.0;
do{e = (b-a)/2; x = a+e;
if (pchisq(x,k) > y) {b = x;3}
else
{if (pchisq(x,k) < y) {a = x;}
else{e = 0.0000001;};
}
} while(e > 0.0000001);
return x;

}

A.3.3. Tabla de la distribucién ji-cuadrada

El siguiente programa genera la Tabla 3.

double pnorm(double x);
double pchisq(double x, int k);
double gchisq(double x, int k) ;
int main( ) /* TABLA 3 x/
{ double v[]={.005,.010,.025,.050,.100,.500,.900,.950,.975,.990,.995 };

for (int k=1;k<=30;k++)

{for (int i = 0; i<=10; i++)
{printf ("& %1f \t",qchisq(v[il,k));} ;printf("\\\\ \n");};
return O;

}
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@
Z 0
Tabla 1. Valores 1 — « de la funcién de distribucién acumulada ®, de la V.A. Z normal estédndar.
1 e 2
D(zq) = PlZ < 24] = — e Pdu=1-a
‘ Za H -.00 -.01 -.02 -.03 -.04 -.05 -.06 -.07 -.08 -.09 ‘
-3.9 || 0.000048 0.000046 0.000044 0.000042 0.000041 0.000039 0.000037 0.000036 0.000034 0.000033
-3.8 || 0.000072 0.000069 0.000067 0.000064 0.000062 0.000059 0.000057 0.000054 0.000052 0.000050
-3.7 || 0.000108 0.000104 0.000100 0.000096 0.000092 0.000088 0.000085 0.000082 0.000078 0.000075
-3.6 || 0.000159 0.000153 0.000147 0.000142 0.000136 0.000131 0.000126 0.000121 0.000117 0.000112
-3.5 || 0.000233 0.000224 0.000216 0.000208 0.000200 0.000193 0.000185 0.000178 0.000172 0.000165
-3.4 || 0.000337 0.000325 0.000313 0.000302 0.000291 0.000280 0.000270 0.000260 0.000251 0.000242
-3.3 || 0.000483 0.000466 0.000450 0.000434 0.000419 0.000404 0.000390 0.000376 0.000362 0.000349
-3.2 || 0.000687 0.000664 0.000641 0.000619 0.000598 0.000577 0.000557 0.000538 0.000519 0.000501
-3.1 || 0.000968 0.000935 0.000904 0.000874 0.000845 0.000816 0.000789 0.000762 0.000736 0.000711
-3.0 || 0.001350 0.001306 0.001264 0.001223 0.001183 0.001144 0.001107 0.001070 0.001035 0.001001
-2.9 || 0.001866 0.001807 0.001750 0.001695 0.001641 0.001589 0.001538 0.001489 0.001441 0.001395
-2.8 || 0.002555 0.002477 0.002401 0.002327 0.002256 0.002186 0.002118 0.002052 0.001988 0.001926
-2.7 || 0.003467 0.003364 0.003264 0.003167 0.003072 0.002980 0.002890 0.002803 0.002718 0.002635
-2.6 || 0.004661 0.004527 0.004396 0.004269 0.004145 0.004025 0.003907 0.003793 0.003681 0.003573
-2.5 || 0.006210 0.006037 0.005868 0.005703 0.005543 0.005386 0.005234 0.005085 0.004940 0.004799
-2.4 || 0.008198 0.007976 0.007760 0.007549 0.007344 0.007143 0.006947 0.006756 0.006569 0.006387
-2.3 || 0.010724 0.010444 0.010170 0.009903 0.009642 0.009387 0.009137 0.008894 0.008656 0.008424
-2.2 || 0.013903 0.013553 0.013209 0.012874 0.012545 0.012224 0.011911 0.011604 0.011304 0.011011
-2.1 || 0.017864 0.017429 0.017003 0.016586 0.016177 0.015778 0.015386 0.015003 0.014629 0.014262
-2.0 || 0.022750 0.022216 0.021692 0.021178 0.020675 0.020182 0.019699 0.019226 0.018763 0.018309
-1.9 || 0.028717 0.028067 0.027429 0.026803 0.026190 0.025588 0.024998 0.024419 0.023852 0.023295
-1.8 || 0.035930 0.035148 0.034380 0.033625 0.032884 0.032157 0.031443 0.030742 0.030054 0.029379
-1.7 || 0.044565 0.043633 0.042716 0.041815 0.040930 0.040059 0.039204 0.038364 0.037538 0.036727
-1.6 || 0.054799 0.053699 0.052616 0.051551 0.050503 0.049471 0.048457 0.047460 0.046479 0.045514
-1.5 || 0.066807 0.065522 0.064255 0.063008 0.061780 0.060571 0.059380 0.058208 0.057053 0.055917
-1.4 || 0.080757 0.079270 0.077804 0.076359 0.074934 0.073529 0.072145 0.070781 0.069437 0.068112
-1.3 || 0.096800 0.095098 0.093418 0.091759 0.090123 0.088508 0.086915 0.085343 0.083793 0.082264
-1.2 || 0.115070 0.113139 0.111232 0.109349 0.107488 0.105650 0.103835 0.102042 0.100273 0.098525
-1.1 || 0.135666 0.133500 0.131357 0.129238 0.127143 0.125072 0.123024 0.121000 0.119000 0.117023
-1.0 || 0.158655 0.156248 0.153864 0.151505 0.149170 0.146859 0.144572 0.142310 0.140071 0.137857
-0.9 || 0.184060 0.181411 0.178786 0.176186 0.173609 0.171056 0.168528 0.166023 0.163543 0.161087
-0.8 || 0.211855 0.208970 0.206108 0.203269 0.200454 0.197663 0.194895 0.192150 0.189430 0.186733
-0.7 || 0.241964 0.238852 0.235762 0.232695 0.229650 0.226627 0.223627 0.220650 0.217695 0.214764
-0.6 || 0.274253 0.270931 0.267629 0.264347 0.261086 0.257846 0.254627 0.251429 0.248252 0.245097
-0.5 || 0.308538 0.305026 0.301532 0.298056 0.294599 0.291160 0.287740 0.284339 0.280957 0.277595
-0.4 || 0.344578 0.340903 0.337243 0.333598 0.329969 0.326355 0.322758 0.319178 0.315614 0.312067
-0.3 || 0.382089 0.378280 0.374484 0.370700 0.366928 0.363169 0.359424 0.355691 0.351973 0.348268
-0.2 || 0.420740 0.416834 0.412936 0.409046 0.405165 0.401294 0.397432 0.393580 0.389739 0.385908
-0.1 || 0.460172 0.456205 0.452242 0.448283 0.444330 0.440382 0.436441 0.432505 0.428576 0.424655
-0.0 || 0.500000 0.496011 0.492022 0.488034 0.484047 0.480061 0.476078 0.472097 0.468119 0.464144
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«

0

Za

Tabla 1. (Continuacién) Valores 1 — a de la funcién de distribucién acumulada @, de la V.A. Z normal estandar.

B(z0) = P[Z < 24] = —L% / ey =1— a

[ 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09|
0.0 [[ 0500000 0.503989 0.507978 0.511066 0.515953 0.519939 0.523922 0.527903 0.531831 0.535856
0.1 || 0.539828 0.543795 0.547758 0.551717 0.555670 0.550618 0.563559 0.567495 0.571424 0.575345
0.2 || 0.579260 0.583166 0.587064 0.590954 0.594835 0.598706 0.602568 0.606420 0.610261 0.614092
0.3 || 0.617911 0.621720 0.625516 0.629300 0.633072 0.636831 0.640576 0.644309 0.648027 0.651732
0.4 || 0.655422  0.659097 0.662757 0.666402 0.670031 0.673645 0.677242 0.680822 0.684386 0.687933
0.5 || 0.691462 0.694974 0.698468 0.701944 0.705401 0.708840 0.712260 0.715661 0.719043 0.722405
0.6 || 0.725747 0.720069 0.732371 0.735653 0.738914 0.742154 0.745373 0.748571 0.751748 0.754903
0.7 || 0.758036  0.761148 0.764238 0.767305 0.770350 0.773373 0.776373 0.779350 0.782305 0.785236
0.8 || 0.788145 0.791030 0.793892 0.796731 0.799546 0.802337 0.805105 0.807850 0.810570 0.813267
0.9 || 0.815940 0.818580 0.821214 0.823814 0.826391 0.828944 0.831472 0.833977 0.836457 0.838013
1.0 || 0.841345 0.843752 0.846136 0.848495 0.850830 0.853141 0.855428 0.857690 0.850929 0.862143
1.1 || 0.864334 0.866500 0.868643 0.870762 0.872857 0.874928 0.876976 0.879000 0.831000 0.882977
1.2 | 0.884930 0.886861 0.888768 0.800651 0.892512 0.894350 0.896165 0.897958 0.899727 0.901475
1.3 | 0.903200 0.904902 0.906582 0.908241 0.909877 0.911492 0.913085 0.914657 0.916207 0.917736
1.4 | 0.919243 0.920730 0922196 0.923641 0.925066 0.926471 0.927855 0.920219 0.930563 0.931888
1.5 || 0.933193 0.934478 0.935745 0.936992 0.938220 0.930429 0.940620 0.941792 0.942947 0.944083
1.6 || 0.945201 0.946301 0.947384 0.948449 0.949497 0.950529 0.951543 0.952540 0.953521 0.954486
1.7 || 0.955435 0.956367 0.957284 0.958185 0.959070 0.959941 0.960796 0.961636 0.962462 0.963273
1.8 || 0.964070 0.964852 0.965620 0.966375 0.967116 0.967843 0.968557 0.969258 0.969946 0.970621
1.9 || 0.971283  0.971933 0.972571 0.973197 0.973810 0.974412 0.975002 0.975581 0.976148 0.976705
2.0 || 0977250 0.977784 0.978308 0.978822 0.979325 0.979818 0.980301 0.980774 0.981237 0.981691
2.1 || 0.982136  0.982571 0.982997 0.983414 0.983823 0.984222 0.984614 0.984997 0.985371 0.985738
2.2 || 0.986097 0.986447 0.986791 0.987126 0.987455 0.987776 0.988089 0.988396 0.988696 0.988989
2.3 || 0.989276 0.989556 0.989830 0.990097 0.990358 0.990613 0.990863 0.991106 0.991344 0.991576
2.4 | 0991802 0.992024 0.992240 0.992451 0.992656 0.992857 0.993053 0.993244 0.993431 0.993613
2.5 || 0.993790 0.993963 0.994132 0.994207 0.994457 0.994614 0.994766 0.994915 0.995060 0.995201
2.6 || 0.995339 0.995473 0.995604 0.995731 0.995855 0.995975 0.996093 0.996207 0.996319 0.996427
2.7 || 0.996533 0.996636 0.996736 0.996833 0.996928 0.997020 0.997110 0.997197 0.997282 0.997365
2.8 || 0.997445 0.997523 0.997509 0.997673 0.997744 0.997814 0.997882 0.997948 0.998012 0.998074
2.9 || 0.998134 0.998193 0.998250 0.998305 0.998359 0.998411 0.998462 0.998511 0.998559 0.998605
3.0 || 0.998650 0.998694 0.998736 0.998777 0.998817 0.998856 0.998893 0.998930 0.998965 0.998999
3.1 | 0.999032 0.999065 0.999096 0.999126 0.999155 0.999184 0.999211 0.999238 0.999264 0.999289
3.2 || 0.999313 0.999336  0.999359 0.999381 0.999402 0.999423 0.999443 0.999462 0.999481  0.999499
3.3 || 0.999517 0.999534 0.999550 0.999566 0.999581 0.999596 0.999610 0.999624 0.999638  0.999651
3.4 || 0.999663 0.999675 0.999687 0.999698 0.999709 0.999720 0.999730 0.999740 0.999749  0.999758
3.5 || 0.999767 0.999776 0.999784 0.999792 0.999800 0.999807 0.999815 0.999822 0.999828 0.999835
3.6 || 0.999841 0.999847 0.999853 0.999858 0.999864 0.999869 0.999874 0.999879 0.999883 0.999888
3.7 | 0.999892  0.999896 0.999900 0.999904 0.999908 0.999912 0.999915 0.999918 0.999922 0.999925
3.8 | 0.999928 0.999931 0.999933 0.999936 0.999938 0.999941 0.999943 0.999946 0.999948  0.999950
3.9 || 0.999952 0.999954 0.999956  0.999958 0.999959 0.999961 0.999963 0.999964 0.999966 0.999967
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a
0 ta,u
Tabla 2. Puntos porcentuales t,,, de la distribucién ¢.

ta,v (2 ~kHD/2
F(tan) = PT) < tan] = %/ (1 + %) du=1-a

—o00

Fl1—a)=ta,

v

[1—a] .70 75 90 95 975 99 995 9975 999 9995 |
[~2] 30 25 10 .05 025 01 .005 0025 001 0005 |
0.726543 1.000000 3.077685 6.313758 12.70623 31.82069 63.65744 127.3241 318.3263 6306.6894
0.617213  0.816497 1.885618 2.919986 4.302653 6.964557 9.924843 14.08905 22.32712 31.59905
0.584383 0.764894 1.637735 2.353373 3.182440 4.540720 5.840940 7.453375 10.21472 12.92445
0.568647 0.740690 1.533213 2.131853 2.776442 3.746939 4.604101 5.597563 7.173185 8.610296
0.559435 0.726690 1.475878 2.015047 2.570581 3.364935 4.032145 4.773359 5.893507 6.868982

Tk W N =

0.553389 0.717554 1.439753 1.943178 2.446909 3.142672 3.707438 4.316835 5.207624 5.958815
0.549116  0.711145 1.414919 1.894579 2.364626 2.997961 3.499498 4.029360 4.785337 5.407991
0.545931 0.706396 1.396818 1.859541 2.306013 2.896452 3.355379 3.832521 4.500799 5.041304
0.543489 0.702715 1.383028 1.833105 2.262163 2.821436 3.249846 3.689680 4.296846 4.780989
0.541525 0.699816 1.372175 1.812468 2.228136 2.763777 3.169279 3.581400 4.143705 4.586897

© 00 N>

—_
o

11 0.539942 0.697451 1.363440 1.795893 2.200994 2.718077 3.105822 3.496618 4.024725 4.437037
12 0.538626 0.695486 1.356211 1.782293 2.178812 2.680998 3.054533 3.428450 3.929625 4.317789
13 0.537500 0.693827 1.350164 1.770926 2.160368 2.650309 3.012285 3.372488 3.852015 4.220896
14 0.536547 0.692415 1.345034 1.761312 2.144785 2.624502 2.976847 3.325701 3.787394 4.140463
15 0.535727 0.691195 1.340609 1.753054 2.131453 2.602491 2.946711 3.286047 3.732862 4.072828

16 0.535002 0.690126 1.336756 1.745882 2.119913 2.583494 2.920790 3.252001 3.686152 4.014997
17 0.534372  0.689192 1.333380 1.739607 2.109823 2.566938 2.898245 3.222456 3.645792 3.965178
18 0.533819 0.688372 1.330385 1.734056 2.100916 2.552385 2.878447 3.196573 3.610487 3.921652
19 0.533323 0.687628 1.327734 1.729136 2.093019 2.539492 2.860937 3.173742 3.579416 3.883448
20 0.532866 0.686960 1.325350 1.724710 2.085962 2.527971 2.845335 3.153410 3.551817 3.849516

21 0.532446 0.686350 1.323195 1.720743 2.079611 2.517653 2.831373 3.135214 3.527174 3.819323
22 0.532084 0.685797 1.321230 1.717138 2.073870 2.508326 2.818747 3.118830 3.504992 3.792124
23 0.531740 0.685301 1.319456 1.713877 2.068663 2.499876 2.807341 3.104010 3.484983 3.767672
24 0.531435 0.684843 1.317835 1.710882 2.063894 2.492151 2.796946 3.090506 3.466768 3.745394
25 0.531149 0.684423 1.316347 1.708136 2.059546 2.485113 2.787447 3.078203 3.450212 3.725195

26 0.530901 0.684042 1.314974 1.705618 2.055521 2.478628 2.778711 3.066912 3.434992 3.706617
27 0.530653 0.683680 1.313696 1.703291 2.051840 2.472658 2.770681 3.056536 3.421049 3.689642
28 0.530424 0.683355 1.312532 1.701136 2.048407 2.467146 2.763262 3.046923 3.408155 3.673906
29 0.530214 0.683050 1.311426 1.699133 2.045221 2.462015 2.756395 3.038054 3.396254 3.659449
30 0.530024 0.682764 1.310415 1.697264 2.042265 2.457266 2.749987 3.029795 3.385191 3.645964

00 0.524401 0.674490 1.281552 1.644854 1.959964 2.326348 2.575829 2.807034 3.090232 3.290527
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1/2

]
2
Xa,n

Tabla 3. Puntos porcentuales x2 ,, de la distribucién Ji — cuadrada.

5 5 X 1 Xem (upmor w2
Fo(Xan) = PXn < Xaul = Jn(u) du = 270 (n2) Jo u e du=1l-a
—o0

[~ 0995 0.990 0.975 0.950 0.900 0.500 0.100 0.050 0.025 0.010  0.005 ]

1 4(1075) 2(10~4) 1073 4(1073) 0.016 0.455 2.706 3.841 5.024 6.635 7.879
0.010 0.020 0.051 0.103  0.211 1.386  4.605  5.991 7.378  9.210 10.597
0.072  0.115 0.216  0.352 0.584  2.366  6.251 7.815  9.348 11.345 12.838
0.207  0.297 0484 0.711 1.064  3.357 7.779 9.488  11.143 13.277 14.860
0.412 0.554 0.831 1.145 1.610 4.351 9.236 11.070 12.833 15.086 16.750
0.676 0.872 1.237 1.635 2.204 5.348 10.645 12.592 14.449 16.812 18.548
0.989 1.239 1.690  2.167 2.833 6.346 12.017 14.067 16.013 18.475 20.278
1.344 1.646  2.180 2.733 3490 7.344 13.362 15.507 17.535 20.090 21.955
9 1.735 2.088 2700 3.325 4.168 8.343 14.684 16.919 19.023 21.666 23.589
10 2.156 2.558 3.247 3.940  4.865 9.342 15.987 18.307 20.483 23.209 25.188
11 2.603 3.053 3.816 4.575 5.578 10.341 17.275 19.675 21.920 24.725 26.757
12 3.074 3.571 4.404 5.226 6.304 11.340 18.549 21.026 23.337 26.217 28.300
13 || 3.565  4.107  5.009 5.892  7.042 12.340 19.812 22.362 24.736 27.688 29.819
14 || 4.075 4.660 5.629  6.571  7.790 13.339 21.064 23.685 26.119 29.141 31.319
15 || 4.601 5.229  6.262  7.261 8.547  14.339 22.307 24.996 27.488 30.578 32.801
16 5.142 5.812 6.908 7.962 9.312 15.338 23.542 26.296 28.845 32.000 34.267
17 5.697 6.408 7.564 8.672 10.085 16.338 24.769 27.587 30.191 33.409 35.718
18 6.265 7.015 8.231 9.390 10.865 17.338 25.989 28.869 31.526 34.805 37.156
19 || 6.844 7.633 8907 10.117 11.651 18.338 27.204 30.144 32.852 36.191 38.582
20 7434 8260 9.591 10.851 12.443 19.337 28.412 31.410 34.170 37.566 39.997
21 8.034  8.897 10.283 11.591 13.240 20.337 29.615 32.671 35.479 38.932 41.401
22 8.643 9.542 10.982 12.338 14.041 21.337 30.813 33.924 36.781 40.289 42.796
23 9.260 10.196 11.689 13.091 14.848 22.337 32.007 35.172 38.076 41.638 44.181
24 9.886 10.856 12.401 13.848 15.659 23.337 33.196 36.415 39.364 42.980 45.559
25 || 10.520 11.524 13.120 14.611 16.473 24.337 34.382 37.652 40.646 44.314 46.928
26 || 11.160 12.198 13.844 15.379 17.292 25.336 35.563 38.885 41.923 45.642 48.290
27 || 11.808 12.878 14.573 16.151 18.114 26.336 36.741 40.113 43.195 46.963 49.645
28 || 12.461 13.565 15.308 16.928 18.939 27.336 37.916 41.337 44.461 48.278 50.993
29 || 13.121 14.256 16.047 17.708 19.768 28.336 39.087 42.557 45.722 49.588 52.336
30 || 13.787 14.953 16.791 18.493 20.599 29.336 40.256 43.773 46.979 50.892 53.672

0~ D T W
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