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CAPITULO 1

Preliminares

' Resumen J Objetivos

(d Introduccion

1.1 Resumen

Estatesis analiza dos técnicas del dlgebra lineal aplicadas al procesamiento de imagenes digitales:
la descomposicién en valores singulares (SVD por sus siglas en inglés) y la inversa de Moore-
Penrose. Se explora el uso de la SVD como herramienta para la compresion de imagenes
digitales. Se estudia cémo la SVD puede descomponer una imagen, representada por una matriz,
en componentes ortogonales y una matriz diagonal, lo que permite una representacion mas
compacta de la informacién de laimagen. Se analiza la seleccidn del niimero de valores singulares
y la reconstruccion de la imagen comprimida. Se realiza una evaluacién exhaustiva de la calidad
de las imdgenes comprimidas en comparacioén con las originales, mediante el uso de métricas
como el error cuadratico medio (MSE) y el pico de la relacion sefal-ruido (PSNR). Ademas, se
estudia la aplicacién de la inversa generalizada de Moore-Penrose en el contexto del desenfoque
horizontal o vertical y, cuando son independientes, se puede aplicar a un desenfoque combinado,
tanto horizontal como vertical. También se desarrollan algoritmos en MATLAB basados en la

compresion y correccion de desenfoque en imagenes digitales.



1.2 Introduccion

1.2 Introduccion

El dlgebra lineal, es una rama de las matemdticas que estudia los espacios vectoriales, las
transformaciones lineales y los sistemas de ecuaciones lineales. Como disciplina matematica,
desempefia un papel fundamental en diversos campos cientificos y aplicaciones tecnolégicas.
Dentro de este vasto espectro, el procesamiento de imagenes digitales emerge como un dominio
donde los principios y conceptos del dlgebra lineal se convierten en herramientas esenciales para
comprender, analizar y manipular informacién visual. Este campo multidisciplinario se nutre
de la capacidad del dlgebra lineal para representar imiagenes mediante matrices y vectores, al
establecer una conexion profunda entre la teoria matematica y la practica en la interpretacién de
datos.

Este trabajo busca explorar y profundizar ciertos aspectos de la interseccion entre el dlgebra
lineal y el procesamiento de imédgenes digitales, al destacar su importancia y relevancia en la
resolucion de desafios especificos dentro de este campo. A medida que nos sumergimos en
el andlisis de técnicas y métodos, se revelard como las herramientas provenientes del dlgebra
lineal proporcionan una base tedrica solida para abordar cuestiones précticas. En el dmbito del
procesamiento de imégenes, la SVD se ha convertido en un método clave para la compresion de
imagenes, al reducir la redundancia en los datos visuales sin sacrificar la calidad. Por otro lado,
la inversa de Moore-Penrose es una extension de la idea de la matriz inversa que puede aplicarse

a matrices que no necesariamente son cuadradas o invertibles.



1.3 Objetivos

1.3 Objetivos

1. El objetivo principal de este trabajo es mostrar la teoria matemética que se aplica en el
procesamiento de imdgenes digitales, particularmente:
o Estudiar la Descomposicion en Valores Singulares (SVD), detallando su aplicacién
en la compresion de imégenes.
o Investigar y analizar la inversa de Moore-Penrose aplicada a la correccién de desen-
foque causado por un movimiento lineal en iméagenes.
2. Desarrollar algoritmos eficientes en MATLAB para la compresion y correccion de desen-
foque, basados en SVD y la inversa de Moore-Penrose, respectivamente.
3. Documentar de manera clara y concisa los hallazgos, metodologias y resultados obtenidos
en la tesis, siguiendo las convenciones de escritura académica en I£TEX. En este proce-
so se ha utilizado la plantilla ElegantBook, disefiada y desarrollada por Ethan Deng y
Liam Huang, distribuida bajo LaTex Projet Public Lincence, v1.3c o posterior, la cual ha
facilitado la presentacion y el formato profesional del documento.



CAPITULO 2

Fundamentos del Algebra Lineal

' Vectores y Matrices J Norma de Frobenius

A Matriz Inversa A Espacios Vectoriales

' Matriz de Toeplitz ' Valores y Vectores Propios
J Matrices Ortogonales d Teorema Espectral

La teoria del dlgebra lineal utilizada en la tesis es la estdndar del dlgebra lineal. Incluye vectores,
matrices, espacios vectoriales, transformaciones lineales y valores propios, que forman la base
tedrica sobre la cual se desarrollan las aplicaciones discutidas en los capitulos 3 y 4. Sin
embargo, paralos propoésitos especificos de este trabajo, se incluird, en la seccién correspondiente,
una revisién mds detallada de dos herramientas importantes que son fundamentales para los
objetivos de este proyecto: la descomposicion en valores singulares (3.1) y la inversa de Moore-
Penrose (4.2).

2.1 Vectores y Matrices

En dlgebra lineal, los vectores y matrices son conceptos fundamentales. Un vector es una entidad
que tiene magnitud y direccidn, y puede representarse como una secuencia ordenada de niimeros
reales o complejos. Por otro lado, una matriz es una colecciéon bidimensional de nimeros

organizados en filas y columnas.

2.1.1 Vectores

Un vector ¢ de dimensién n puede expresarse como:
U1
- U2
v=| . 2.1
Un,

Aqui, vy, vy, ..., v, son las coordenadas del vector.



2.1 Vectores y Matrices

2.1.2 Operaciones de Vectores

2.1.3 Suma de vectores

Consideremos dos vectores i y ¥:

2 1
u=|-1], v=1]4 (2.2)
3 0
La suma de estos vectores es:
2+1 3
u+v=|-144] =13 (2.3)
3+0 3
2.1.4 Multiplicacion por un Escalar
Si multiplicamos el vector ¢/ por el escalar —3, obtenemos:
1 -3
—Ju==-34]|=]-12 (2.4)
0 0

2.1.5 Matrices

Definicion 2.1 (Matrices)

Sean m y n dos nimeros naturales. Una matriz A de tamafio m X n es un arreglo rectangular

de nimeros, llamados entradas o elementos que consta de m filas y n columnas:

ay; Q2 - Qip

Q21 Q22 -+ A2y
A=

Am1 Qm2 = Qmp

El conjunto de todas las matrices con entradas a;; en R, donde 1 <i<m, 1 < j <mn,lo
denotaremos por M., x,(R) = R™*" = R™.

&

Nota. Por simplicidad, una matriz se denota por un elemento representativo encerrado entre
paréntesis: (a;;), donde el subindice ¢ representa el nimero de fila y el subindice j el nimero de
columna. Las filas se enumeran de arriba hacia abajo y las columnas de izquierda a derecha.



2.1 Vectores y Matrices

Definicion 2.2 (Matriz Diagonal)

La diagonal principal de una matriz cuadrada A consiste de todos los elementos de

la forma a;;. Una matriz cuadrada D = (d;;) cuyos elementos fuera de la diagonal
principal sean todos iguales a cero, se llama matriz diagonal y se denota por D =
diag(diq, dso, . . ., dny,) = diag(d;;). Usaremos los términos matriz diagonal generalizada

o matriz diagonal rectangular para una matriz m X n con todas sus entradas diferentes de

a;; iguales a cero. &

Nota. Una matriz de tamaiio 1 x n recibe el nombre de matriz fila o vector fila; mientras que
una matriz de tamafio m X 1 se llama matriz columna o vector columna. El conjunto de todas las
matrices de tamafio n X n se denota por ., (R) y sus elementos se llaman matrices cuadradas
de orden n.

2.1.6 Operaciones de Matrices

Definicion 2.3 (Suma de Matrices)

Si Ay B son matrices del mismo tamafo, su suma A + B es la matriz formada al sumar
las entradas correspondientes. Es decir, si A = (a;;) y B = (b;;), entonces

A+ B = (ay + by)

Nota. La suma de matrices no estd definida para matrices de diferente tamaiio.

Definicion 2.4 (Multiplicacion de Matrices por un Escalar)

Si A es cualquier matriz y k es cualquier nimero, la multiplicacién por escalar kA es

la matriz que se obtiene de A al multiplicar cada una de sus entradas por k. Es decir, si

A = (a;j) y k es cualquier nimero, entonces

kA = (kaij)

Definicion 2.5 (Multiplicacion de Matrices)

Si A = (a;j) es una matriz m x n 'y B = (b;;) es una matriz n X r, el producto

C = AB = (¢;;) es una matriz de tamafio m x r. El elemento ¢;; se calcula como sigue:

Cij = ainbyj + aioboj + aisbs; + - -+ + ainbn; *




2.2 Matriz Identidad

O, esquemdticamente:

i ik ain by - by e bar cn c1 Ciy
a;1 (e Qin, bi1 brj -+ biy Ci1 Cij Cir
Am1 -« Omk Amn bn 1 bng bnr Cm1 " Cmyj Cmr

Nota. El producto de dos matrices, A por B (en ese orden), estd definido si el nimero de

columnas de A es igual al nimero de filas de B.

Ejemplo 2.1 Consideremos las siguientes matrices

() ()

El producto de estas matrices es:
. ((1-—1+2-2) (1-0+2-—3)> _ (3 —6)
3-—1+4-2) (3-0+4--3) 5 —12
2.2 Matriz Identidad

Definicion 2.6 (Matriz Identidad)

Una matriz identidad, denotada como /,,, es una matriz cuadrada de orden n en la cual

todos los elementos de la diagonal principal son iguales a 1 y todos los demds elementos

son iguales a 0. La podemos visualizar como:

10 0
010 0
L,=loo1 -0 2.5)
000 - 1
*»




2.3 Matriz Traspuesta

2.2.1 Propiedad

La matriz identidad tiene la propiedad de que, para cualquier matriz cuadrada A de orden n, se
cumple que:

AL, =1,-A=A (2.6)

2.3 Matriz Traspuesta

Definicion 2.7 (Matriz Traspuesta)

Si A es una matriz de tamafio m X n, la traspuesta de A, denotada por A7, es la matriz de
tamafio n X m que se obtiene de A al intercambiar filas por columnas; es decir, la primera
fila de A” es la primera columna de A, la segunda fila de A” es la segunda columna de A,
etc. Formalmente, si A es una matriz de tamafio m x n con elementos a;;, la traspuesta

AT serd una matriz de tamafio n x m cuyos elementos a;; se definen como:

(AT) = Ay 2.7)

ij

&

Ejemplo 2.2 Consideremos la siguiente matriz para ilustrar el concepto:

ai; Gr2 a3
A=lan ax ax (2.8)
31 asz dass
Entonces la matriz traspuesta de A es:

a1 ag1 a3
T
A = A12 Q22 32 (2.9)

a13 Qg3 A33

Sean Ay B dos matrices del mismo tamafo y sea k un escalar. Las siguientes afirmaciones
son verdaderas:

1. Si A es una matriz m x n, entonces AT es una matriz n x m

2. (AT =4

3. (kA)T = kAT




2.4 Matriz Triangular

4. (A+ B)T = AT + BT

2.4 Matriz Triangular

Definicion 2.8 (Matriz Triangular)

Una matriz triangular es una matriz cuadrada en la cual todos los elementos por encima

o por debajo de la diagonal principal son cero. Si todos los elementos por encima de
la diagonal son cero, se denomina matriz triangular inferior; si todos los elementos por
debajo de la diagonal son cero, se denomina matriz triangular superior. Se denota como
A = (a;;) y es:

o Triangular inferior si a,; = 0 para todo 7 < j

o Triangular superior si a;; = 0 para todo 7 > j

2.5 Determinantes

En dlgebra lineal, un determinante es una funcién que asocia a cada matriz cuadrada A denotado
como det(A) o | A, un nimero real. Los determinantes tienen varias aplicaciones en el &mbito
matematico y cientifico.

Definicion 2.9 (Determinante)

Dada una matriz cuadrada A = (a;;),xn, €l determinante se define como:

det(A) = Y sgn(o) [ [ aio0) (2.10)
=1

O'ESn

donde S, es el grupo de permutaciones de n elementos, o es una permutacion, sgn(o) es
el signo de la permutacion y a; »(;) s €l elemento de la matriz en la fila 7 y la columna

correspondiente al valor o (i) de la permutacién. &

2.5.1 Propiedades

Sean A, B € ./, (R), entonces se cumplen:
» Multiplicatividad: det(AB) = det(A) - det(B) para matrices cuadradas Ay B del mismo
orden.
o Invertibilidad: Una matriz cuadrada A es invertible si y solo si det(A) # 0.



2.6 Matriz Adjunta

o Transposicion: det(AT) = det(A) para cualquier matriz cuadrada A.

o Intercambio de filas: Si se intercambian dos filas de una matriz A, el determinante cambia
de signo: det(A) = —det(A).

o Multiplicacién de una fila por un escalar: Si se multiplica una fila de A por un escalar
k, el determinante de la nueva matriz es k - det(A).

o Suma de un miiltiplo de una fila a otra fila: Al sumar un multiplo de una fila a otra, el
determinante de A no cambia.

» Matriz identidad: det(/) = 1 para la matriz identidad I de cualquier orden.

o Matriz triangular: El determinante de una matriz triangular (superior o inferior) es el
producto de los elementos en su diagonal principal.

2.5.2 Calculo de Determinantes

Existen diversos métodos para calcular determinantes, como la expansion por cofactores, la regla

de Sarrus para matrices 3x3, y la regla de Laplace.

Consideremos la siguiente matriz:

4 2
B=10 3 -2 (2.11)
3
El determinante de B se calcula como sigue:
2 4 2
|B| =det(B)=1{0 3 -2 (2.12)
15 3

Si usamos operaciones elementales de fila, podemos simplificar la matriz y calcular el determi-
nante:

24 2| a2 4 2
3 —2 0 3 -2
1 5 3 0 3 2
2 4 2
F3—F3—Fy

0 3 -2
00 4

=2x3x4=24

Por lo tanto, | B| = det(B) = 24.



2.6 Matriz Adjunta

2.6 Matriz Adjunta

Definicion 2.10 (Matriz Adjunta)

Sea A una matriz cuadrada de orden n. La matriz adjunta de A, denotada como adj(A), se
define como la transpuesta de la matriz de cofactores de A. Para una matriz A = (a;;), el

cofactor Cj; se define como:

Ci' = (—].)H_j det(A”)

donde A;; es la submatriz que resulta de eliminar la i-ésima fila y la j-ésima columna de
A.
Entonces, la matriz de cofactores de A, denotada como Cof(A), es la matriz cuyos ele-

mentos son los cofactores C’ij:

Cll C'12 e Cln
Cof(a)=| | =y
Cnl Cn? e Cnn

La matriz adjunta adj(A) es la transpuesta de la matriz de cofactores Cof(A):

adj(A) = Cof(A)T

2.6.1 Propiedades

La matriz adjunta tiene varias propiedades importantes, entre las cuales se destacan:
» Si A es una matriz cuadrada no singular, entonces A - adj(A) = adj(A) - A = det(A) - I,
donde I es la matriz identidad del mismo orden que A.
o En particular, si det(A) # 0, la matriz inversa de A (definicién 2.11) puede expresarse en

términos de la adjunta como:

A—l

= Tty 24

~—

Ejemplo 2.3 Consideremos la matriz 2 x 2:
b
c d

11

La matriz de cofactores de A es:



2.7 Matriz Inversa

Cof(A) = (_db _ac>

Por lo tanto, la matriz adjunta adj(A) es:

2.7 Matriz Inversa

Definicion 2.11 (Matriz Inversa)

Sea A una matriz cuadrada de orden n. Decimos que A tiene una matriz inversa si existe

una matriz A~* de orden n tal que:

AA = A"tA=1, (2.13)

donde I,, es la matriz identidad de orden n. Si tal matriz A~! existe, decimos que A es una

matriz invertible o no singular. &

2.7.1 Propiedades

Algunas propiedades importantes de la matriz inversa son:
° (A_l)_l =A
o (AB)"t=B71A"!
° (AT)—l — (A—l)T

2.7.2 Calculo de 1a Matriz Inversa

Para calcular la inversa de una matriz A, se pueden utilizar varios métodos, como:

o Método de Gauss-Jordan: Consiste en aplicar operaciones elementales de fila para trans-
formar A en la matriz identidad y, simultineamente, aplicar las mismas operaciones a la
matriz identidad para obtener A1,

s Método de Cramer: La inversa de A se puede calcular por medio de la férmula A1 =

#(A) adj(A), donde adj(A) es la matriz adjunta de A y det(A) es el determinante de A.

12



2.8 Matriz Ortogonal

Ejemplo 2.4 Consideremos la matriz A de orden 2:

1 2
A—
3 4
Para encontrar A=, primero calculamos su determinante:

det(A)=1-4-2.3=4-6=—2

4 -2
adj(A) =
j(A) (_3 1)
Por lo tanto, la inversa de A es:
1 1 4 =2 -2 1
A7l = — adj(4) = — =
dera) A = (—3 1) (g —%)

2.8 Matriz Ortogonal

Definicién 2.12 (Matriz Ortogonal)

Una matriz ortogonal () en R"*" es una matriz cuadrada que cumple la propiedad:
Q"Q=QQ" =1,

donde QT es la matriz traspuesta de Q e I, es la matriz identidad de tamafio n. &

Luego, la matriz adjunta de A es:

.

Esto significa que las columnas de () son vectores ortonormales, es decir, cada columna tiene
norma 1 y es ortogonal a las demds columnas. Ademds, notemos que Q7 es la inversa de Q, esto

es, Q' =Q7.

2.9 Matriz Simétrica

Definicion 2.13 (Matriz Simétrica)

Una matriz simétrica en R"*" es una matriz cuadrada A que cumple la propiedad:

T
A=A s

Teorema 2.2

Sea A una matriz simétrica de orden n con entradas en R. Entonces:
1. Todos los valores propios de A son reales.

2. Existe una base de R" formada por vectores propios ortogonales de A. v

13



2.10 Matriz Semidefinida Positiva

En otras palabras, A es diagonalizable mediante una matriz ortogonal. Por lo tanto, toda matriz
simétrica se puede expresar como:

A=QDQ",

donde () es una matriz ortogonal cuyas columnas son vectores propios de A, y D es una matriz
diagonal cuyos elementos en la diagonal son los valores propios de A.

2.10 Matriz Semidefinida Positiva

Definicion 2.14 (Matriz Semidefinida Positiva)

Una matriz A en R"*" es semidefinida positiva si satisface

7TAv > 0 para todo 7 € R” &

Teorema 2.3

Sea A una matriz de orden m x n con entradas en R. Entonces AT Ay AAT son matrices

semidefinidas positivas. O

Teorema 2.4

Sea A una matriz real, simétrica y semidefinida positiva. Entonces los valores propios de

A (cf. sec. 3.1) son no negativos. v

2.11 Matriz de Toeplitz

Definicién 2.15 (Matriz de Toeplitz)

Una matriz de Toeplitz es una matriz cuadrada 7" = (¢;;) de orden n x n con la propiedad de

que los elementos que formen una diagonal paralela a la diagonal principal sean iguales, a
estas diagonales las llamaremos diagonales constantes. Formalmente, la matriz de Toeplitz
se define como:

14



2.11 Matriz de Toeplitz

to t1 to o0 t_(no1
(31 to t-1 - to(m-2
T = to tq to XX t_(n_g) (2.14)
bn1 th2 Tn-3 - to
&

Si t;; representa el elemento de la matriz en la fila ¢ y la columna j, entonces los valores ¢;; son
constantes a lo largo de cada diagonal, es decir, t;; = t;,; j;1. Esta propiedad de la matriz de
Toeplitz la hace particularmente ttil en diversas aplicaciones, como procesamiento de sefiales,

algebra lineal numérica y teoria de la informacion.

Ejemplo 2.5 Supongamos que queremos calcular y mostrar una matriz Toeplitz para el siguiente
vector
i=(123 4 5) (2.15)

La matriz Toeplitz se construye al usar los elementos de este vector como valores de la primera
fila y las columnas se rellenan con desplazamientos hacia abajo de este vector. Por lo tanto la

matriz Toeplitz correspondiente es:

(2.16)

[ O R
B W N~ N
W N = NDW
N = N W
=N W ok Ot

Sin embargo, en este trabajo adoptaremos una definicion més general de matriz de Toeplitz.
Definiremos una matriz de Toeplitz como una matriz (que puede ser cuadrada o no) en la
cual todos los elementos que pertenecen a una misma diagonal paralela a la diagonal principal
(generalizada) son iguales. Formalmente, una matriz 7" es de Toeplitz si para cualquier par de

indices (7, j) y (k, 1), los elementos satisfacen la siguiente propiedad:

Ti,j = Tk,l si 'i—j =k— l, (2.17)

Para ilustrar esto, consideremos la siguiente matriz de Toeplitz 7"

(2.18)

© 00 =3
0 N~ N
N = N W
N W s
N W =~ Ot
W = ot O



2.12 Espacios Vectoriales

En esta matriz, los elementos en cada diagonal paralela a la diagonal principal son constantes.
Por ejemplo:

1. La diagonal principal contiene los elementos 1.

2. La primera diagonal por encima de la principal contiene los elementos 2.

3. La segunda diagonal por encima de la principal contiene los elementos 3, y asi sucesiva-

mente.

De manera similar, las diagonales debajo de la diagonal principal también contienen elementos

constantes.

En la seccién 4.5 usaremos matrices de Toeplitz de la forma:

Ll ... L 9 0 0

03 3 o d o0

00 1 L ... 1 0 ... (2.19)
00 0 -~ 11 7

donde ¢ es un entero positivo y cada fila tiene ¢ elementos diferentes de 0.

2.12 Espacios Vectoriales

Un espacio vectorial es una estructura algebraica que satisface ciertas propiedades y permite la

combinacion lineal de elementos. Formalmente se tiene lo siguiente.

Definicion 2.16 (Espacio Vectorial)

Un espacio vectorial sobre un campo K es un conjunto no vacio V' de objetos, llamados

vectores, en el que estdn definidas dos operaciones

suma de vectores: +: VxV —V

(,10) > T+@

multiplicacién por escalar: i KxV —V
(a,?) — a¥ = at

tal que para todo w, v, w € V 'y a,b € K se cumplen los siguientes axiomas:

l.u+v=v+u (conmutatividad de la suma)
2. (W+0)+d =1+ (V+ &) (asociatividad de la suma)
3. Existe 0 € V tal que O+ad=1a para todo @ € V' (existencia del vector cero)

16



2.12 Espacios Vectoriales

4. Existe —i € V tal que @ + (—i0) = 0 (existencia de inversos aditivos)
5. (ab)i = a(bi) (asociatividad de la multiplicacién por escalar)
6. a(d+ V) = all + a¥ (distributividad 1)
7. (a+b)u = atil + bu (distributividad 2)
8. Paral € K, setiene 1 -4 = u (identidad para la multiplicacién) &

2.12.1 Espacios Vectoriales Usuales

2.12.1.1 El Espacio Vectorial Euclidiano R?

Consideremos el espacio vectorial euclidiano bidimensional R?, cuyos elementos son los pares
ordenados (z,y), donde x,y € R. Esto es:

R* = {(z,y) : z,y € R} (2.20)
Las operaciones de suma y multiplicacién por escalares en R? estdn definidas de la siguiente

manera:

(z1,91) + (22, 42) = (21 + 22, Y1 + ¥2)

2.21)
C'('Tuy): (C'l’,C'y)

donde (z1, 1), (72, y2) son elementos arbitrarios de R y ¢ € R.

2.12.1.2 El Espacio de Polinomios P, ]

Consideremos el espacio vectorial de polinomios de grado no mayor que n, denotado como

P,[z]. Los elementos de P, [x] son polinomios de la forma:
p(z) = ag + a1z + asx® + ...+ a,a”

donde ag, ay,...,a, € R.

Las operaciones de suma y multiplicacion por escalares en P,[x] son definidas de la siguiente

manera:

p(x) +q(z) = (ao + bo) + (a1 + b1)z + ... + (an + by)z"

(2.22)
c-plx)=c-ap+c-ax+...+c-aa”

donde p(z) y ¢(x) son polinomios arbitrarios en P,,[z] y ¢ € R.

17



2.13 Teorema Espectral

2.12.1.3 El Espacio de Matrices .Z,,,(R)

El conjunto de todas las matrices de tamafio m X n con entradas en R, denotado por A, ,(R),

es:
@11 a2 ... Qip
ag1 Q22 ... Q9p o
M ipsn(R) = , o , a;; € R paratoda i, j
Am1 Am2 ... Amn

Este conjunto tiene una estructura de espacio vectorial con las operaciones de suma de matrices

y multiplicacién por escalar.

2.13 Teorema Espectral

El siguiente teorema 2.5 y su demostracién estan tomados de [4].

Teorema 2.5 (Teorema Espectral)

Cualquier matriz simétrica A C ﬂnm( ) tiene una descomposicion espectral de la forma

Z i@ T = UAUT

donde lamatrizU = (uy | --- | i,) es ortogonal (ie, UTU = UUT = I,,) y estd compuesta

por vectores propios o eigenvectores de A, mientras que la matriz A es la matriz diagonal
A = diag (M, Ny, ..., \,) formada por los valores propios o eigenvalores of A. Esta

factorizacion de A se conoce como descomposicion simétrica por eigenvalores o valores

propios (SED). V)

Demostracion:La demostracion se hace por induccién sobre la dimension n de la matriz A. El
resultado es inmediato para n = 1. Ahora, sean > 1y supongamos que el resultado se vale para

cualquier matriz de tamafio n— 1. Consideremos la funcién t — p(t) = ,donde p(t) esun
polinomio de grado n, llamado el polinomio caracteristico de A. Por el teorema fundamental del
algebra, p(t) tiene n raices complejas (contadas con multiplicidad), que llamaremos eigenvalores
de Ay los denotaremos por Ay, ... A,.

Si A es un eigenvalor de A; ie, det(A — A) = 0, entonces AI — A debe ser una matriz no
invertible, lo cual significa que existe un vector real @ # 0 tal que A@ = A\d. Normalizamos @
de tal forma que o T = 1. Asi, @7 At = ) es real. Esto es, los valores propios de una matriz

simétrica siempre son reales.
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2.14 Normas

Ahora, consideremos el eigenvalor A\; y un vector propio asociado ;. Mediante el proceso de
ortogonalizacién de Gram-Schmidt , podemos calcular una matriz V; de dimensién n x (n — 1)
tal que [i; | V1] sea ortogonal. Por induccién, podemos escribir la matriz simétrica V,' AV; de
dimensién (n — 1) x (n — 1) como QT A,Q1, donde Q; es una matriz (n — 1) x (n — 1) formada
por vectores propios y A; = diag(X, . .., A,) son los n— 1 eigenvalores of V;” AV;. Finalmente,
definimos la matriz U; = V), de tamafo n x (n — 1). Por construccidn, la matriz U = (u; | Uy)

es ortogonal. Entonces tenemos

UT AU = ﬁi A (61 U1> _ ﬁimzl ﬁiAUl _ (M0
U1 Ul Au1 Ul AUl 0 A1
donde hemos aprovechado el hecho de que Ul Aii; = \\Ul'ii; = 0y UL AU, = A4.

Asi, hemos dado una matriz ortogonal U de dimensién n x n tal que U? AU es diagonal. Esto

prueba el teorema. |

2.14 Normas
Definicion 2.17 (Norma de Vectores)

Sea V' un espacio vectorial sobre el campo real R. Una norma en V' es una funcién

N :V — R U {0} que asigna un nimero real no negativo N (%) a cada vector v € V' y
que satisface las siguientes propiedades para todo u,v € V y toda A € R
(1) N(@) >0y N(@) =0siysolosid =0
() N(xi) = [ X[ N(a)
() N(u+ v) < N(u) + N(9) &

Nota. De (II) se tiene que N (—) = N(@); mientras que de (IIl) |N (@) — N(7)| < N (@ — 7).

2.14.1 Normas Usuales de Vectores

Ejemplo 2.6 Algunas normas habituales son las siguientes.
I. SeaV =Ry N(x)=|z| el valor absoluto de x.
2. SeaV =Cy N(z) =|z|el médulo de z.
3. SeaV = R". Paratodo & = (x1, %3, ...,x,) € V tenemos tres normas estindar:

(a) Lanorma-1 || Z||; definida por

2] =[] 4 [wa] 4 - - 4[]
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2.14 Normas

(b) La norma euclidiana || Z ||, definida por
1Z]l2 = (j1]* + ol + -+ )2
(c) Lanorma del supremo || Z||~ definida por
|| 7|0 = méx{|z;| : 1 <i<n}
En general, definimos la norma ¢” para p > 1 por

1
T[], = (Jza]” + [wo]” + -+ [2a]?)?

Definicion 2.18 (Norma de Matrices)

Sea /,(R) el espacio vectorial de matrices cuadradas. Una norma de matrices N en
A, (R) es una norma con la propiedad adicional de que

N(AB) < N(A) N(B)

paratoda A, B € M, (R).

&
Definicion 2.19 (Norma Inducida)
Dada cualquier norma de vectores || - || en el espacio vectorial R, la norma inducida en
el espacio de matrices cuadradas .Z,,(R) se define como
A —
A= max 12T g g
sern\{(0} ||T]|  vernivi= Iy

2.14.2 Norma de Frobenius

Definicion 2.20 (Norma de Frobenius de una Matriz)

La norma de Frobenius de una matriz A = (a;;) € Myxn(R), denotada por ||A|l . o
Nr(A), se define como

m n

> ) a2 = Vur(AAT) = \/tr(AT A)

i=1 j=

1Al = Nr(A) =

L

Nota. La norma de Frobenius de una matriz A es funcién de los valores singulares de A (cf.
sec. 3.1) pues si A = UXV7T, entonces

JA]7 = tr(ATA) = tr (USV)TUSVT) = tr (B7) =0l + 05 + -+ + 07

T
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2.14 Normas

2.14.3 Dependencia e Independencia Lineal

Definicion 2.21 (Dependencia Lineal)

Un conjunto de vectores {7, U, . . ., U, } en un espacio vectorial se dice que es linealmente

dependiente si existe una combinacidn lineal de estos vectores igual al vector cero, donde al
menos uno de los coeficientes es diferente de cero. Es decir, existen escalares ¢y, co, . . ., Cp,

no todos iguales a cero, tales que:

01171+02172+"'+Cn’£7n:0 *
Definicion 2.22 (Independencia Lineal)
Un conjunto de vectores {¥;, Us, . . ., U, } €s linealmente independiente si 1a tinica solucién

a la combinacién lineal que iguala al vector cero es aquella en la que todos los coeficientes
son cero. Es decir:

01171+02’(72+"'+Cn’(7n:0<:>01:CQZ"':CnZO &

2.14.4 Imagen y Nucleo de una Matriz

Definicién 2.23 (Imagen de una Matriz)

Sea A € M,,5n(R). El rango o imagen de A, denotado por %(A) o por Frz(A), es el
conjunto de todos los vectores que se pueden expresar como A para algin vector ¢ en el

espacio R™. En otras palabras, es el conjunto de todas las combinaciones lineales de las
columnas de A. Formalmente,

R(A) = Im(A) ={u € R": 4= Av para algin v € R"}

)
La imagen de A es un subespacio de R™ y se llama también el espacio columna de 1a matriz.
2.14.5 Nicleo (Kernel o Espacio Nulo)
Definicion 2.24 (Nucleo)
Sea A € Myyxn(R). El niicleo de A, también conocido como el espacio nulo de A'y
denotado por ./ (A), es el conjunto de todos los vectores ¥ € R™ tales que Av = 0. Es
decir,
N (A) = {7 € R": Av = 0} &
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2.15 Sistemas de ecuaciones lineales

2.14.6 Rango Numérico

Definicion 2.25 (Rango Numérico de una Matriz)

El rango numérico de una matriz A, denotado por p(A) o rank(A), es el nimero maximo

de columnas o filas linealmente independientes de A. &

2.15 Sistemas de ecuaciones lineales

Definicion 2.26 (Sistemas de ecuaciones lineales)

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones lineales que comparten

un conjunto comun de variables. Estas ecuaciones pueden representarse de la siguiente
manera:
(

1171 + Q129 + ... + Q1nTy = b1

9211 + 2919 + ...+ Aon Ty = bg (223)

L Am1T1 + oo + ...+ GpnT, = bm

donde x;, s, ..., x, son las variables o incdgnitas, a,; son los coeficientes y b; son los

términos constantes. &

2.15.1 Clasificacion de Sistemas de Ecuaciones Lineales

Los sistemas de ecuaciones lineales pueden clasificarse en tres categorias principales:
1. Sistema Compatible Determinado: Un sistema que tiene una tnica solucion.
2. Sistema Compatible Indeterminado: Un sistema que tiene infinitas soluciones.
3. Sistema Incompatible: Un sistema que no tiene solucién.

Nota. La clasificacion se basa en el nlimero de soluciones que tiene el sistema y estd relacionada
con el comportamiento de la matriz aumentada asociada (2.24) cuando se usa el concepto de

rango.

2.15.2 Métodos de Resolucion

Existen varios métodos para resolver sistemas de ecuaciones lineales como el siguiente
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2.16 Valores y Vectores Propios

a;; @iz - Qi | by
a1 Qg -+ Qo | Do

(2.24)
Am1 Qm2 - Amp bm

Entre ellos se encuentran:

o Método de Eliminacién: Consiste en eliminar una variable en cada paso para reducir el
sistema a uno mas simple.

o Método de Sustitucion: Consiste en despejar una variable en una ecuacion y sustituirla
en las demds ecuaciones.

» Método de Matrices: Utiliza operaciones matriciales para resolver sistemas de ecuaciones

lineales.

2.16 Valoresy Vectores Propios

Los valores propios y vectores propios son conceptos fundamentales en el dlgebra lineal, son
herramientas esenciales en el andlisis de matrices y sistemas lineales. Su aplicacion se extiende a
una variedad de disciplinas, desde la diagonalizacién de matrices hasta la resolucion de sistemas
de ecuaciones diferenciales. Comprender estos conceptos es esencial para abordar problemas

complejos en el &mbito matemadtico y cientifico en general.

Definicién 2.27 (Valor Propio o Autovalor)

Sea A una matriz cuadrada de orden n. Un escalar A se llama valor propio de A si existe

un vector no nulo v tal que Av = \v. &

Definicion 2.28 (Vector Propio o Autovector)

Dado un valor propio A de una matriz A, un vector no nulo ¢’ es un vector propio corres-

pondiente a A si AU = \v. &

2.16.1 Ecuacion Caracteristica

Para encontrar los valores propios de una matriz A, resolvemos la ecuacion caracteristica:

|A—\|=0 (2.25)
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2.16 Valores y Vectores Propios

donde I es la matriz identidad. La solucién de esta ecuacion proporciona los valores propios
)\1,)\2,...,)\nd€A.

2.16.2 Calculo de los Vectores Propios

Una vez que se han determinado los valores propios, los vectores propios correspondientes se

obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones:

(A= X\DT=0 (2.26)

Este sistema se resuelve para cada valor propio, lo cual nos da un conjunto de vectores propios

{v1,v9, ..., 0, }.

Ejemplo 2.7 Consideremos la siguiente matriz como:

10
A= <1 2) (2.27)

Para encontrar los valores propios, resolvemos la ecuacion caracteristica det(A — \I) = 0:

(7))

Esto nos lleva a la ecuacidn caracteristica:

(1-=XN)2-X)—-0-1=0
M —3\+2=0
Al resolver esta ecuacion cuadrética, encontramos dos valores propios distintos: Ay = 2y Ay = 1.

Para encontrar los vectores propios correspondientes, sustituimos cada valor propio en A — A

y resolvemos el sistema de ecuaciones homogéneo resultante.

Para \; = 2:
A=t
1 0

Si resolvemos (A — A\ )T = 5, se tiene una infinidad de vectores propios asociados con A = 1,

. B} C?
por ejemplo, v; = L)

Para \y = 1:
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A_M:(O 0)
11

Alresolver (A—\)v = 5, encontramos otra infinidad de vectores propios asociados con A = 2,

—1
por ejemplo, U5 = ( . )

2.17 Proyecciones

Un producto interior sobre un espacio vectorial V' se puede usar para definir una proyeccién
ortogonal P de V' sobre un subespacio X de V. Una propiedad algebraica de una proyeccién
ortogonal P es que P? = P, llamada idempotencia. Esta propiedad es realmente suficiente para
definir una proyeccién sobre un espacio vectorial no necesariamente equipado con un producto
interno. Supondremos que V' es un espacio vectorial sobre R. # (V) denotard el espacio de todas

las transformaciones lineales de V en V.

Definicion 2.29 (Proyeccion)

Un operador lineal P € & (V) es una proyeccién si P2 = Po P = P. &

Nota. Si P es una proyeccion, entonces por inducciéon, P* = Po---o P = P paratodon > 1.

Ejemplo 2.8 Si P € Z(V) es una proyeccion, entonces también lo es el operador I — P €

ZL(V), donde I € (V) es el operador identidad definido por 1(v) = v para todov € V.

Demostracion:
([{-P({[-P)=]I-P-PUI-P)=1I-P-PI+PP=]1I-P—-P+P=I1-P

[ |
Si P € £ (V) es una proyeccion, entonces
(1) y € R(P) siysolosi Py=y
(1) N(P)=R(I— P) 0

Demostracion:
10 =) ye RP) = I z €V tal que Pr = y. Aplicamos P en ambos lados de la
igualdad y se tiene PPx = Py;ie, Pr = Py. Asi, Py = y.
(m) <) WN(P)C R —-P)puesz € N/(P) = Px = 0. Entonces v = v — Px =
(I — P)z. Por lo tanto, x € % (I — P). Finalmente, veamos que Z(I — P) C A (P):

25



2.18 Suma Directa

r€ R(I—-P) = (I—P)y=axparaalginy € V.Porlotanto, y — Py = x. Aplicamos
P en ambos lados de la igualdad y se tiene Py — PPy = Py — Py = Px;ie, Px = (.
Asi, z € NV (P)-

[ |

Definicién 2.30 (Proyeccion Ortogonal)

Sea A € Mpxn(R). Si A2 = A, entonces se dice que A es una proyeccién de R" sobre
R(A). Si A? = A (ie, A es idempotente) y AT = A (ie, A es simétrica), entonces A es
una proyeccion ortogonal y se denotard por Pga).

L

2.18 Suma Directa

Definicion 2.31 (Suma Directa)

Sean W7, Wy C V subespacios del espacio vectorial V. Se dice que V' es la suma directa

de W7 y Wy, denotado por V' = W @ W, si se tienen las dos condiciones siguientes:
(I) W1+W2:{w1—|—w2|w1EWl,wQEWQ}:V
(II) Wl n W2 — {0} *

Proposicion 2.1

Si P € £ (V) es una proyeccion, entonces V= R(P) & N (P).

Demostracion:
Sea x € V. Entonces Px € V; por lo tanto, 3 y € V tal que Px = y; ie, Px = Py, asi
P(x —y) = 0; por lo tanto, (x — y) € N (P). Luego, x = (x —y) + y con (x —y) € N (P)
yy € Z(P).Porlo tanto, V = R(P) + A (P). Por dltimo, sea y € %(P) N/ (P). Entonces
P(y) =0y 3dx € Vtalque y = Pz y como P es proyeccién, Px = Py;ie, Px = 0y, por lo
tanto, y = 0. Esto demuestra que V' = Z(P) & A (P).

[ |

2.19 Proyecciones e Inversa de Moore-Penrose

Definamos P = AAT y Q = AT A(cf.4.1y4.2). Entonces Py () son proyecciones ortogonales;
esto es, son simétricas (P = PT y Q = Q7) e idempotentes (P? = Py Q> = (). Ademds, se
tienen las siguientes propiedades:
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2.19 Proyecciones e Inversa de Moore-Penrose

(1) PA=AQ=Ay ATP=QAt=A"
(i) P es la proyeccion ortogonal sobre el rango de A (que es igual al complemento ortogonal
del kernel de A”T)
(i) Q es la proyeccién ortogonal sobre el rango de A (que es igual al complemento ortogonal
del kernel de A)
(tv) I —Q =1 — A" Aeslaproyeccién ortogonal sobre el kernel de A
(v) I — P =1— AAT es la proyeccién ortogonal sobre el kernel de AT

Las ultimas dos propiedades implican las siguientes identidades:

(vi) A(I-—ATA) =1 —-AAT)A=0
(vi) AT(I — AAT) = (I - ATA)AT =0
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CAPITULO 3

Descomposicion en Valores Singulares

d Teorema de la SVD d Como Funciona la SVD
' Valores Singulares ' Imagenes Digitales
' Teorema de Eckhart-Young-Mirsky 1 Aplicacion a la Compresion

En este y el proximo capitulo nos centraremos en dos aplicaciones concretas con las cuales
queremos resaltar la utilidad prictica del dlgebra lineal y su papel en el desarrollo de nuevas
tecnologias y métodos analiticos.

La descomposicion en valores singulares (SVD, por sus siglas en inglés) es una técnica mate-
madtica ampliamente utilizada en aplicaciones como el andlisis de datos, el procesamiento de
imégenes y el reconocimiento facial. En este trabajo se muestra como la SVD se puede aplicar
en la compresion de imédgenes digitales.

3.1 Teorema de la Descomposicion en Valores Singulares

Teorema 3.1 (Teorema de la SVD)

Cualquier matriz A de orden m x n en R™*™ admite una descomposicion en valores

singulares de la forma:

A= g =UsV7, (3.1)
i=1

% 0
donde U € R™™ y V' € R™™" son matrices ortogonales, mientras que Y., = (O O) es

una matriz diagonal rectangular con S la matriz diagonal
Y. = diag(oy,...,0.),

donde los niimeros o1 > - -+ > g, > 0, denominados valores singulares de A, son tinicos

yr < min(m,n) es el rango de A. Las primeras r columnas de U, i;,i = 1,...,r, se




3.1 Teorema de la Descomposicion en Valores Singulares

llaman vectores singulares izquierdos de A; mientras que las primeras r columnas de 'V,

Ui, =1, ..., 1, se llaman vectores singulares derechos de A. Estos vectores satisfacen

Nota. Como o; = 0 para ¢ > r, entonces

A=) (3.2)

Demostracion:
La matriz A”A de dimensién n x n es real y simétrica. Por el teorema espectral 2.5, ATA se puede
factorizar en la forma ATA = VAVT con V una matriz n X n cuyas columnas forman una base
ortonormal (ie, VIV = VVT = [,)) y A = diag (\1,..., \,0,...,0). Aqui, 7 es €l rango de
ATA (si 7 = n entonces no hay ceros en la diagonal de A). Como A”A es semidefinida positiva,
los \;’s son no negativos. Asi, podemos definir los valores no cero 0; = \/\;, j =1,...,7.
Observemos que cuando j > r, A¥; = 0, puesto que || A7;||2 = 77 ATAT; = \;510; = 0.
Ahora, construyamos una matriz ortogonal U de dimensién m X m como sigue. Tomemos

U; = lAz_fi, i1=1,...,r

i

Estos vectores m-dimensionales son de norma uno y mutuamente ortogonales puesto que los 7/;’s
son eigenvectores de ATA. De ser necesario, mediante el proceso de ortogonalizacién de Gram-
Schmidt, podemos completar este conjunto de vectores a una base {uy, ..., Uy, Upi1,- .., Un}
para formar una matriz ortogonal U = (@y | - - - | t,,) € R™*™.

Finalmente, verifiquemos que U y V satisfacen las condiciones del teorema. Para ello probaremos
que
UTAV = ¥ = diag (04, ...,0,,0,...,0)

Se tiene lo siguiente:

._’T_" .« .
oju; u; Sty <r

(UTAV),. = @ Av; = '
J 0 en otro caso

donde la segunda linea resulta de que Av; = 0 cuando j > r. Asi, UTAV = ¥, como se querfa.
|
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3.2 Propiedades

Definicion 3.1 (SVD)

La factorizacion de A como un producto de tres matrices que aparece en el teorema 3.1

A= o5 =ULV”
i=1
se le llama descomposicion en valores singulares (SVD) de A. &

3.2 Propiedades

o Los valores singulares o1, 09, ..., 0, son tnicos; sin embargo, las matrices U y V' no son
Unicas.

o Los nimeros 02, 02, ..., 0% son los valores propios positivos de AAT y AT A.

o Las columnas ortogonales i;'s de U son los vectores propios de AA”. Similarmente, las
columnas ortogonales ©;'s de V son los vectores propios de AT A.

° A’lAJl = O'i’lll' y ATlAbl = O'zTA)Z

3.3 Valores Singulares

Definicion 3.2 (Valores Singulares)

Si A es una matriz de dimension m x n y de rango r, donde » < min{m, n}, los valores
singulares de A son las raices cuadradas de los valores propios de AT A, y se denotan
mediante 01, 03, ..., 0. Es una convencién acomodar los valores singulares de modo que

0y >09 2 ...2>20.>0. &

3.3.1 Calculo de la SVD de una Matriz

1 -1 0
Ejemplo 3.1 Encontremos una factorizacién por SVD de la matriz A = (1 0 1) .

En primer lugar, formemos la matriz B = AAT . Entonces tenemos

1
1 -1
B =AAT = 0 -1
1 0 -1
0 -1
Al realizar el producto, obtenemos
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3.3 Valores Singulares

()

Para hallar los valores propios de B necesitamos resolver la siguiente ecuacion en términos de
Al

PO =|B-X|=0
2 1
(0|,
12 0 A
Boar|—|(2A 1
1 2— A

=2-N2-)N-1
=4-22 -2+ -1
=N —4\+3=0

Esto implica que los valores propios de B son

Esto es

Entonces,

)\1:3 y )\2:1

Calculemos un vector propio asociado al valor propio A; = 3.

soann (1)) (2)-()

Lo cual nos conduce a la ecuacién

—1 1 T _ 0
1 -1 T2 0
Escalonamos la matriz para hallar la solucién y dar valores a 1 y x5

-1 1 -1 1
( ) 1) ~ ( 0 O) Por lo tanto se tiene que —x; + z2 = 0; esto es, r1 = x».

Sixzo = 1, entonces 7 = 1y por lo tanto un vector propio asociado al valor propio A\; = 3 es:
ﬁl - (1, 1)

Ahora encontremos un vector propio asociado al valor propio Ay = 1.
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3.3 Valores Singulares

e [(3)-6 ) C)-G)
() ()=

Escalonamos la matriz para hallar valores de x; y x5

11 F Y pe con
~ . BSTO Ss1gnifica que
11 00 ghitiead

T1+ 29 =0<= 11 = —29

Por lo tanto, si x5 = 1, entonces x; = —1. Asi, un vector propio asociado al valor propio Ay = 1
es:
TIQ == (—1, 1)

En segundo lugar, consideremos la matriz C' = AT A. Por lo tanto,

1 1
1 -1 0
C=ATA=1-1 0 . Es decir
0 —1 1 0 -1
2 -1 -1
C=1]-1 1 0
—1 0 1

Para hallar los valores propios de C' necesitamos resolver la siguiente ecuacion en términos de
Al
P(A\) =|C — Al |=0.Estoes

2 -1 -1 A0 O
—1 1 0Ol—10 X 01]|=0
—1 0 1 0O 0 A
Entonces
2—)X\ =1 -1
|C—)\I|: -1 1-X 0
-1 0 1-2MX
= -\ +4)\2 -3\

=-AN—4r1+3)=0

Esto implica que los valores propios de C' son

32



3.3 Valores Singulares

)\1:37)\2:1 y )\320

Calculemos un vector propio asociado al valor propio A\; = 3

2 -1 -1 300 n 0
[C’—)\ll]Yzo —1 1 0 —10 3 0 Y2 | = 0
1 0 1 00 3 s 0

Lo cual es equivalente a la ecuaciéon

-1 -1 -1 Y1 0
-1 -2 0 |l =10
—1 0 -2 Ys 0
Escalonamos la matriz para hallar la solucién del sistema; es decir, hayamos los valores de v,

Y2y Ys-

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 =2 0|~ 0 -1 1]~ 0 1 -1
-1 0 -2 0 1 -1 0o 0 O

Esto quiere decir que

Yo —ys =0 <= yo = 3

—y1 —ys —y3 =0.Siy3 = —1,y, = —1 y por lo tanto y; = 2

Asi, un vector propio asociado al valor propio A\; = 3 es:

U= (2,-1,-1)

Ahora veamos quién es un vector propio asociado al valor propio A\ = 1.

2 -1 -1 100 n 0
C—MIY=0:||-1 1 o]-=]010 yp | =10
-1 0 1 00 1 s 0

Lo cual implica que

—1 0 0 Ys

Escalonamos la matriz para hallar valores de y1, 12 y y3

33



3.3 Valores Singulares

1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1
-1 0 O0f~]0 -1 1f~1]10 -1 -1
-1 0 0 0 -1 -1 0 0 0

Esto quiere decir que

Yo —Ys=0<= yo = —y3

1 — Y2 —ys =0.Siys = —1,yo = 1 y por lo tanto y; = 0.

Asi, un vector propio asociado al valor propio Ay = 1 es:
172 = (07 1a _1)

Finalmente, calculemos un vector propio asociado al valor propio A3 = 0

2 -1 -1 000 n 0
C—MIY=0:||-1 1 o]-]0o0o0 pl=10
-1 0 1 000 s 0

Lo cual equivale a

Escalonamos la matriz para hallar valores de y1, 12 y y3

2 -1 -1 -1 1 0 -1 1 0
-1 1 0|~ 2 -1 -1~ 0 1 -1
-1 0 1 -1 0 1 0 -1 1
-1 1 0
~ 01 -1
0 0 O

Esto quiere decir que

Y2 —y3 =0 <=y = y3

—1y1 +y2 = 0.Siy3 =1, entonces y, = 1y por lo tanto y; = 1

Asfi, un vector propio asociado al valor propio A3 = 0 es:

U3 = (1,1,1)
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3.3 Valores Singulares

Para B = AAT tenemos los vectores propios i; = (1,1) y @y = (—1,1); mientras que para
C = AT A, obtuvimos ©; = (2, —1,—1), % = (0,1, —1) y 73 = (1,1, 1).

Al normalizar, obtenemos los vectores unitarios

1 1
V2 V2
Uy = , U2 =

1 1

V2 V2
2 0 1
V6 V3
A -1 A 1 | L
U1 = V6 1’ Vo= V2 | V3= V3
-1 =1 1
V6 V2 V3

Asi, con la informacidn anterior, construimos las matrices

2 =1 -

. . V6 V6 V6
V2 V2

_ T __ 1 -1
1 1
V2 V2

I .

V3 V3 V3

s_ (V300
0 10
donde los elementos no cero de X son las raices cuadradas de los valores propios positivos de

AT A (que, por supuesto, coinciden con los de AAT), ordenados de mayor a menor. Asi, se tiene
que

A=U0UxVvT
Esto es,
2 -1 -1
, . NGV
L 0 10 V2 V2
V2 V2
41 1
V3 V3 V3
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3.4 Aproximacion de Rango Bajo por Medio de la SVD

3.4 Aproximacion de Rango Bajo por Medio de la SVD

T
Consideremos una matriz A cuya factorizacién mediante SVD esté dada por A = > o;1;0,"

=1
Dado k& < r, obtenemos una matriz A de rango k al “truncar” la SVD después del término k:

k
A= Z oy (3.3)
i=1

La imagen de A estd generada por los primeros & vectores singulares izquierdos, por lo tanto,
tiene rango k. Por construccion A, tiene valores singulares oy, 09, ..., 0. Ademas, A — A, =

r T
> k41 OiUiv; . Entonces

HA_AkHF: \/‘71%+1+Ul%+2+"'+‘73

3.5 Teorema de Eckhart-Young-Mirsky

Una demostracion del siguiente teorema y un anélisis mds detallado puede verse en [15].

Teorema 3.2 (Eckhart-Young-Mirsky)

Sea A una matriz real m x n. Entonces para cualquier k € N y cualquier matriz real B

de orden m X n de rango a lo mas k se tiene:

IA = Apllp < 1A = Bllg

El teorema anterior (3.2) se puede reformular en términos de proyecciones ortogonales: escri-
bamos como P, = Y. o;u;v] la matriz que representa la proyeccion ortogonal de R™ sobre
el subespacio generado por los primeros £ vectores singulares izquierdos de A. Asi, se tiene el
siguiente resultado.

Teorema 3.3

Sea A una matriz real m x n. Entonces para cualquier k € Ny cualquier matriz proyeccion

ortogonal real P de rango k se tiene:

A= PeAllp < |A = PA|l
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3.6 Una Idea de Coémo Elegir Eficientemente el Valor de k

3.6 Una Idea de Como Elegir Eficientemente el Valor de £

El teorema de Eckhart-Young-Mirsky (3.2) se puede usar para determinar qué valor de k tomar
con el objetivo de asegurar que A; sea una aproximacién lo “suficientemente buena” de A. En
concreto, nos permite expresar el error relativo ¢, (k) de una aproximacion de rango bajo Ay, (0
el complememento, &, (k) = 1 — ¢,(k), que llamaremos la eficacia relativa) en términos de los
valores singulares de A:

|A—Ak||f, Ofy + 0ty + -+ 07

|
(k) = = 3.4
«® =" o2t ol + o G4

o bien,

%(k;):HAk”iﬂ: o+ o2+t ol s
AR T et o2 |

Esencialmente, la formula (3.4) mide qué tanta informacién se pierde en la aproximacion;
mientras que la ecuacién (3.5) mide qué tanta informacion se retiene. Por lo tanto, si nuestro
objetivo es dar una buena aproximacién de la informacién original, debemos usar un valor k de
tal forma que el error relativo ¢, (k) esté cerca de cero (ecuacién 3.4) o, equivalentemente, que

la eficacia relativa &,.(k) se aproxime a uno (ecuacion 3.5).

3.7 Como Funciona la SVD en la Compresion de Datos

Esta seccion es una adaptacion para este trabajo de la primera parte del texto que aparece en el
blog post: SVD Image Compression, Explained [3], incluidos los c6digos en lenguaje Python
para las ilustraciones. Como se vio en la seccion 3.1, cualquier matriz A real de orden m x n se
puede factorizar como un producto de tres matrices: A = UXV7T, donde

o U es una matriz ortogonal de dimensiéon m x m

o 2 es una matriz diagonal generalizada de dimensién m X n cuyos elementos en la diagonal

son los valores singulares de A

o V7 es una matriz ortogonal de orden n x n
Dicha factorizacién se puede interpretar como la composicion de tres transformaciones lineales:

» Una rotacién del sistema de ejes al aplicar V7

o Un escalamiento o redimensionamiento del sistema de vectores efectuado por X

» Una segunda rotacion del sistema de ejes mediante U
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3.7 Cémo Funciona la SVD en la Compresién de Datos

Interpretemos lo anterior con un ejemplo especifico. Consideremos la matriz

-3 0
A=|-1 1 (3.6)
4 -1

Después de realizar la factorizacion SVD, observamos el efecto de aplicar cada factor de la

descomposicién a los vectores candnicos 7, 7 € R?:

Vectores Originales en R?
1.5

1.0

ejeY

0.0 4

—0.5

-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
eje X

Vectores Rotados por VT Vectores Escalados por Vectores Rotados por U
en R? en R? en R3

1.5

1.0 A

ejeY
o
w

ejeY

o<

-0.5 -1+

0.0

T T T

T T T
-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 0 2 4
eje X eje X

Figura 3.1: La matriz A como la composicion de tres transformaciones lineales

Para la compresion de imdgenes emplearemos aproximaciones basadas en la descomposicion en
valores singulares (SVD). Veamos como simplificar (comprimir) una muestra de datos generados
por computadora con una distribucién normal, con media 0 y desviacién estdndar 5. En primer
lugar, a estos datos les aplicaremos la funcién y = —+/2 2+ 1y, en segundo lugar, les afiadiremos
un término muestreado con distribucién normal (media 0 y desviacion estandar 2) para introducir
un error en la funcién lineal y. Tanto los valores de = como los de y estdn centrados en cero, es
decir, la media de los datos es cero. Estos datos ilustran diversas distribuciones encontradas en
el mundo real, como son: caracteristicas morfoldgicas de personas (peso, estatura, etc.), efectos
fisiolégicos de un farmaco, niveles de ruido en telecomunicaciones o errores en la medicién de

ciertas magnitudes.



3.7 Cémo Funciona la SVD en la Compresién de Datos

15 A ]

10 A x

_15 .

-10.0 =75 -5.0 =25 0.0 2.5 5.0 7.5
eje X

Figura 3.2: Gréfica de la muestra de datos con distribucién normal

Con los datos generados, construimos la matriz A,y 90 y obtenemos su descoposicién en valores

singulares. La representacion grafica de la matriz A = UXV7T se muestra en la siguiente figura:

Matriz Ortogonal U Matriz Diagonal £ Matriz Ortogonal V7
0 1 0 1 0 5 10 15 20

Figura 3.3: Factorizacion grafica por SVD de la matriz de datos



3.7 Cémo Funciona la SVD en la Compresién de Datos

En esta representacion, los vectores han sido multiplicados por sus respectivos valores singulares,

lo que muestra el “impacto” de cada direccién principal en la reconstruccién de los datos.

Se observa que
tanto, podemos

T T T T T T
=5 0 5 10 15 20
eje X1

T T T
=20 =15 -10

Figura 3.4: Componentes principales de la SVD

el vector azul, que representa s y 0, es relativamente mds pequefio. Por lo

simplificar los datos al reconstruir la matriz A sin considerar esta direccion.

Como resultado, podemos obtener una aproximacién de los datos al proyectarlos sobre el vector

principal i1, lo cual es equivalente a reconstruir los datos mediante la SVD, pero sin los términos

menos relevantes:

— =T —
A=Ay = oyiy 0] + aottsty

es decir, simplemente tomamos la aproximacién

154

104

eje Y,

~104

~ o - ST
A= Al = 01UV

Originales

Reconstruidos

154 = -

104

eje Y,

T
-10.0

T T T T
0.0 2.5 5.0 7.5

eje X3

T T T T T T T T T
=25 0.0 2.5 5.0 7.5 -10.0 -75 =50 =25

eje Xy

T T
=75 =50

Figura 3.5: Datos proyectados sobre u; (a la derecha)
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3.8 Imégenes Digitales

3.8 Imagenes Digitales

Una imagen digital es una representacion visual de un objeto o escena convertida en un formato
comprensible para un dispositivo electrénico (una computadora, un teléfono moévil o una cimara
digital). Esta conversion se realiza mediante un proceso de digitalizacién, en el cual la imagen
se descompone en una malla o reticula de pequefios elementos llamados pixeles, las unidades
de informacion mds pequefias en una imagen digital. Cada pixel tiene un valor numérico que
representa su color y brillo, lo cual permite que laimagen sea almacenada, procesaday visualizada
en pantallas electronicas.

Las imdgenes digitales pueden ser en escala de grises, donde cada pixel representa un nivel de
intensidad entre blanco y negro, o a color, donde cada pixel estd compuesto por valores para los
colores primarios (generalmente rojo, verde y azul, conocido como el modelo de color RGB).
La calidad de una imagen digital depende de la resolucidn, que se refiere a la cantidad de pixeles
por unidad de drea, y de la profundidad de color, que indica el niimero de colores que cada pixel
puede representar.

Una definicién més formal de imagen digital es la siguiente:

Definicion 3.3 (Imagen Digital)

Una imagen digital es una funcién

f(x,y)

que asigna un valor numérico que representa intensidad o color a cada punto (x, y), donde

2y y son las coordenadas de un pixel en el espacio bidimensional. &

Nota.  Por convencidn, el pixel con coordenadas (0,0) es el que se encuentra en la esquina
superior izquierda de la imagen. La coordenada = incrementa su valor de izquierda a derecha,

mientras que y lo hace de arriba hacia abajo.

3.9 Aplicacion a la Compresion de Imagenes Digitales con
Ayuda de Matlab

Para alcanzar una buena compresioén de imagen, solo se consideran los primeros k valores de la

ecuacion (3.1). Por lo tanto la ecuacién (3.1) se convierte en
k
Ay = oyl (3.7)
=1
donde k£ es menor que r. La imagen comprimida mediante la aplicacién de la ecuacién (3.7)

reducird el espacio de almacenamiento requerido a k(m + n + 1) bits en comparacién con el
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3.9 Aplicacién a la Compresion de Imédgenes Digitales con Ayuda de Matlab

espacio de almacenamiento de m - n bits requerido por la imagen original (no comprimida). Por
lo tanto, para obtener una compresion, el espacio requerido para almacenar la imagen procesada

debe ser menor que el espacio requerido para almacenar la imagen original; es decir:

E(m+n+1)<m-n (3.8)
lo cual implica que el valor de k debe satisfacer
m-n
k< ——— 39
m+n+1 (3-9)

que nos da una cota superior para k.

Para comparar los resultados de diferentes técnicas de compresion y medir el grado de compresion

se usan diferentes medidas:

» Razon de Compresion. Mide el grado al que una imagen se comprime y se define como

la razén entre el tamaio original de la imagen y el tamafio comprimido de la imagen:

m-n

Cr = k(m+n+1)

(3.10)

Algunas veces, en lugar de la razén de compresion se da el espacio ahorrado (.5,), que se

define como la reduccién del tamafo en relacion con el tamafio sin comprimir:

k(m+n+1)
m-n

S, =1-— (3.11)

que puede expresarse como un decimal o como un porcentaje ( %).

o Error Cuadratico Medio (M SE). Es una medida de la degradacién de la calidad de
una imagen comprimida comparada con la original; es decir, compara la calidad de las
imagenes comprimidas. El MSE representa el error cuadratico acumulativo entre la imagen

comprimida y la original. Se define como

m n

1 . N 1
MSE = —— fad) =gl =——lf=gl} 312
m-n &4 m-n
i=1 j=1
donde f representa la imagen original y g la imagen comprimida.

» Razén de Sefial-Ruido Maxima (PSN R). Es la razén entre la potencia maxima posible
de una sefial y la potencia del ruido que afecta la fidelidad de su representacién. Debido
a que muchas sefiales tienen un muy amplio rango dindmico, la PSNR generalmente se
expresa en una cantidad logaritmica en la escala de decibeles (dB). En la compresién de
imagenes, el ruido se refiere a la desviacion que hay entre la imagen comprimida y la
original; ie, el ruido es el error introducido por la compresién. La PSN R mide la calidad
de las imdgenes reconstruidas después de compresion. Un valor mas alto de la PSNR
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3.9 Aplicacion a la Compresion de Imdgenes Digitales con Ayuda de Matlab

significa mejor calidad. Un minimo de + 30 dB es recomendable.

2
PSNR =10 -logy (]\245—§E) (3.13)

En los siguientes ejemplos se utiliza la descomposicién en valores singulares (SVD) para lograr
distintos grados de compresion de imdgenes digitales. Se evaliian tanto las medidas de compresion
como las de calidad de las imdgenes resultantes. Este método permite reducir la cantidad de
datos necesarios para almacenar una imagen y conservar la mayor parte de su informacién visual
con una disminucién minima en la calidad percibida. La importancia de la SVD radica en su
capacidad para descomponer una matriz (que representa la imagen) en componentes que capturan
las caracteristicas mds relevantes, lo que facilita la reduccién del tamaiio de los datos sin perder

detalles criticos.
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3.9 Aplicacion a la Compresion de Imdgenes Digitales con Ayuda de Matlab

3.9.1 Ejemplo de una Imagen Comprimida por SVD Para Diferentes
Valores de &

(a) imagen original (b) k=5 (¢) k=10

(b) k=30

(a) k=80 (b) k=115 (c) k=145

Figura 3.8: Imagen: MRV
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3.9 Aplicacion a la Compresion de Imdgenes Digitales con Ayuda de Matlab

3.9.2 Comparacion Entre la Imagen Original y una Comprimida

(a) imagen original 174.83 kB

(b) imagen comprimida 163.97 kB

Figura 3.9: Comparacién: imagen original vs imagen comprimida (k = 145)
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3.9 Aplicacion a la Compresion de Imdgenes Digitales con Ayuda de Matlab

En la siguientes tabla y grafica se muestra como varia el error relativo entre una imagen original
y sus versiones comprimidas. Una eficacia relativa cercana o muy proxima a uno sugiere una
mejor preservacion de la calidad, mientras que un valor alejado de uno indica més distorsion. Es
decir, la representacion visual demuestra que a mayor compresion, la eficacia relativa se aleja
mads del uno, lo que ayuda a entender el balance que hay entre la reduccién del tamafio del archivo

y la calidad de la imagen.

0.998 - e 1
0.996 A .
0.994 - 8

0992f .

Eficacia relativa

0.988 [ 1

0.986 [ 1

0984 * Il Il Il Il Il
O WD D & ES

Indice k de Valores Singulares

Figura 3.10: Eficacia relativa: Imagen original vs comprimidas

Valores Singulares | Eficacia Relativa

5 0.9199

10 0.9378

18 0.9523

30 0.9635

50 0.9737

80 0.9821
115 0.9877
145 0.9909

r=760 1

Cuadro 3.1: Tabla de valores singulares y eficacia relativa

46



3.9 Aplicacién a la Compresion de Imédgenes Digitales con Ayuda de Matlab

La siguiente tabla muestra como el ndmero de valores singulares retenidos en la compresion de
una imagen afecta la calidad de la misma. A medida que se retienen mds valores singulares, el
factor de compresion C,. disminuye, lo que reduce el Error Cuadritico Medio (MSE) y aumenta
la Relacién Sefial-Ruido Pico (PSNR). Esto indica que una mayor retencién de valores singulares
mejora la calidad de la imagen comprimida, equilibrando compresion y fidelidad visual. Ademas,

se observa como varia el peso en kB con el nimero de valores singulares.

Imagen Comprimida | Valores Singulares C, Sa MSE | PSNR | Peso en kB | Ahorro del Peso en Disco
1 5 87.72 | 0991 | 0.02 | 65.29 71.25 59.24 %
2 10 43.86 | 0.983 | 0.01 | 66.38 87.44 49.98 %
3 18 2436 | 0970 | 0.01 | 67.51 102.15 41.57 %
4 30 14.62 | 0951 | 0.01 | 68.65 116.69 33.25 %
5 50 877 | 0918 | 0.01 | 70.06 131.70 24.67 %
6 80 548 | 0.869 | 0.00 | 71.71 146.04 16.46 %
7 115 3.81 0.812 | 0.00 | 73.37 156.96 10.22 %
8 145 3.02 | 0.763 | 0.00 | 74.66 163.97 6.21 %
9 r=768 0.5711 | -0.250 | 0.00 | 267.31 174.83 0.00 %

Cuadro 3.2: Resultados de la compresion
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3.9 Aplicacién a la Compresion de Imagenes Digitales con Ayuda de Matlab

Veamos un ejemplo donde se observa que el nimero 6ptimo de valores singulares para una buena
compresion (calidad-peso de la imagen) puede variar dependiendo de las caracteristicas de la
imagen, como colores, luminosidad y textura de los elementos que aparecen en ella.

3.9.3 Segunda Imagen Comprimida por SV D Para Diferentes Valores de £

(a) imagen original

(b) k=30 (c) k=45

(a) k=60 (b) k=80 (c) k=100

Figura 3.13: Imagen: MRV
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3.9 Aplicacién a la Compresion de Imagenes Digitales con Ayuda de Matlab

3.9.4 Comparacion Entre la Imagen Original y una Comprimida

(a) Imagen original 312.55 kB

(b) Imagen comprimida 279.96 kB

Figura 3.14: Comparacion: Imagen original vs imagen comprimida (k£ = 100)
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3.9 Aplicacion a la Compresion de Imdgenes Digitales con Ayuda de Matlab

De los dos ejemplos anteriores se deduce que el niimero 6ptimo de valores singulares no tiene por
qué ser el mismo, ni siquiera parecido, para imagenes diferentes. Esto se debe a las caracteristicas
particulares de cada imagen, como el rango de la matriz que la representa. Sabemos que el rango
de una matriz A determina el nimero de valores singulares no nulos. Por lo tanto, si el rango
de las matrices varia, también lo hard el nimero de valores singulares, como se muestra en los
ejemplos anteriores. También se observa que, a pesar de tener un rango mas alto en la segunda
imagen (2031 vs 768), se logra una eficacia relativa mds cercana a uno con menos valores
singulares que en la primera imagen (100 vs 145). Esto nos hace suponer que no es sencillo
dar una férmula para encontrar la solucién 6ptima que funcione en todos los casos, sino que es

necesario adaptar la compresion en funcidn de las caracteristicas especificas de cada imagen.

0.998 | X ,
0.996 e .
0.994 - 1

0.992 - ; 1

Eficacia relativa

0.988 - 7

0986 :

N : : : :
0.0 W@ D K3 S S &

Indice k de Valores Singulares

Figura 3.15: Eficacia relativa: Imagen original vs comprimidas

Valores Singulares | Eficacia Relativa

5 0.9841

10 0.9911

18 0.9950

30 0.9973

45 0.9984

60 0.9989

80 0.9993
100 0.9995

r = 2031 1

Cuadro 3.3: Tabla de valores singulares y eficacia relativa



3.9 Aplicacién a la Compresion de Imédgenes Digitales con Ayuda de Matlab

Puede suceder que una imagen necesite menos valores singulares para lograr una mejor calidad
(mayor PSN Ry menor M S E) y una mayor compresion (mayor C).) comparada con otra imagen

en la que se usen mads valores singulares para lograr el mismo resultado.

Imagen Comprimida | Valores Singulares Cy Se MSE | PSNR | PesoenkB | Ahorro del Peso en Disco
1 5 225.62 | 0.997 | 0.01 69.95 176.55 43.51%
2 10 112.81 | 0.994 | 0.00 72.46 199.80 36.07 %
3 18 62.67 0.989 | 0.00 75.00 221.86 29.02 %
4 30 37.60 0.983 | 0.00 77.69 239.52 23.37%
5 45 25.06 0.974 | 0.00 79.95 255.14 18.37 %
6 60 18.80 0.966 | 0.00 81.73 263.71 15.61 %
7 80 14.10 0.955 | 0.00 83.57 272.95 12.67 %
8 100 11.28 0.944 | 0.00 85.07 279.96 10.43 %
9 r=2031 0.55 -0.133 | 0.00 | 348.98 312.55 0.00 %

Cuadro 3.4: Resultados de la compresion

Esto indica que menos valores singulares pueden ofrecer una compresion eficiente sin sacrificar
la calidad, siempre y cuando esos valores capten la informacién clave de la imagen. Por lo tanto,
el nimero de valores singulares no siempre predice directamente la calidad de la imagen, y es

necesario ajustar esta cantidad segtn las caracteristicas especificas de cada imagen.



3.10 Cddigo Para &, (k) (ec. 3.5) en MATLAB

3.10 Cédigo Para &, (k) (ec. 3.5) en MATLAB

A continuacion se muestra el cédigo MATLAB utilizado para procesar la imagen:

tic;
X=imread (' FOTO.JPG") ;
X_2=double (X) ;

[r,m,dl]=size (X);

rank (X_2(:,:,1));
rango_G = rank(X_2(:,:,2));
rank (X_2(:,:,3));

rango_R

rango_B

rango_total = min([rango_R, rango_G, rango_B]);

rCh=X_2(:,:,1); gCh=X_2(:,:,2); bCh=X_2(:,:,3);

rl=rank (rCh); r2=rank(gCh); r3=rank (rCh);

sigmaR=svds (rCh, rl); sigmaG=svds(gCh,r2); sigmaB=svds (bCh,r3);

sigmaR2=sigmaR.xsigmaR; sigmaG2=sigmaG.*sigmaG;

sigmaB2=sigmaB. *sigmaB;

for k = [5 10 18 30 50 80 115 145]

sigtrdR2=sigmaR2(1l:k, :); sigtrdG2=sigmaG2(l:k, :);
sigtrdB2=sigmaB2(1l:k, :);

yrR=sum(sigtrdR2) /sum(sigmaR2) ;
yrG=sum(sigtrdG2) /sum(sigmaG2) ;
yrB=sum(sigtrdB2) /sum(sigmaB2) ;
Yr (k)= (yrR+yrG+yrB) /3;

end

Er=[Yr(5) Yr(1l0) Yr(18) Yr(30) Yr(50) Yr(80) Yr(ll5) Yr(145)];

g=[5 10 18 30 50 80 115 145];

plot(g,Er, " r*x",q,Exr,"'b:") %

xticks([5 10 18 30 50 80 115 1451);
yticks ([0.97 0.975 0.98 0.985 0.99 0.992 0.994 0.995 0.997
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34

35

3.11 Coédigo de MATLAB para la Compresion de Iméagenes

0.999 11);

xlabel (" Indice k de Valores Singulares’,’Color’,’b’,
"FontSize’, 16);

ylabel ("Error relativo’,’Color’,’b’, ’"FontSize’, 16);

xtickangle (45);

3.11

Codigo de MATLAB para la Compresion de Imagenes

f = imread(’'Foto.jpg’);
f = im2double(f);

[m, n, ~] = size(f);

R=£f(:, :, 1);
G = f(:, :, 2);
B=f(:, :, 3);

rank_R rank (R) ;
rank_G = rank (G);

rank (B) ;

rank_B
fprintf (' Rango del canal Rojo:

fprintf (' Rango del canal Verde:
fprintf (’Rango del canal Azul:

function [U, S, V] = svd(A)

$ AT » Ay A x A"T

AtA = A" x A; % (n x n)

AAt = A x A’; % (m x m)

$ AT » Ay A * AT

[V, D] = eig(AtA);
[U, D_U] = eig(AAt);
[valores_singulares, orden] = sort (sqrt(diag(D)), ’'descend’);
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39
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41

44

45

46

47

48

49

50

51

54

55

56

57

64

65

66

67

68

69
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3.11 Coédigo de MATLAB para la Compresion de Iméagenes

n
Il

diag(valores_singulares);

V(:, orden);

U=A*xV / S; $U=~.17A3%V % 1inv(S)

[UR, SR, VR] = svd(R);
[UG, SG, VG] = svd(G);
[UB, SB, VB] = svd(B);

DR = UR = SR % VR’;
DG = UG = SG VG’ ;
DB = UB » SB * VB’;

*

k = 2031;

if k < m*n/ (m+n+l) % Condicion para k

g = zeros(m, n, 3); % Inicializar la imagen comprimida
g(:,:,1) = UR(:,1:k) ~ SR(l:k, 1l:k) « VR(:,1:k)’;
g(:,:,2) = UG(:,1:k) * SG(l:k, 1:k) = VG(:,1:k)";
g(:,:,3) = UB(:,1:k) * SB(l:k, 1:k) = VB(:,1:k)’;

else

error ('El valor de k no es valido para la compresion.’);

end

figure;
imshow (f) ;
title (" IMAGEN ORIGINAL’);

figure;
imshow (g) ;

title (" IMAGEN COMPRIMIDA') ;

%$Calcular la razon de Compresion
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3.11 Coédigo de MATLAB para la Compresion de Iméagenes

71 C_r=mxn/ (kx (m+n+1)) ;

7 fprintf (' La Razon de Compresion es es: $f\n’, C_r);
73 f;

g g7

75

76 diff squared = (f - g)."2;

71

78 sum_diff_squared = sum(sum(diff_squared));
79

80 [m, n] = size(f);

81 total_elements = m * nj;

82

83 % Calcular el MSE

84 mse = mean((f - g)."2, "all’);

85 fprintf ('MSE: %.2f\n’, mse);

86 R = 255;

87 % Calcular el PSNR

88 if mse == 0

89 psnr = Inf;

90 else

91 psnr = 10 * loglO((R"2) / mse);
92 end
93 fprintf (PSNR: %.2f dB\n’, psnr);

94

95 $Calcular el espacio ahorrado
9 Sa=1-(k* (m+n+ 1) / (m * n));
97 fprintf ('E1l valor de Sa es: $f\n’, Sa);

98

9 % Calcular el tamano del archivo para la imagen original (f)

100 imwrite(f, ’imagen_original_temp.Jjpg’);

101 info_f = dir(’imagen_original_temp.jpg’);

102 peso_f_kb = info_f.bytes / 1024; % Convertir a KB

103

104 % Calcular el tamano del archivo para la imagen comprimida (g)
105 imwrite(g, ’imagen_comprimida_temp.jpg’);

106 info_g = dir(’imagen_comprimida_temp. jpg’);

107 peso_g_kb = info_g.bytes / 1024; % Convertir a KB

108

109 % Comparar tamanos

110 fprintf('Peso de la imagen original: %.2f KB\n’, peso_f_kb);
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3.11 Coédigo de MATLAB para la Compresion de Iméagenes

fprintf ('Peso de la imagen comprimida: %.2f KB\n’, peso_g_kb);
fprintf (' Reduccion de peso: %.2f%%\n’, 100 * (peso_f_kb -
peso_g_kb) / peso_f_kb);

tiempo_transcurrido = toc;
fprintf ('E1l programa tardo %.3f segundos en ejecutarse.\n’,

tiempo_transcurrido);
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CAPITULO 4

Inversa de Moore-Penrose

Jd Inversa de Moore Jd Inversa de Moore-Penrose Como un

d Inversa de Penrose Limite

' Relacion entre SVD y la Inversa de A Aplicacion al Proceso de Restaura-
Moore-Penrose cion del Desenfoque

Lainversa de Moore-Penrose es una inversa generalizada de matrices, que puede ser aplicada para
la resolucidn de sistemas de ecuaciones lineales. A partir de la SVD de la matriz A € M« (R),
facilmente se puede establecer una férmula que permite calcular la inversa de Moore-Penrose.

4.1 Definicion de Moore

En 1935, Moore dio una definicién de seudoinversa o inversa generalizada que se enuncia a
continuacion.

Definicion 4.1 (Inversa de Moore)

SiA € M, xn(R),entonces lainversa generalizada de A eslatinicamatriz AT € M« (R)

tal que:
I) AA+ = PQ(A)
I AtA = Paa+y

4.2 Definicion de Penrose

Afos mds tarde, en 1955 y de manera independiente, Penrose ofrecié una nueva definicion de
inversa generalizada.



4.2 Definicion de Penrose

Definicion 4.2 (Inversa de Penrose)

Si A € M,,«,(R), entonces su inversa generalizada A™ es la tnica matriz en #,,«,(R)
que verifica:
I) AATA=A
) ATAAT = AT
) (AAT)T = AAT
IV) (AtA)T = ATA

L

Esta tltima definicién es la que se conoce como la inversa de Moore-Penrose y es con la que se
trabajard a lo largo de este proyecto. Las definiciones de Moore y de Penrose son equivalentes,
ademds, la inversa generalizada es tnica, lo que se demuestra en el siguiente teorema tomado del

trabajo de fin de grado de Inés Mildn Sanz [8].

Teorema 4.1
Las definiciones 4.1 y 4.2 dadas por Moore y Penrose, respectivamente, son equivalentes.

Ademds, la inversa generalizada es tnica. v

Demostracion:

En primer lugar mostraremos que la definiciéon de Moore implica la definicén de Penrose.

I) AATA= A puesto que ) ATAAT = AT porque
(AAT)A = PapayA=A (ATA)AY = PyanAT = AF

1) (AAT)T = AAT. Sabemos que Py ) satisface

a) P3233(A) = P@(A) y b) P;(A) = sz(A)
Por lo tanto

(AAN)T = (Pga))" = Paa) = AAT

IV) (ATA)T = ATA es inmediato de

Reciprocamente, veamos que la definicion de Penrose implica la definicén de Moore.
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4.2 Definicion de Penrose

) AA* = Pga) ) ATA = Pga+)

AAT = (AATT ATA = (AT AT

PD. (AAT)? = AAT PD. (AT A)?2 = At A
ATAAT = AT AATA=A

A(ATAAT) = AAT ATAATA = AT A
(AAT)(AAT) = AAT; e (ATA)(ATA) = AT A; ie.
(AAT)2 = AAT (ATA)2 = AtA

Ahora, mostremos que Z(A) = R(AAT). Sabemos que Z(AB) C R(A). Entonces se tiene
que
R(A) = R(AATA) C B(AAT) C R(A)

Por lo tanto, Z(A) = R(AA™).

Por ultimo, demostremos que la inversa de Moore-Penrose es tnica. Supongamos que existen
dos matrices B y C que satisfacen:

a) ABA=A a) ACA=A

b) BAB =108 b) CAC =C

c) (AB)T = AB <) (AC’)T = AC

d) (BA)T = BA d) (C’A)T =CA
Entonces

B=BAB=(BA)'B=A"B"B
= (ACA)'B'B
= ATCTATB"B
= CABAB
=CAB

Por otra parte,

C =CAC = Cc(AC)T = ccT AT
= CCT(ABA)T
= CCTATBT AT
= CACAB
= CAB

59



4.3 Relacién entre SVD y la Inversa de Moore-Penrose

Es decir, B = C. |

Nota. Entre otras aplicaciones, la inversa de Moore-Penrose se utiliza para resolver sistemas de
ecuaciones lineales sobredeterminados y encontrar soluciones aproximadas cuando no hay una
solucién exacta.

4.3 Relacion entre SVD y la Inversa de Moore-Penrose

La relacién entre la SVD y la inversa de Moore-Penrose se basa en como se pueden calcular y

utilizar estas dos herramientas juntas.

Sea A una matriz con su SVD dado por A = U Y VT, entonces la inversa de Moore-Penrose de
A se calcula de la siguiente manera:

At =VvytuT, 4.1)
donde X7 es la matriz diagonal resultante de tomar el reciproco de los valores singulares no
nulos de > y luego tomando la transpuesta de la matriz resultante.

La inversa de Moore-Penrose es especialmente util en la resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales sobredeterminados de la forma Ax = b, donde A no tiene una inversa regular (no es
cuadrada o es singular). En este caso, puedes usar la inversa generalizada para encontrar una

solucion aproximada: z = A'bh

4.4 Inversa de Moore-Penrose como un limite

Otra caracterizacién de la inversa de Moore-Penrose, A", estd dada en el siguiente teorema
tomado de [13] y cuya demostracion puede verse en el libro de Arthur E. Albert, Regression and

the Moore-Penrose Pseudoinverse, Academic Press, New York, 1972.

Definicion 4.3

Dada una matriz A de dimensiones m X n, su inversa se denota como A" y se define como:

At = 1lim AT (AAT + 621) 7 (4.2)

0—0
donde
o AT es la traspuesta de la matriz A.
o A~ !eslainversa de la matriz A.

» ¢ es un nimero positivo muy pequefio (aproximadamente cero).

o [ es la matriz identidad de dimension m X m. &
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4.4 Inversa de Moore-Penrose como un limite

En esta definicidn, estamos calculando la inversa A™ como el limite cuando J tiende a cero de
la expresién AT(AAT + 6%1)~! y se utiliza para calcular una aproximacién de la inversa de A

cuando A no es cuadrada o no tiene inversa.

Ejemplo 4.1 Cilculo de la inversa de Moore-Penrose a partir de la SVD de la matriz

La SVD de la matriz Aes A = UXV7T, donde

1+1(3+V/58) 1+1 (3+/58)
Vs (3-vE) + (142 (3+v38)) "+ (243 (3+vE8))” /& (VES-3)"+(1+1(38-V58) ) + (24 2 (3-V58) )

=

1+1(3+/58) 1+1 (3+V/58)
Vs (3-VE8) 4 (L (3vE9)) 4 (243 (3+V8)) /5 (vVES-3) (14} (3-vER)) 4 (243 (3- V) )

U=

=

1+1(3+V/58) 1+1 (3+/58)
(V) (V) (5] T (V8 (A (V) (e (5 V)

=

8 + /58 0
Y= 0 8 — /58

3+1/58 3—1/58
71+ & (3+vE8)"  7y/14 4 (3-vE8)”

VT =

1 1
11+ 5 (3+vE8)"  7y/144 (3-v58)

y la inversa de Moore-Penrose asociada a la matriz A es

At =vytuT (4.3)

donde
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4.4 Inversa de Moore-Penrose como un limite

3+1/58 1
71445 (3+v58)°  7y/14 45 (3+v5E8)”

V=
3—/58 L
71+ 45 (3-v58)" 71445 (3-vE8)”

. 0 0
8+1/58
vt =
0 L 0
8-+/58
141 (3+1/58) ‘ I+%(3+\/ﬁ>‘ ‘ 141 (3+V/58) ‘ |
\/ﬁ(fsf\/ﬁ) (141 (3+v58) )+ (2+2 (3+V58)) 7\/5(73—\/5) +(1+2(3+vE8) ) (24 2 (3+V58) )

Vs (-3-vE8) 4 (142 (3+v58) )+ (24 2 (3+V58) )
141 (3+V58)

141 (3+V58)
W () (141 (V) + (23 (5 ve))

1+1(3+V58)

Ut =
Vi (VE-3) 4 (145 (3-v58)) + (243 (3-VE))” V& (VE-3) + (144 (V) )+ (243 (3-VER))” T
Y por lo tanto,
-2 1 -5
A+ =2
6
4 1 7

Ejemplo 4.2 Ahora, calculemos la inversa de Moore-Penrose de la misma matriz A del ejem-

plo 4.1, pero a partir de la definicién del limite.

1
A=|3 2 (4.4)
~1 0
At =1fm AT (AAT +6°1) 7 (4.5)
6—0
/11 52 0 o\]
13 -1 13 -1
At =1im 3 2 +o0 8 0
6—0
12 0 12 0
\-1 0 0 0 &/
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4.4 Inversa de Moore-Penrose como un limite

At = lim
6—0

At =

lim
6—0

2 5 -1 52 0 0
1

5 13 =3|+|0 & o0
0

\-1 -3 1 0 0 &)

(216 5 1\

3 -1
5 13+46% =3

2 0

|\ -1 -3 140/ |

0t 4+ 1462 4+4 =562 —2 602 —2
1 3 —1
+ _ ¢ B2 4 2 2
A _(1513(1] 56+1654+652 502 —2 5t +352+1 302 +1
12 0
302 +1 S+ 1562+ 1
0t + 1462 +4 —56%2—2 02 -2
AT = lim ! —552% — M +36%+1 302 +1
50 06 + 1664 + 662
302 +1 S+ 15024+ 1

At =lim

AT =1im

6—0

550 60 + 1654 + 662 (

62 361402 —6* — 562
0t +46% 260+ 6 76>
52(62-2) §2(362+1) §2(—52-5)
52(04+165246)  62(6%+166246)  62(61+1662+6)
52(6%244) §2(26%+1) 52(7)
52(0%4166246)  62(624+166246)  62(6141652+6)
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) 362+1 —62-5
511165246 02+1602+6 02+1662+6
At = (lsim
-0 8244 26741 7
674166246 07+165°+6 61+1652+6
y al tomar el limite cuando 6 — 0
-2 1 =5
6 6 6
At = 4.6)
4 1 7
6 6 6
o bien
-2 1 =5
At =1
6
4 1 7

4.5 Aplicacion al Proceso de Restauracion del Desenfoque

Causado por un Movimiento Lineal Uniforme

Modelado matemadtico para remover el desenfoque de una imagen provocado por un movimiento

lineal uniforme: horizontal, vertical o ambos en el caso de que sean independientes.

El proceso de desenfoque de una imagen digital que analizaremos en esta seccién, como ilus-
tracion de una de las aplicaciones de la inversa de Moore-Penrose, se puede modelar como la
convolucion:

G(z,y) = F(z,y) * H(z,y) + N(z,y) 4.7)

donde F'(z,y) representa la imagen original, H(x,y) la funcién de dispersion del punto de
desenfoque, N (z,y) el ruido blanco y G(z, y) la imagen degradada. Sin embargo, en la prictica,
es comun que el fendmeno de desenfoque no se conozca con precision, es decir, las funciones
H(z,y)y N(z,y) son desconocidas. Para resolver esto, es necesario realizar un andlisis extra
de la propia imagen desenfocada, lo que implica el uso de herramientas adicionales fuera del
ambito del 4lgebra lineal, como el cepstrum, el filtro gaussiano, la transformada de Radon o la
transformada inversa de Fourier (cf. [6]). Estos métodos, de gran importancia en el procesamiento
de imdagenes digitales, escapan de los objetivos de este trabajo. Por lo tanto, asumiremos dos

simplificaciones: primero, que el desenfoque, provocado por un movimiento lineal uniforme
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(velocidad constante y direccidn fija), es conocido; y segundo, que no hay ruido presente en la

imagen.

En lo que resta de esta seccion, seguiremos, en buena medida, el procedimiento descrito en ([9])
para remover el desenfoque provocado por un movimiento lineal uniforme, ya sea horizontal,
vertical o ambos cuando el desenfoque es separable; es decir, cuando el desenfoque por columnas

es independiente del desenfoque por filas.

Supongamos que la matriz F' € R"™*™ representa la imagen original, mientras que G € R™"™
representa la imagen degradada (borrosa o desenfocada). Denotemos por ¢ el nimero entero que
indica la longitud del movimiento lineal de desenfoque en pixeles y tomemos n = m + ¢ — 1.
Como ya se hizo notar, en la practica, el valor de ¢ es dificil de conocer con precision, por lo que

se debe realizar un andlisis detallado de la imagen desenfocada para identificarlo.

Abhora, para no complicar la notacién y sin que se preste a confusion, usaremos el mismo simbolo
F para la imagen (o matriz) original aumentada, construida al afiadir / — 1 columnas (o filas)
compuestas por los llamados pixeles de frontera, y que serd una matriz de dimensién X n. Para
comenzar, supondremos que el desenfoque es horizontal. Denotemos por H € R™*" la matriz
de degradacion. El objetivo es estimar la imagen original /' a partir de la imagen desenfocada GG
y del conocimiento, a priori, de la matriz de degradacién . Entonces

g =Hf, (4.8)

donde g} € R™, fl € R* y H € R™*™. En forma matricial

G=(HF"" =FHT, (4.9)
donde G € R™*™, H € R™*" y F' € R™".

Hay una infinidad de soluciones exactas para f que satisfacen la ecuacién (4.8). Pero la solucion
mediante la inversa de Moore-Penrose resuelve de forma tnica el problema de norma minima

(cf. [2]); es decir, la solucidn del problema bajo las condiciones:
min ||f|lo  sujetaa  min||Hf — gl|2 (4.10)

El tinico vector f que satisface (4.10) representa una fila de la imagen restaurada y estd definido
por
f=H'g 4.11)

La forma matricial de la ecuacién (4.11) nos proporciona la imagen restaurada F' que estd dada
por
F=GHN" (4.12)
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Para el movimiento vertical de desenfoque se tiene
G = HF, (4.13)
donde G e R He R, FeR”™ yn=r+/{—1.
La correspondiente imagen restaurada estd dada por
F=H"G (4.14)

Para el movimiento tanto horizontal como vertical de desenfoque, cuando son independientes;

es decir, cuando el proceso de desenfoque bidimensional es separable, se tiene

G = HcFHY, (4.15)

donde G € R™*™ Heo € R*P, F € RP*", Hp € R™", HY e R, n =m+ /(g —1y
p=r+4Llc—1.

La correspondiente imagen restaurada estd dada por
F=HIGH) (4.16)

que es la férmula que usaremos para la elaboracién del codigo en Matlab.

4.5.1 El Proceso de Restauracion del Desenfoque en la Practica

A continuacién aplicaremos el procedimiento descrito a una imagen digital real. Para ello,
tomamos una imagen representada por la matriz Fj. Asignamos un valor entero mayor que 1 a /
y construimos la matriz aumentada F'al agregar al final de la matriz F{y ¢/—1 columnas (o filasenel
caso del movimiento vertical) compuestas por los pixeles de frontera. Posteriormente, aplicamos
un proceso controlado de desenfoque (horizontal, vertical o combinado) mediante una matriz
de Toeplitz H de la forma 2.19 para obtener la imagen desenfocada G = F H”. Finalmente,
utilizamos la inversa de Moore-Penrose para restaurar la imagen G, que denotaremos por F.
Este procedimiento se repite con distintos niveles de desenfoque (al variar el valor de ) y con

diferentes tipos de movimiento (horizontal, vertical o combinado).
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4.5.2 Desenfoque Vertical (k=180)
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(c) imagen corregida

Figura 4.1: Imagen: MRV
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4.5.3 Desenfoque Horizontal (¢ = 180)

500
1000 ;
1500‘
2000

2500

3000 B
500 1000 1500 2000 2500

(a) imagen original

500
1000
1500
2000

2500

3000

500 1000 1500 2000 2500

(b) mh /=180y k=1

500
1000‘
1500
2000

2500

3000 e
500 1000 1500 2000 2500
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Figura 4.2: Comparacion de imégenes: original, desenfocada y restaurada
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4.5.4 Desenfoque Combinado (k=180y ¢ = 180)
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Figura 4.3: Comparacién con desenfoque mixto: original, desenfocada y restaurada
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En los ejemplos anteriores, hemos podido observar los efectos del desenfoque aplicado a las
imagenes, ya sea en una tnica direccién, como en el caso del desenfoque horizontal o vertical, asi
como en casos mas complejos donde se aplicé un desenfoque combinado en ambas direcciones.
Cada uno de estos tipos de desenfoque introduce un deterioro especifico en la calidad de la
imagen, dificultando la percepcién de detalles finos y alterando la nitidez original de la misma. No
obstante, mediante la aplicacidon de técnicas avanzadas de restauracion, como el uso de la inversa
de Moore-Penrose, es posible recuperar gran parte de la informacién perdida o distorsionada por
el desenfoque.

A continuacion, se presentan los resultados de MSE y PSNR para las imdgenes restauradas.
El MSE refleja el error entre la imagen original y la restaurada, con valores menores indicando
mejor calidad. E1 PSNR, que mide la relacion senal-ruido, tiene valores més altos en imdgenes de
mejor calidad visual. Estos pardmetros permiten evaluar la efectividad del método de restauracion
aplicado para recuperar los detalles y mejorar la nitidez de las imdgenes, deterioradas por
diferentes tipos de desenfoque.

MSE | PSNR(dB)
Imagen Restaurada (V) | 48.85 31.24
Imagen Restaurada (H) | 51.42 31.02
Imagen Restaurada (C) | 97.94 28.22

Cuadro 4.1: Resultados de MSE y PSNR para las imdgenes restauradas

70



4.6 Codigo en MATLAB de la Remocién del Desenfoque Causado por un Movimiento Lineal

Uniforme

4.6 Codigo en MATLAB de la Remocion del Desenfoque

Causado por un Movimiento Lineal Uniforme

X=imread ("Foto.jpg");
X_2=double (X) ;

r,m,dl]=size (X);

[

1 = 180; % el factor de movimiento horizontal
n=m+1-1;

k = 1; % el factor de movimiento vertical
p=1r+k - 1;

rCh=xX_2(:,:,1);
gCh=X_2(:,:,2);
bCh=X_2(:,:,3);

Fl=[rCh, zeros(r,1-1)];
F2=[gCh, zeros(r,1-1)1;
F3=[bCh, zeros (r,1-1)]1;
S1=[F1l; zeros(k-1,m+1-1)];
S2=[F2;zeros(k-1,m+1-1)];
S3=[F3;zeros(k-1,m+1-1)1];

col=[1/1,zeros(1,m-1)1;
fil=[1/l*ones(1l,1),zeros(l,m-1)1;

H = toeplitz(col, fil); % matriz de desenfoque horizontal
G = H.";

In = pinv (G);

col2 = [1/k, zeros(l, r — 1)1;

fil2 = [1/k * ones(l, k), zeros(l,r - 1)1;

T = toeplitz(col2, £il2); % matriz de desenfoque vertical

In2 = pinv (T);

M1=TxS1%*G;
N1=T*S2%*G;
P1=T*S3%*G;

M=M1(l:r-k,1l:m-1);

N=N1l(l:r-k,1l:m-1);
P=P1l(l:r-k,1l:m-1);

71




4.6 Codigo en MATLAB de la Remocién del Desenfoque Causado por un Movimiento Lineal

Uniforme
37
38 F1A=In2+M1*In;
39 F=F1A(l:r,1l:m);
40
41 F2A=In2*N1*In;
2 E=F2A(1l:r,1l:m);
43
44 F3A=In2*P1l*In;
45 D=F3A(l:r,1:m);
46
47 V= cat (3,M,N,P); % foto desenfocada
4 W= uint8(V);
49 Y= cat(3,F,E,D); % foto restaurada
50 Z=uint8 (Y) ;
51 figure, imagesc (X)
52 figure, imagesc (W)
53 figure, imagesc(2)
54
55 % Calculo del MSE y PSNR
56 mse = mean((X_2(:) — Y(:))."2);
57 psnr = 10 * logl0((255"°2) / mse);
58
59 fprintf ('MSE: %.2f\n’, mse);
60 fprintf (' PSNR: %.2f dB\n’, psnr);
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CAPITULO 5

Conclusiones

En esta tesis, se ha explorado el impacto del uso de la Descomposicién en Valores Singulares
(SVD) y la inversa de Moore-Penrose en un par de aplicaciones del procesamiento de imagenes
digitales, especificamente en la compresion y en la restauracidon de imagenes borrosas. Después de
un proceso cuidadoso de andlisis, investigacion y experimentacion, se han obtenido las siguientes
conclusiones:

o Efecto de los Valores Singulares en la Compresion: La cantidad de valores singulares
retenidos tiene un papel fundamental en la calidad de la imagen comprimida. Se ha com-
probado que mantener un mayor nimero de valores singulares reduce el Error Cuadratico
Medio (MSE) y mejora la Relacién Sefal-Ruido Pico (PSNR)), lo cual es determinante
para mantener la fidelidad visual de la imagen tras la compresion.

o Incertidumbre del Nimero Optimo de Valores Singulares: La variabilidad inherente a
los valores singulares sugiere que no es facil dar una configuracién tnica y 6ptima para
todos los casos de compresion de imédgenes. Es necesario ajustar el nimero de valores
singulares a las caracteristicas especificas de cada imagen para lograr un balance adecuado
entre la calidad de la imagen y el tamaio del archivo resultante.

» Eficiencia en la Compresion: En algunas imégenes, se ha observado que es posible
alcanzar un error relativo bajo con un nimero reducido de valores singulares, incluso
en comparacion con imdgenes de menor tamafio de archivo, en las cuales se esperaria
necesitar menos valores singulares para lograr una compresion de calidad equivalente.
Esto sugiere que la eficiencia de la compresion no depende tinicamente de la cantidad de
valores singulares retenidos, sino también de las caracteristicas especificas de cada imagen,
tales como el brillo, el color y la composicidn. Esta observacion enfatiza la importancia de
considerar las propiedades intrinsecas de cada imagen para conseguir optimizar el proceso
de compresion.

» Aplicacion de la Inversa de Moore-Penrose: La aplicaciéon de la inversa de Moore-
Penrose ha demostrado ser eficaz en la restauracion de imagenes afectadas por desenfoque.
Muestra su versatilidad en la recuperacion de informacién degradada y su capacidad para
reconstruir detalles perdidos de una imagen.

o Evaluacion de la Calidad de Restauracion del Desenfoque: Los valores de MSE y
PSNR confirman que la restauracion ha sido efectiva en reducir el error en las imagenes

desenfocadas en una unica direccién (vertical u horizontal), con mejores resultados en



comparacion con el desenfoque combinado. Esto sugiere que el método de restauracion
aplicado tiene mayor eficacia para corregir desenfoques simples.

Limitaciones y Posibilidades de Mejora: Aunque la inversa de Moore-Penrose ha demos-
trado ser una herramienta eficaz para restaurar imagenes desenfocadas por un movimiento
lineal uniforme, su efectividad disminuye considerablemente en desenfoques causados
por movimientos no lineales o, sencillamente, el método resulta inaplicable. Para abordar
desenfoques mds complejos, es necesario investigar nuevos métodos y usar técnicas mas

avanzadas que permitan una restauracion éptima en una mayor variedad de escenarios.
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