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Introduccion

La geometria algebraica tiene sus raices en el descubrimiento de las coordenadas
cartesianas, y desde sus inicios se ha dedicado al estudio de propiedades geométricas
definidas por ecuaciones polinomiales en R™ [13]. Entre los problemas fundamentales que

aborda esta disciplina se encuentran:
i) La clasificacién de curvas algebraicas.

ii) El estudio de familias de curvas algebraicas y de aquellas contenidas en la interseccién

de superficies.
iii) Los problemas de interseccién entre curvas y superficies algebraicas.

iv) La btsqueda de invariantes geométricos a través de transformaciones en el plano y el

espacio proyectivo.

Una de las preguntas mas importantes dentro de la geometria algebraica se encuentra
en el trabajo de 200 paginas realizado por Georges Henri Halphen, titulado Mémoire sur la
classification des courves gauches algébriques [7]. Halphen, quien fue galardonado junto a
Max Noether con el Premio Steiner en 1882 por sus contribuciones a la geometria algebraica,
plante varias cuestiones fundamentales en este trabajo [7]. Entre las mas destacadas, se
encuentra la pregunta que guia esta tesis: jQué combinaciones de grado y género son
posibles para una curva algebraica en el espacio proyectivo?. Esta pregunta, traducida al
lenguaje moderno, sigue siendo un desafio relevante para la teoria de curvas algebraicas.

Aunque las curvas algebraicas han sido objeto de estudio durante siglos, la pregunta
de Halphen continiia abierta en la actualidad, lo que la hace especialmente desafiante e
interesante para la geometria algebraica moderna, particularmente en lo que respecta a la
clasificaciéon de curvas mediante invariantes geométricos y topologicos. Halphen sugirié la
existencia de una relacion entre el grado d y el género g de una curva algebraica (Véase
[7][12]), relacion que tiene implicaciones tanto en la clasificacion como en el comportamiento
de las superficies en el espacio proyectivo.

Si bien Halphen propuso una solucién parcial para el plano proyectivo de dimension
3 (P?), su prueba es incompleta y no queda del todo clara. Hasta ahora, se cuenta con
una respuesta mas concreta para el plano proyectivo de dimensién 2 (P?). Sin embargo,
en matematicas nos interesa generalizar los resultados, lo que deja abierto un camino de

investigacion para extender estos avances a dimensiones superiores.

VI
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Mi interés por este tema surgié durante un curso optativo en la licenciatura titulado
Geometria Elemental de Curvas Algebraicas [5]. Este curso me llevé a investigar temas
relacionados con la geometria algebraica como parte del trabajo de tesis en esta area,
incluyendo el estudio del plano proyectivo como herramienta clave para comprender
propiedades geométricas de curvas algebraicas. Durante esta investigacion, descubri la falta
de una respuesta general a la pregunta de Halphen y la relevancia de este problema, lo
que motivé el enfoque de esta tesis desde una perspectiva clasica de la geometria y de la
topologia.

El objetivo principal de esta tesis es estudiar y analizar la prequnta de Halphen en el
contexto de curvas algebraicas suaves de grado d en el plano proyectivo de dimension 2.
A lo largo del trabajo, deducimos la formula del género utilizando el enfoque clasico del
principio italiano [19]. Este método nos brinda una perspectiva geométrica que resulta ttil
para el estudio de curvas algebraicas y sus invariantes. Presentamos ejemplos concretos
para P? y exploramos ideas iniciales para abordar la pregunta en el caso de P3.

Para abordar este problema, la presente tesis se estructura de la siguiente manera: en el
Capitulo 1 se establecen los preliminares y las estructuras algebraicas basicas. El Capitulo
2 introduce la geometria del espacio proyectivo y el uso de coordenadas homogéneas,
herramientas esenciales para el lenguaje de este trabajo. En el Capitulo 3 definimos
formalmente las curvas algebraicas y sus propiedades en el plano afin.

El Capitulo 4 constituye el ntcleo tedérico, donde se deduce la férmula del género para
curvas en P? utilizando el Principio Italiano y el suavizado topoldgico de intersecciones.
Finalmente, en el Capitulo 5 se presenta el anélisis de las combinaciones posibles de grado
y género en curvas algebraicas suaves dentro de P2, estableciendo los limites y alcances de
estos invariantes geométricos para dar respuesta a la pregunta de Halphen.

Finalmente, espero que este trabajo logre transmitir con claridad los conceptos funda-
mentales de la geometria de curvas que he estudiado durante este proceso. Mas alla de
las féormulas, mi intencion ha sido organizar estas ideas de forma coherente para entender
un problema tan interesante como el de Halphen. Confio en que el esfuerzo depositado en
estas paginas resulte 1til para quien, como yo, sienta curiosidad por la relaciéon entre el

algebra y la geometria.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Estructuras algebraicas basicas

«Que nadie entre aqui si no sabe geometriar.

Platén.

Las definiciones y conceptos presentados en esta secciéon son estandar en algebra

conmutativa y pueden encontrarse, en [5, 10]

Definiciéon 1.1.0.1. Un anillo es un conjunto A provisto de dos operaciones suma (+) y

multiplicacion (+), tal que:
i) (A,+) es un grupo abeliano,
ii) la multiplicacion (-) es asociativa,
iii) se cumplen las leyes distributivas:

a) a-(b+c)=ab+ ac,
b) (a+b)-c=ac+ be.

Definicion 1.1.0.2. Un anillo conmutativo es un campo K si y solo si todo elemento

distinto de cero es invertible. Es decir:
i) (K,+) es un grupo abeliano,
ii) (K\ {0},-) es un grupo abeliano,

iii) el producto es distributivo respecto de la suma.
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Ejemplo 1.1.0.3. (Ejemplos de campos)

i) Q, el campo de los ntimeros racionales, con suma y producto usual.
ii) R, el campo de los niimeros reales, con suma y producto usual.

iii) C, el campo de los nimeros complejos.
Observacion 1.1.0.4. Los campos son ejemplos de anillos.
A lo largo de esta tesis consideraremos principalmente los campos R y C.

Definiciéon 1.1.0.5. Sea K un campo. El anillo de polinomios en una variable x sobre K,

denotado por K[z], es el conjunto de todas las expresiones formales de la forma:
f(@) =ao+ a1z + asz® + - + apa” =Y a;x’
i=0

donde n € N, los coeficientes a; pertenecen a K y a,, # 0. Al valor n se le denomina el
grado del polinomio f y se denota por deg(f) = n. Para i > n hacemos a; = 0. En K]z]| se

define lo siguiente:

i) La igualdad (=): Dos polinomios son iguales si y s6lo si sus coeficientes correspon-

dientes son iguales, es decir, si y solo si a; = b;, para todo 7 > 0.

ii) La adicién (+): La suma de dos polinomios se define sumando coeficientes correspon-

dientes.

iii) La multiplicacién (-): El producto se determina multiplicando la expresion formal-
mente, utilizando las leyes distributivas y las reglas de los exponentes y reuniendo

términos. De manera mas formal:
c; = aiby + a;_1by + -+ - + agb;

para todo ¢« > 0, donde c;.

Con estas operaciones, K[z] es un anillo conmutativo. Véase [10, p. 197].

En esta seccion se han introducido las estructuras algebraicas basicas que serviran como
fundamento para el desarrollo posterior de la tesis. En particular, los conceptos de campo,
anillo y anillo de polinomios permitiran formular de manera rigurosa las ecuaciones que
definen curvas algebraicas.

Por simplicidad, a lo largo de esta tesis trabajaremos principalmente sobre el campo de
los niimeros complejos C. Dado que C es un espacio vectorial de dimensién 2 sobre R, el
uso de nimeros complejos conlleva la consideracion de espacios de dimensién real mayor,

lo cual resulta natural en el estudio geométrico de soluciones de ecuaciones polinomiales.
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Definicién 1.1.0.6. Isomorfismo. Sean Gy G dos estructuras algebraicas del mismo tipo.

Se dice que Gy G son isomorfos si existe una aplicacién

0:G—G
tal que:
i) ¢ es una funcién biyectiva.

ii) ¢ preserva las operaciones, es decir, para todo a,b € G se cumple:
p(a-b) =p(a) - o(b).

En este caso, ¢ se llama un isomorfismo y y lo denotamos G = G. Véase [10, p. 64].

Definicién 1.1.0.7 (Relacion de equivalencia). Diremos que una relacién ~ en un conjunto

S es una relacion de equivalencia si cumple las siguientes propiedades:
i) Reflexiva (f ~ f).
ii) Simétrica (si f ~ g, entonces g ~ f).
iii) Transitiva (si f ~ gy g ~ h, entonces f ~ h).
Véase [5, p. 2|.

La relacion de isimorfismo = es una relacion de equivalencia.



Capitulo 2

Conceptos basicos del espacio proyec-

tivo

«St fuera posible que €l [el buen artista] viviera por
stempre, sus ideas interiores... siempre le aportarian

algo nuevo para ser expresado a través de sus obrasy.

Alberto Durero.

2.1. El plano afin

La motivacion para estudiar curvas algebraicas en el plano afin dentro del contexto
geométrico radica en que preservan ciertas propiedades, conocidas como invariantes afines.
Este enfoque deja de lado las transformaciones rigidas y se centra en grupos de trans-
formaciones que conservan la estructura afin, como las transformaciones lineales y las
traslaciones. A través de transformaciones y aplicaciones, se identifican invariantes como el
grado [5], lo que permite una comprensién mas profunda de las caracteristicas geométricas
de las curvas algebraicas en el plano afin.

La geometria afin no ha tenido una historia tan extensa ni reciente como la geometria
euclidiana o la proyectiva. Leonhard Euler (1707 - 1783) fue uno de los primeros en
introducir el término afin, y no fue sino hasta principios del siglo XX, con el primer tratado
de Blaschke, que se desarrollé formalmente, siguiendo el programa de Erlangen de Felix
Klein (1849 - 1925), donde se establece la relaciéon fundamental entre los conceptos de

grupo y geometria [3].

Definicién 2.1.0.1. EI plano afin K? se define como el conjunto de pares ordenados de

elementos de un campo K, es decir:

K? = {(z,y) | =,y € K}.
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Una recta en K2 se define como el subconjunto de la forma:
ax +by+c=0, cona,b,c€eK, donde (a,b)# (0,0).

Véase [5, p. 25].

Ejemplo 2.1.0.2. (El plano afin real y sus rectas).

El plano afin real R? se define como el conjunto de puntos dado por:
R*={(z,y) | 7,y € R}.
Las lineas en R? estdn determinadas por la ecuacion:
ax+by+c=0, cona,bceR, donde (a,b)#(0,0).

Ejemplo 2.1.0.3. (El plano afin complejo y sus rectas).
El plano afin complejo C? se define como el conjunto de pares ordenados de ntimeros
complejos:

C?* = {(21,22) | 21,22 € C}.

La ecuacién de la recta en C? tiene la forma:
az; +bz+c=0, cona,bceC, donde (a,b)#(0,0).

Los ejemplos anteriores motivan la siguiente definicién, que introduce el plano afin de

manera mas abstracta, ya que estd basada en sus propiedades geométricas.

Definicién 2.1.0.4. Un plano afin es un conjunto X de puntos junto con un conjunto de

lineas (subconjuntos de X) que satisface las siguientes propiedades:

i) Para cualquier par de puntos distintos p y ¢, existe exactamente una linea que pasa

por ambos.

ii) Sil es una linea y p es un punto que no pertenece a [, existe una tnica linea que pasa

por p y es paralela a [.

iii) Existen al menos tres puntos que no son colineales (no pertenecen a una misma

linea).

Véase [5, p. 26].
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2.2. El espacio proyectivo

La geometria proyectiva tiene sus inicios en la época del Renacimiento (siglo XVI) [3],
cuando los pintores renacentistas fundamentaron esta rama de las matematicas como la
conocemos hoy en dia. Este desarrollo surge a partir de la perspectiva en la pintura, que
permitio representar objetos tridimensionales sobre superficies planas con una sensacién
de profundidad y volumen, a diferencia de las representaciones propias de la Edad Media.
Durante el Renacimiento se estudia la visiéon que tiene el ojo humano al ver un mismo
objeto desde diferentes puntos de vista; es aqui donde nace la perspectiva y las proyecciones.

Podemos nombrar a Alberto Durero (1471 — 1529) como el méximo exponente durante
el periodo del Renacimiento [3], ya que al implementar y desarrollar sobre el tema jugd un

doble rol: el artistico y el matematico.

Figura 2.1
Técnica que empleaba Alberto Durero para pintar en un lienzo.

g N
Nota. Tomado de [18, p. 108]

El marco podia estar a diferentes distancias del objeto o incluso inclinado, pero cada
posicion de la cuerda tensa siempre representaba un punto del objeto observado. Este
proceso ilustra la idea del plano proyectivo, ya que, si observamos desde un tnico punto,
cada direccién alcanza un punto tnico en los objetos alrededor. Al cortar estas direcciones
con un plano, como el marco de la cartulina, obtenemos una representaciéon del objeto

basada en su proyeccién desde el punto de vista del observador. Véase la Figura 2.1.
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La geometria proyectiva tiene dos conceptos bésicos:
i) Dos puntos definen una recta.

ii) Toda pareja de rectas se corta en un punto (si dos rectas son paralelas, estas se

intersectan en un punto en el infinito).

Con estos conceptos, podemos notar que el espacio proyectivo consiste en un espacio
afin o euclidiano al que se le han anadido puntos al infinito. Estos puntos representan las
direcciones de las rectas en el espacio afin o euclidiano. De esta manera, las rectas paralelas
en el espacio afin se intersecan en un punto del infinito dentro del espacio proyectivo. [18].

Véase la Figura 2.2.

Figura 2.2
Técnica de proyeccion.

Nota. Tomado de [3, p. 4]

Histéricamente, entre los matematicos que sentaron las bases de la geometria proyectiva
destacan Gerard Desargues (1591-1661), Blaise Pascal (1623-1662) y Philippe de la Hire
(1640-1718). En etapas posteriores, Jean Poncelet (1788-1867) desarroll6 el principio de
dualidad, mientras que August Mobius (1790-1868) introdujo las coordenadas homogéneas.
Finalmente, Von Staudt (1798-1867) contribuyé en el campo al trabajar en una geometria
proyectiva que no dependia de nociones métricas [6].

Para definir el plano proyectivo, vamos a considerar todas las lineas que pasan por el
origen en K", Esto corresponde a todas las direcciones que hay en el espacio K"*! vy,
como lo hizo Durero, a cada linea le corresponde un punto en el espacio proyectivo de
dimension n. El espacio proyectivo puede interpretarse como el lienzo sobre el cual Durero

dibuja su pintura. La definicién formal del plano proyectivo es la siguiente:
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Definiciéon 2.2.0.1. Consideremos un campo K de caracteristica cero, donde K =R o C.
El espacio proyectivo de dimensién n, denotado como KIP”, es el conjunto cuyos puntos

son las rectas (o direcciones) de K™, que pasan por el origen:

Kn—i—l 0
= K0}

~Y

donde la relacion de equivalencia ~ esta dada por:

(o, @1, .- xy) ~ (AT, AT, ..., Ax,) A €K

2.2.1. Linea proyectiva real (RP!)

Definicién 2.2.1.1. La linea proyectiva real, que denotaremos por RP!, es el conjunto
cuyos puntos son las rectas de R? \ {0} que pasan por el origen. Véase la Figura 2.3.

Esta definicién puede encontrarse en [6, p. 83-84]. De manera equivalente, puede

et = BEL0)

definirse como:

donde la relacién de equivalencia ~ esta dada por:

(z,y) ~ (2',y) < INe R\ {0} tal que (2/,y) = (Az, \y).

Figura 2.3
Espacio Proyectivo Real 1-dimensional.

Yy

Nota. Elaboracién propia (2026)
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El modelo de la circunferencia para RP'. (Para mds detalles, véase [5, p. 113].) se
construye tomando una circunferencia unitaria que llamaremos S!, vamos a elegir un punto
P ¢ S'y consideramos una recta L que no pasa por el punto P, a la que podemos ver como
una replica de R sobre la cual aplicaremos la proyeccion estereografica. La construccion se

ilustra en la Figura 2.4.

Definicion 2.2.1.2. La proyeccion estereogrifica es la asignaciéon natural de S*\ {P} — L
donde se toma un punto Q # P en S! y se le asigna un punto de L, en el que la recta que
pasa por los puntos Py @ intersecta a L (véase [5, p. 111]); también puede encontrarse en
[2]. Véase la Figura 2.4.

Bajo esta asignacion, los puntos de S* \ {P} estan en correspondencia uno a uno con
los elementos de R. Esta correspondencia puede extenderse a todo S* asignando al punto
P el elemento infinito. De este modo, podemos interpretar la recta proyectiva real como
un circulo unitario.

Figura 2.4
El modelo de la circunferencia para RP'.

Nota. Elaboracién propia (2026)

2.2.2. Plano proyectivo real (RP?)

Definicién 2.2.2.1. El plano proyectivo real, que denotaremos por RIP?, cuyos puntos son

rectas en R?\ {0} que pasan por el origen. Véase la Figura 2.5.
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Esta definicién puede encontrarse en [6, p. 105]. De manera equivalente, puede definirse

CO1mo.

RS
donde la relacion de equivalencia ~ esta dada por:

(r,y,2) ~ (2',y,2') <= IN e R\ {0} tal que (2., 2") = (\x, Ay, A\2).

Figura 2.5
Espacio Proyectivo Real 2-dimensional.

Nota. Elaboracién propia (2026)

El modelo del hemisferio de RIP? (véase [5, p. 116].) lo construiremos de la siguiente
manera.

Supongamos que tenemos un plano Ly que atraviesa el origen en R®. Este plano debe
entenderse como el plano que pasa por el origen y que divide al espacio en dos semiespacios.
Al imponer la condicion Lg > 0 significa que tomamos inicamente los puntos de la esfera que
se encuentran en el semiespacio positivo determinado por este plano. Véase la Figura 4.3.

Segun la Definicién 2.2.2.1, toda recta que pasa por el origen intersecta la esfera unitaria
2?2 4+ y? + 22 = 1. Al imponer la condicién Ly > 0, consideramos tinicamente los puntos
de la esfera que pertenecen al semiespacio positivo determinado por el plano L. De esta
manera, cada recta que pasa por el origen intersecta el hemisferio cerrado, cuya frontera

esta dada por el circulo obtenido como la interseccién de la esfera con el plano Ly = 0.
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Figura 2.6
El modelo del hemisferio de RP?.

Nota. Elaboracién propia (2026)

En estas condiciones, toda recta que pasa por el origen intersecta el hemisferio abierto
2?2 +y? + 22 =1, Ly > 0, exactamente en un punto, mientras que las rectas contenidas
en el plano Ly = 0 intersectan la frontera del hemisferio en dos puntos diametralmente

opuestos. La construccién se ilustra en la Figura 2.7.

Figura 2.7
El modelo del hemisferio de RIP2.

Nota. Elaboracién propia (2026)

Finalmente, esta misma construccion puede visualizarse de manera més intuitiva obser-
vando el hemisferio desde un punto distante situado sobre la recta perpendicular al plano
L. Bajo esta perspectiva, el hemisferio se representa como un disco. En este modelo, los
puntos del interior del disco corresponden uno a uno con los puntos del plano afin real R?,

mientras que el circulo de la frontera representa una recta proyectiva, conocida como la
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recta al infinito. En esta frontera, los puntos diametralmente opuestos deben identificarse.

Esta interpretacion geométrica se ilustra en la Figura 2.8.

Figura 2.8
Modelo geometrico de RP?.

Nota. Elaboracién propia (2026)

Este modelo como disco con identificacion antipodal en la frontera también se describe

en [2, p. 60].

Desde el punto de vista topoldgico, este modelo puede interpretarse como un disco en
el que se identifican puntos diametralmente opuestos de la frontera. El espacio obtenido
es homeomorfo al plano proyectivo real RP?. Ademés, si se elimina un disco de RP?, el

espacio restante es homeomorfo a una banda de Md&bius.

2.2.3. Linea proyectiva compleja (P!)

Definicién 2.2.3.1. La linea proyectiva compleja que denotaremos por P!, cuyos puntos
son rectas en C?\ {0} que pasan por el origen. véase la Figura 2.9.

Esta definicién puede encontrarse en [18, p. 111]. De manera equivalente, puede definirse

g = C0)

COImMo:

donde la relacién de equivalencia ~ esta dada por:

(z,y) ~ (2',y) < IA e C\ {0} tal que (', y') = (A\z, \y).
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Figura 2.9
FEspacio Proyectivo Complejo 1-dimensional.

Cl

.Cl

Nota. Elaboracién propia (2026)

El modelo de la esfera para P! (véase [5, p. 113]) se construye de la siguiente manera.

Supongamos que tenemos una esfera unitaria en R que denotaremos como S2, sea un
punto P € S?, y sea L un plano que no pasa por el punto P. Véase la Figura 2.9. Vamos a
consider al plano L como una copia del plano complejo C. Aqui también podemos definir
la proyeccién estereogrifica como la asignacién natural S? \ {P} — L, que lleva un punto
Q # P de S? a un punto en el plano L, el cual se obtiene cuando la recta que pasa por los
puntos P y (@ intersecta al plano L.

Bajo esta asignacién, podemos observar que los puntos de 5%\ { P} se identifican de
manera biyectiva (uno a uno) con los elementos de C (véase [5, p. 112]). Esta biyeccion la
podemos extender a toda la esfera S? al asignar el punto P con el elemento al infinio. La

construcciéon se muestra en la Figura 2.10.

Figura 2.10
La linea proyectiva compleja como una esfera.

Nota. Elaboracién propia (2026)
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De este modo, podemos interpretar a la linea proyectiva compleja como C? U {oo} (la

esfera de Riemann), una descripcién similar se puede econtrar en [2, p. 112].

2.2.4. Plano proyectivo complejo (P?)

Definicién 2.2.4.1. El plano proyectivo complejo que denotaremos por P?, cuyos puntos
son rectas en C?\ {0} que pasan por el origen.
Esta definicién puede encontrarse en [18, p. 112]. De manera equivalente, puede definirse

p = OO

CO1mo:

donde la relacion de equivalencia ~ esta dada por:
(r,y,2) ~ (2',y,2') < 3IN € C\ {0} tal que (2,7, 2") = (\x, Ay, A\2).

Para el caso de P2, no podemos hablar de un modelo de visualizacién tan sencillo como
en dimensiones menores, ya que se trata de una variedad real de dimension 4 y, por lo
tanto, no es posible representarla de manera directa.

Por ello, en esta tesis utilizaremos principalmente su descripcién mediante coordenadas
homogéneas, ya que resulta una forma natural para abordar el estudio de curvas algebraicas

proyectivas.

2.3. Coordenadas homogéneas

De manera intuitiva, el uso de coordenadas homogéneas puede entenderse como la
incorporacion de los puntos en el infinito al plano. Dichos puntos representan direcciones
asociadas a familias de rectas paralelas en el plano afin. Esta perspectiva permite considerar
de forma unificada tanto los puntos ordinarios como los puntos en el infinito dentro del

marco del espacio proyectivo.

Las coordenadas homogéneas constituyen una herramienta en geometria algebraica, ya
que facilitan la representacion y el estudio de curvas algebraicas y de sus intersecciones,
incluidas aquellas que ocurren en el infinito. En particular, al trabajar en el plano proyectivo
mediante coordenadas homogéneas, es posible tratar las curvas algebraicas de manera
analoga a como se hace en el plano afin, extendiendo asi el andlisis geométrico a todo el

espacio proyectivo.

Definicién 2.3.0.1. Sea K un campo, con K = R o K = C. Un punto del espacio proyectivo

KP" se representa en coordenadas homogéneas [ Xy : ... : X,,], las cuales corresponden a la
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recta en K" que pasa por el origen y por el punto

En particular, para todo A € K\ {0}, se cumple que
(Xo: .0 X,]=[ Xo: ... :AX,], paratoda A € K\ {0}
Para mas detalles, véase [5, 19, p. 8].

Figura 2.11
Coordenadas Homogéneas.

Nota. Elaboracién propia (2026)

Ejemplo 2.3.0.2. (Una recta proyectiva en el plano proyectivo).

Consideremos la recta afin en R?:
ax + by +c =0, (2.1)

donde a,b,c e Ryaob#0
Para describir esta recta afin dentro del plano proyectivo P?, pasamos a coordenadas

homogéneas. Observemos que R? se identifica con el subconjunto
Uz ={[X:Y:Z€P*| Z#0}.

Como Z es diferente de cero, entonces podemos definir:
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Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion (2.1), obtenemos

() ()0

Multiplicando toda la ecuacién por Z (lo cual es valido en Uy, pues Z # 0), se obtiene
aX +bY +cZ =0.

Esta es la ecuacién homogénea que define la recta proyectiva asociada a la recta afin
ar +by +c=0en R

Maés atn, para hallar el punto al infinito de la recta proyectiva aX + bY + ¢Z = 0,
vamos a considerar las coordenadas [X : Y : 0]. De este modo sustituyendo Z = 0 en la
ecuacion homogénea se obtiene:

aX +b0Y =0.

Por lo tanto, el punto al infinito se puede representar como cualquier punto de la forma
[(X:Y:0] con aX+0Y =0y X,Y#0 (2.2)

Para justificar esta afirmacién, consideremos la ecuacién y, sin pérdida de generalidad,

supongamos que ag # 0.

b
X=—Y
a

sustituyendo esta en la ecuacion (2.2) obtemos
b
[—Y (Y O] ,
a

donde Y no puede ser cero.

Por otro lado, sabemos que en el plano proyectivo siempre se cumple:

Y bao =y l—b : 1:0] = [—ZY:Y:O}

a a

con Y diferente de cero.

Asi, cualquier punto de la forma [X : Y : 0] que satisface la ecuaciéon de la recta

proyectiva aX + bY = 0 representa el mismo punto proyectivo, y por lo tanto el punto al
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infinito de la recta estd dado por

Para describir la relacion entre el plano afin y el plano proyectivo, definiremos abierto

afin. .

Definicién 2.3.0.3. Sea P" el espacio proyectivo. Para cada ¢ = 0,...,n se define el
conjunto:

El conjunto U; es llamado abierto afin de P". La justificaciéon de este nombre es que,

mediante el uso de coordenadas, se establece un isomorfismo natural:
U; = A",

En efecto, para cada 7 se define la siguiente transformacion:

dada por:
Xo Xi1 X1 Xn)
X . X)) = —=—,..., , . .
(%o ) (Xi X, X X;
Esta transformacién esta bien definida, ya que si [Yy : ... : Y] = [Xo,: ... ¢ X,
entonces existe A # 0 tal que Y; = AX, para toda j. Por lo tanto:
oM
i AXi Xy
Ademas, ¢; es biyectiva, con inversa dada por:
Gy (ay, ... an) =laray - iap i a).

Por lo tanto, el abierto afin:

se identifica de manera natural con el espacio afin A™. A este proceso se le llama normali-

zacion.
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En particular, el complemento de U,, en P" es el hiperplano
Ho={[Xo: - :X,]eP"| X, =0},

véase [12, p. 37]. Este hiperplano puede identificarse de manera natural con el espacio
proyectivo P"~!. Para una discusién més detallada, véase [12, p. 38].
La siguiente descripcién permite pensar el espacio proyectivo complejo de forma intuitiva:
(i) P° consiste en un solo punto.

(ii) P! puede pensarse como C junto con un punto al infinito, y por lo tanto puede

identificarse como C U {00} (la esfera de Riemann).
(iii) P? puede pensarse como C? junto con una linea al infinito, la cual es isomorfa a P!.
(iv) P3 puede pensarse como C? junto con un plano al infinito, el cual es isomorfa a P2

Asi, en general, el espacio proyectivo P" puede pensarse como C" junto a una copia de

P! al infinito.

2.3.1. Polinomios homogéneos

En esta seccion vamos a introducir el concepto de polinomio homogéneo, ya que es una
herramienta para definir curvas algebraicas en el espacio proyectivo. Como vimos en la
seccién anterior, en el espacio proyectivoc P los puntos se describen mediante coordenadas
homogéneas [Xj : - -+ : X,,], v al multiplicar todas las coordenadas por un escalar diferente

de cero se obtiene el mismo punto.

Definicién 2.3.1.1. Sea K un campo, con K =R o K = C. Un polinomio F' de grado d

en las variables Xy, ..., X, se dice homogéneo si todos sus monomios tienen grado total d.

Si un punto (X, ..., X,) # (0,...,0) de K" satisface la ecuaciéon homogénea:
F(Xo,....X,) =0

entonces, para todo A € K\ {0} el punto (AXy,...,AX,,) también satisface la ecuacién

anterior. Por lo tanto, podemos decir que el punto proyectivo es:

P=[Xp: - :X,]

Por lo tanto, las soluciones a una ecuacion homogénea define un subconjunto del espacio

proyectivo P™. Véase [5, p. 42].
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Ejemplo 2.3.1.2. (Polinomios homogéneos).
A continuacién se muestran ejemplos de polinomios homogéneos en diferentes variables,

indicando su grado.

Monomios homogéneos en una variable (X)

La forma general de grado d es:

» F(X)=0aX? d>0.

Polinomios homogéneos en dos variables (X,Y)
La forma general de grado d es:

s FX,Y) = Y XYY 05 >0.

i+j=d

Polinomios homogéneos en tres variables (X,Y, 7)
La forma general de grado d es:

= F(X,Y,2)= > apX'Y'ZF i, k>0.
i+j+k=d

Polinomios homogéneos en cuatro variables (X,Y, 7, W)
La forma general de grado d es:
s FX)Y,ZW) = > aym XY Z"W' ik 1> 0.
i+j+k+l=d
Definicién 2.3.1.3. Todo polinomio homogéneo se denomina también forma. En particular,

una forma de grado d es simplemente un polinomio homogéneo de grado d. Comparese con

[5, p. 42]



Capitulo 3

Curvas algebraicas planas

«La geometria es el arte de pensar bien y dibujar mal.»

Henri Poincaré.

3.1. Curvas algebraicas planas afines

En este capitulo nos enfocaremos en el estudio de curvas algebraicas planas definidas
sobre un campo K de caracteristica cero, donde K = R o C. Una curva algebraica no es
Unicamente un objeto geométrico, sino también la manifestacion visual de las propiedades
algebraicas de un polinomio.

Al trabajar en el campo K, las curvas en el plano pueden abordarse desde dos enfoques

fundamentales:

1. Forma explicita (paramétrica).
En este caso, la curva se define por medio de una aplicacién que asigna a cada valor

de un parametro, un punto en el plano. Es decir:
7:(Q,®) CR — R?

t= () = (2(1),y(t))

2. Forma implicita (algebraica).
En este enfoque, consideramos un polinomio de grado d en dos variables con coefi-

cientes en K, es decir:

flzy) = Y aigzy.

i+j=d
donde el grado d es el maximo valor de ¢ + j para el cual a; ; # 0.

La curva queda determinada por la ecuacion:

f(x,y) =0.

20
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En esta tesis trabajaremos con las curvas de manera implicita (algebraica).

Observacion 3.1.0.1. La complejidad de un polinomio f(z,y) puede medirse a través de

su grado.

3.1.1. Curvas algebraicas en el plano afin

En el plano afin sobre el campo K, una curva algebraica se determina por un polinomio
no nulo en dos variables con coeficientes en K, considerado salvo multiplicacién por un

escalar diferente de cero. Véase[5, p. 2].

Definicién 3.1.1.1. Sea f(z,y) € K[z,y| un polinomio diferente de cero. Definimos el

conjunto de ceros como:

Vi ={(z,y) e K*| f(x,y) = 0}

Ejemplo 3.1.1.2. (Conjunto de ceros de un polinomio).

Consideremos el polinomio f(z,y) =y — 2? en R?. Su conjunto de ceros es:

Vi =A{(z,y) e R? | y = 2®},

Figura 3.1
El conjunto de ceros V; es una pardbola en el plano afin real.

Ve

RY

Nota. Elaboracién propia (2026)

Ejemplo 3.1.1.3. (El conjunto de ceros de la versiera de Agnesi).

Consideremos la siguiente curva algebraica en el plano afin real R?:

%y = 4a*(2a —y), a>0
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Esta curva conocida como wversiera de Agnesi. Despejando y, obtenemos:

z*y = 8a® — 4a’y
(z* + 4a*)y = 8a®
y por lo tanto:

8a?

y:x2+4a2

Asi, el conjunto de ceros esta formado por los puntos del plano que satisfacen esta ecuacion,

por lo que puede interpretarse como la grafica de una funcién racional, véase la Figura 3.3.

Figura 3.2
El conjunto de ceros de la versiera de Agnesi.

~

y

,/¥

s

Nota. Elaboracién propia (2026)

Hay que tener en cuenta que el conjunto de ceros no necesariamente determina la curva

algebraica.

Ejemplo 3.1.1.4. (El conjunto de ceros no determina la curva algebraica).

e Las cénicas:
flay) =2 +y*+1, gx,y) =2"+y* +2.

En R? son polinomios distintos (ninguno es multiplo escalar del otro), pero tienen el

mismo conjunto de ceros, ya que este es el conjunto vacio:
Vf = Vg =J.

El fenémeno aqui se debe a que estamos trabajando sobre R. En cambio, sobre C, los

conjuntos de ceros son distintos; por ejemplo, el punto (z,0) pertenece a V; pero no a V.



Capitulo 3. Curvas algebraicas planas 23

e Las cubicas:
flzy) =2y, g(z,y) = zy>.

En R? son polinomios distintos, pero sus conjuntos de ceros en R? coinciden:
Vi=Vy={(z,y) eR* |z =00y =0}

En este caso, la coincidencia se debe a que las ecuaciones se factorizan y comparten los

mismos factores lineales, aunque con distinta multiplicidad,véase la Figura 3.3

Figura 3.3
El conjunto de ceros Vi = V.

Nota. Elaboracién propia (2026)

Observacion 3.1.1.5. El problema es que las curvas algebraicas no son irreducibles; es
decir, pueden factorizarse. Por esta razoén, distintos polinomios pueden determinar el mismo

conjunto de ceros, aunque su estructura algebraica sea diferente.

Definicién 3.1.1.6. Decimos que dos polinomios f y ¢ son equivalentes, y escribimos

f ~ g, si existe un escalar A\ diferente de cero tal que:

g=M\f.
La definicion general de relacion de equivalencia se presenta en el Capitulo 1.

Definicién 3.1.1.7. (Formal de curva). Una curva algebraica plana es una clase de

equivalencia de polinomios en K[z, y] bajo la relacién de equivalencia ~. Es decir, para f,
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g € K[z, y| se cumple:
f~g <<= INEK con \#£40 tal que g = \f

Tras haber definido las curvas algebraicas planas, una estrategia para estudiarlas es
clasificarlas segin la complejidad del polinomio que las define. Una forma de clasificacién
se basa en el grado del polinomio, ya que este influye de manera decisiva en la forma
geométrica y en el comportamiento de la curva.

A continuacién, presentamos algunos ejemplos de curvas algebraicas de grados 1, 2 y 3,
con el fin de ilustrar como el grado determina distintos tipos de figuras en el plano afin.

Las curvas algebraicas afines de grado 1 en K2 son precisamente las rectas. Estan

determinadas por polinomios lineales de la forma:
f(z,y) = ax + by + ¢,

donde a, b, ¢ pertenecen a K y no son todos cero.

Ademas, la ecuacién que describe una recta no es unica: si A es un escalar diferente de
cero en K, entonces g y A\f determinan la misma recta, ya que tienen el mismo conjunto
de ceros.

Figura 3.4
Recta definida por dos polinomios equivalentes.

YA

=Y

Nota. Elaboracién propia (2026)

Ejemplo 3.1.1.8. (Diferentes polinomios que definen la misma recta).

Sea f(x,y) =x —yysea g(x,y) = 2x — 2y € K. Entonces:

g(z,y) =2(x —y) = 2f(z,y).
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De esta igualdad se observa que existe el escalar A =2 € K, con A # 0, tal que g = \f.
Por la definicion de equivalencia de polinomios, se concluye que f ~ g. En consecuencia,
aunque [y g son polinomios distintos en K[z, y|, sus ecuaciones tienen las mismas soluciones

en el plano afin y, por tanto, determinan la misma recta. Véase la Figura 3.4.

Ejemplo 3.1.1.9. (Interseccion de dos rectas).

Consideremos dos rectas en R? dadas por:
gli G1$+b1y—|—0120, ggi G2$+b2y—|—02:0.
Los puntos de interseccién de ¢4 y £5 corresponden a las soluciones del sistema:

a1r + by = —cq,

as + boy = —co.

Sea:
a; b
0= ! ! = dle — agbl
az by
Figura 3.5
Interseccion de las rectas: {1 = a1x + by = —c1 y o : asx + boy = —co.
L

"
/ ’

Ly L

Li=L2

Nota. Elaboracién propia (2026)
De acuerdo con el algebra lineal, se distinguen los siguientes casos:

i) Sié # 0, entonces el sistema tiene una tnica solucién. Por lo tanto, las rectas ¢; y o

se intersectan en un tnico punto.

ii) Si = 0, entonces existe A € R tal que:

((12, bg) = )\(al, bl)
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En este caso:

= Si co = Ay, entonces f1 = £, es decir, las rectas son coincidentes y el sistema

tiene infinitas soluciones.

= Sicy # ey, entonces /1 y {5 son paralelas distintas y el sistema no tiene solucién.
Para una mejor comprension de este resultado, véase la Figura 3.5.

De manera intuitiva, el punto de una curva algebraica se dice no singular cuando
la curva es suave en ese punto y posee una unica recta tangente bien definida; en caso

contrario, el punto se denomina singular.

Observacion 3.1.1.10. Dentro de las curvas algebraicas de grado uno se encuentran
unicamente curvas no singulares. En este caso, las curvas corresponden a polinomios lineales
en 2 variables, las cuales constituyen los ejemplos mas simples dentro de la geometria

algebraica

Las curvas algebraicas afines de grado 2 en K? son conocidas como cénicas. Estas estan

determinadas por polinomios cuadraticos de la forma:
fz,y) = az® +bry + cy® + da + ey + f,

donde a,b,c,d,e, f € K y al menos uno de los coeficientes a, b, ¢ es distinto de cero. En
particular, se consideran los siguientes ejemplos; véanse las Figura 3.6, Figura 3.7, Figura 3.8

y Figura 3.9.

Ejemplo 3.1.1.11. (Curvas algebraicas afines de grado 2).

Algunos ejemplos son:
i) Circulo: f(z,y) = z*> + y* — R? donde R > 0 es el radio.

ii) Pardbola: f(z,y) =y —ax®> —bx —¢, a,b,c€Kcona#0.

iii) Elipse: f(z,y) = 2—2 + g—; — 1, donde a,b > 0.
iv) Hipérbola: f(z,y) = 2—; — z—j — 1, donde a,b > 0.

v) Una sola recta: f(z,y) = . (Representa la recta vertical x = 0).
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Figura 3.6 Figura 3.7
f(a,y) = a* +y* — 1. Circulo f(x,y) =y — ax?® — bx — c. Pardbola

y y

Z
xr
Nota. Elaboracién propia (2026) Nota. Elaboracién propia (2026)
Figura 3.8 Figura 3.% ,
2 €T .z

fla,y) = %—I—Zﬁ—l. FElipse f(z,y) = % — % — 1. Hipérbola

Yy y

Nota. Elaboracién propia (2026) Nota. Elaboracién propia (2026)

Observacién 3.1.1.12. Dentro de las curvas algebraicas de grado dos se encuentran
tanto curvas singulares como curvas no singulares. Las primeras incluyen ejemplos como la
interseccion de dos rectas, mientras que las segundas corresponden a las conicas, las cuales
constituyen un objeto central en la geometria algebraica clasica y poseen importantes

aplicaciones en teoria de niimeros.

Las curvas algebraicas afines de grado 3 en K? son conocidas como ctibicas. Estas estan

determinadas por polinomios de la forma:

[z, y) = Z @ijl’iyj»

i+5<3
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donde a;; € K y al menos uno de los coeficientes con ¢ + j = 3 es distinto de cero, como se

muestra en las Figura 3.10, Figura 3.11, Figura 3.12 y Figura 3.13.

Ejemplo 3.1.1.13. (Curvas algebraicas afines de grado 3).

Algunos ejemplos son:

Figura 3.10
flx,y) =23 —y. Curva
eliptica.

Figura 3.11
flx,y) = 23 — y%. Cuspide.

Nota. Elaboracién propia . .
Nota. Elaboracion propia (2026)

(2026)
Figura 3.12 Figura 3.13
f(z,y) =y* — 2% — 2*. Nodo. flz,y) =
3ay (2? + y?) — day® —y* —2* = 0.
y Trébol de tres hojas.
Y
X
Nota. Elaboracién propia (2026) Nota. Elaboracién propia (2026)

Observacion 3.1.1.14. Dentro de las curvas algebraicas cibicas se encuentran tanto

curvas singulares como curvas no singulares. Las primeras incluyen ejemplos como cuspides
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o nodos, mientras que las segundas corresponden a las curvas elipticas, que constituyen un

objeto central en geometria algebraica y teoria de ntimeros.

Definicién 3.1.1.15. Diremos que el conjunto V; es irreducible si f es irreducible en
K[z, y], es decir, si no puede factorizarse como producto f = g-h con g,h € K[z, y] no

constantes.

La drreducibilidad algebraica del polinomio se traduce geométricamente en que la curva

no puede descomponerse como unién propia de subcurvas de menor grado.
Ejemplo 3.1.1.16. (Polinomios irreducibles en K?).

i) Recta (polinomio lineal).

f(z,y) =2 +y—1 (irreducible en Rlz,y] y Q[z,y]).

ii) Circuferencia (polinomio cuadrético).

f(z,y) =2 +y*—1 (irreducible en R[z,y] y C[z,y]).
iii) Eliptica (polinomio ctbico).

f(z,y) =vy* —2® —x (irreducible en Rz, y]).

3.2. Curvas algebraicas afines no singulares

En el caso de curvas no singulares, sus propiedades topologicas pueden describirse
con mayor precision. En particular, la relacion entre el grado y el género se establece de
manera mas clara, lo cual resulta util para su clasificacion y es fundamental para abordar

la prequnta de Halphen.

Definicién 3.2.0.1. Sea f(z,y) un polinomio diferente de cero en dos variables con
coeficientes en K, considerado salvo multiplicacion por una constante distinta de cero.

Definimos la curva algebraica asociada a f como el conjunto:

C={(z,y) e K*| f(x,y) = 0}.

Definicién 3.2.0.2. Un punto (z,y) € C se llama punto no singular (o regular) si se

cumple al menos una de las condiciones:

of of
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En caso contrario, el punto se denomina punto singular.

Cuando K = R o K = C, una curva algebraica se comporta como una variedad
diferenciable de dimension 1. Es decir, podemos pensar que la curva algebraica se asemeja
a una linea suavemente curvada, sin puntos de interseccién ni singularidades. Véase [5,
p. 71].

Ejemplo 3.2.0.3. (Curvas algebraicas no singulares).

Algunos ejemplos de curvas algebraicas no singulares de grado 1, 2 y 3 son los siguientes:
i) f(z,y) =ax +by —c Recta (no necesariamente debe estar en el origen).

i) f(z,y) =2*>+y?>—1 Circunferencia de radio unitario.

22
iii) f(z,y) = i 1 Hipérbola.
iv) f(z,y) =y — a? Parabola.

v) f(x,y)=2>—-1 dondex=10x=—1.
vi) f(z,y) =% —y Clbica no singular, como una curva eliptica.

La representacion geométrica de estos ejemplos puede apreciarse en las , Figura 3.6,
Figura 3.7, Figura 3.10, Figura 3.14 y Figura 3.15

Figura 3.14 Figura 3.15
flz,y) =ax +by —c flz,y) =2*—1.

/|

Nota. Elaboracién propia (2026) Nota. Elaboracién propia (2026)
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3.3. Curvas algebraicas afines singulares

Mientras que las curvas algebraicas no singulares presentan una estructura geométrica
regular, el estudio de las curvas singulares en el plano afin requiere herramientas adicionales,
tales como el andlisis de la multiplicidad. En efecto, la presencia de singularidades introduce
fendmenos locales mas complejos que no pueden analizarse inicamente mediante el criterio
de las derivadas parciales.

Para comprender estas singularidades, resulta necesario definir previamente los conceptos
de numero de interseccion y multiplicidad. Estas nociones permiten describir con mayor
precision el comportamiento local de una curva en torno a un punto dado.

De manera intuitiva, la multiplicidad de un punto puede interpretarse geométricamente
como el niimero de veces que la curva se intersecta con una recta que pasa por dicho punto,
contando intersecciones con multiplicidad. Esta idea se formaliza mediante la nocién de
nimero de interseccién, la cual desempena un papel importante en la teoria de curvas
algebraicas. Véase [5, p. 71].

Por ejemplo, un punto de una curva se denominara singular si su multiplicidad es mayor
o igual que dos.

Por lo tanto, antes de definir formalmente qué entendemos por singularidad, comenzare-
mos estableciendo la nocién de niimero de interseccion, seguida de la definicién rigurosa de

multiplicidad, para finalmente llegar a una caracterizacion precisa de los puntos singulares.

3.3.1. Numero de intersecciéon en el plano afin

El estudio de las singularidades de una curva algebraica requiere analizar el comporta-
miento local de sus intersecciones con rectas. Para ello introducimos la nocién de nimero
de interseccion entre una curva y una recta en el plano afin, herramienta que permitira
describir con mayor precision la multiplicidad de un punto.

Sea f(z,y) un polinomio diferente de cero en dos variables con coeficientes en K,
considerado salvo multiplicacién por una constante distinta de cero. Sea [ una recta que no
sea componente de la curva definida por f(z,y) = 0.

Sia = (a1,as)y b= (b1,by) son dos puntos distintos de la recta [, entonces [ puede

parametrizarse como:

z(t) = (1 — t)ay + thy
(1 — t)CLQ + tbg,

<

—~
~+~

~—
I

Definicién 3.3.1.1. El polinomio de interseccion entre la curva algebraica f y la recta [
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se define como:

Observacién 3.3.1.2. Las raices del polinomio de interseccion ¢(t) determinan los valores

del parametro para los cuales la recta [ y la curva algebraica definida por f se intersectan.

Definicién 3.3.1.3. Sea p un punto de la recta [ correspondiente al pardmetro ty. Definimos
el numero de interseccion de la curva algebraica f y la recta [ en el punto p como la

multiplicidad de ¢, como raiz de la ecuacién polinomial ¢(t) = 0. Denotado por I(p, f,1).

En otras palabras, el nimero de interseccion de la curva algebraica f y la recta [ en el
punto p, denotado por I(p, f,1), es la mayor potencia de (t — ty) que divide al polinomio
©(t). Véase [5, p. 72].

Ejemplo 3.3.1.4. (Recta que no intersecta a la curva algebraica).

Consideremos la siguiente curva algebraica:

flo,y) =y — 1,

la cual corresponde a una hipérbola en K2.

Sea [ la recta dada por el eje x, es decir:

y=0.
Una parametrizaciéon de esta recta es:
z(t) = t,
y(t) =0,

donde t € K. El polinomio de interseccién ¢(t) es:

o(t) = f(£,0) =1(0) — 1

Como el polinomio de interseccién ¢(t) no tiene raices, concluimos que la recta no
intersecta la curva f(z,y) = 0. Asi, se confirma que no existe punto de interseccién y el

numero de interseccion es 0. Por lo tanto:

I(f,p,1) = 0.

Esto se puede observar en la Figura 3.16
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Figura 3.16
La recta y = 0 no intersecta la curva f(z,y) = zy — 1.

A

Y

Nota. Elaboracién propia (2026)

Para estudiar el comportamiento del nimero de interseccion en el origen, consideraremos

la familia de rectas [, definida por:

y = Az, (3.1)

donde A\ € R. Todas estas rectas pasan por el origen.

Una parametrizacion de cada recta es:

y(t) = A, donde t € R.

En los ejemplos siguientes utilizaremos esta familia de rectas para analizar la multipli-

cidad de interseccion en dicho punto.

Ejemplo 3.3.1.5. (Namero de interseccion de una pardbola con una familia de rectas [ ).

Consideremos la siguiente curva algebraica:

f(x,y) :y_x27

la cual corresponde a una parabola en R2.
Consideremos la familia de rectas [ definida en (3.1). Sustituyendo la parametrizacién

de [, en la ecuacion de la curva algebraica obtenemos el polinomio de interseccién ¢(t) que
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depende de A, y esta dado por:

o(t) = f(t, At)
ot) =Xt —t*

p(t) =t(A —1).

e Si A\ # 0, la raiz t = 0 tiene multiplicidad uno. Por lo tanto:

I(p, f,1) = 1.
Esto se puede observar en la Figura 3.17.

e Si A\ =0, entonces:

y la raiz t = 0 tiene multiplicidad dos. Por lo tanto:

I(p, f,1) = 2.

Esto se puede observar en la Figura 3.18.

maner mili r muestra qu numer inter ion en
De esta manera, la familia de rectas [, estra que el ero de intersecciéon en el
origen depende del parametro A, permitiendo distinguir entre una intersecciéon simple y

una interseccion doble.

Figura 3.17
La curva algebraica y — x* con 2 puntos de interseccion de multiplicidad 1.

Y

Nota. Elaboracién propia (2026)
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Figura 3.18

La curva algebraica y — x? con 1 punto de interseccion de multiplicidad 2.

.
\

Nota. Elaboracién propia (2026)

Definicion 3.3.1.6. El nudmero total de interseccion de una curva algebraica f con una

recta [ es la suma de los niimeros de interseccion I(p, f, 1), donde el punto p recorre todos
los puntos de interseccién entre la curva algebraica y la recta.

Ejemplo 3.3.1.7. (Numero total de interseccion con una recta en la curva del ocho).
Consideremos la curva algebraica:

flx,y)=y* —2° +2'

Y

la cual corresponde a la curva del ocho (véase la Figura 3.19) en R

Consideremos la familia de rectas [, definida en (3.1). Sustituyendo la parametrizacién

de [, en la ecuacion de la curva algebraica obtenemos el polinomio de interseccién ¢(t) que
esta dado por:

p(t) = ft. \)
o(t) = (\)* — 12+t
ot) =t* (N =1 +1%)

El comportamiento de las raices del polinomio de interseccién ¢(t) dependen del valor
de A, por lo cual, tenemos lo siguientes casos:

e Caso 1. Cuando —1 < X < 1, se cumple que A2 — 1 < 0. En este caso, ademés

de la raiz t = 0 de multiplicidad 2, el polinomio puede presentar dos raices reales
adicionales de multiplicidad 1.
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Por ejemplo, cuando A = 0, se obtienen ¢ = —1,0,1 como raices. Estas corresponden
a los puntos de interseccién (—1,0), (0,0) y (1,0), con nimeros de interseccién 1, 2y

1, respectivamente. Este comportamiento se observa en la Figura 3.19.

e Caso 2. Cuando A < —1 o A > 1, entonces A2 — 1 > 0. En este caso, la tinica raiz
real es t = 0, con multiplicidad 2, por lo que la recta corta a la curva inicamente en

el origen. Este comportamiento se observa en la Figura 3.20.

e Caso 3. Cuando A = £1, entonces \> — 1 = 0. En este caso, la raiz t = 0 tiene
multiplicidad 4, por lo que hay solo una interseccién en el origen con ntimero de

interseccion I(p, f,1) = 4. Este comportamiento se observa en la Figura 3.21.

Figura 3.19
La curva algebraica y* — 2% + x* presenta tres puntos de interseccion: en el origen, con
multiplicidad 2, y en (-1,0),(1,0)con multiplicidad 1 cada uno.

Y

N
=

Nota. Elaboracién propia (2026)

Figura 3.20

La curva algebraica y* — 2% + x* presenta un punto de interseccion en el origen con
multiplicidad 2.

Y

Nota. Elaboracién propia (2026)



Capitulo 3. Curvas algebraicas planas 37

Figura 3.21
La curva algebraica y? — 2% + 2* intersecta a la recta y = dx unicamente en el origen, con
multiplicidad 4.

Nota. Elaboracién propia (2026)

De los casos anteriores se concluye que, independientemente del valor de A, la suma de
los nimeros de interseccion es siempre igual a 4.

En efecto, aunque el nimero de puntos reales de interseccion varia segin la direccién de
la recta, la suma de sus multiplicidades coincide con el grado del polinomio de interseccion.

Por lo tanto, el nimero total de interseccion entre la curva y la recta, contando
multiplicidades, es 4.

Esto que observamos sucede de forma general. Sea f una curva algebraica de grado d y
sea [ una recta que no es componente de f. Entonces, el niimero total de intersecciones de
la curva f con la recta [, contando multiplicidades, es igual a d.

Este resultado puede consultarse con mayor detalle en [5, p. 72].

3.3.2. Multiplicidad de un punto en el plano afin

Definicion 3.3.2.1. La multiplicidad de un punto p en la curva algebraica f es el valor

minimo de los niimeros de interseccion I(p, f,1), al considerar todas las rectas [ que pasan

por p.

En otras palabras, se dice que el punto p tiene multiplicidad m > 0 si se cumple que:

I(p, f,1) = m,

para toda recta [ que pasa por p, y existe al menos una recta [ que pasa por p tal que:

I(p, f,1) =m.
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La nocién de multiplicidad de un punto también puede interpretarse en un contexto
mas general dentro de la geometria algebraica. Por ejemplo, en la interseccion de dos curvas
en el plano, la multiplicidad de un punto de interseccion describe cuantas veces las curvas
se tocan en dicho punto. Este concepto aparece de manera natural en el Teorema de Bézout,
el cual relaciona el nimero de intersecciones de dos curvas algebraicas con el producto de
sus grados.

Figura 3.22

FEjemplo de interseccion en un punto con multiplicidad 2: cada recta es tangente a la curva
algebraica.

Nota. Elaboracién propia (2026)

En la Figura 3.22 se ilustra un ejemplo de interseccién con multiplicidad dos. En cada
uno de los puntos senalados, la recta intersecta a la curva algebraica siendo tangentes a
ella.

Figura 3.23

Ejemplos de interseccion en un punto con multiplicidad 3: la recta es tangente a la curva
algebraica.

Nota. Elaboracién propia (2026)

En la Figura 3.23 se ilustra un ejemplo de interseccién con multiplicidad tres. En el

punto senalado, la recta intersecta a la curva algebraica siendo tangentes a ella.
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Ejemplo 3.3.2.2. (Multiplicidad de un punto en una cuspide).

Consideremos la siguiente curva algebraica:

f(xay) = y2 _:Bga

la cual corresponde a una cispide (véase la Figura 3.25) en R?.

Consideremos la familia de rectas [, definida en (3.1). Sustituyendo la parametrizaciéon
de [, en la ecuacion de la curva algebraica obtenemos el polinomio de interseccién ¢(t) que

esta dado por:

e(t) = f(1, /\t)
p(t) = (M) -

p(t) = Nt — 17
p(t) = t*(\* — 1)

Analizamos ahora la multiplicidad de la raiz ¢t = 0.

e Si A\ # 0, entonces A2 # 0. En este caso, la raiz t = 0 tiene multiplicidad 2. Por lo

tanto:
I(p, f,1) =

Este comportamiento se observa en la Figura 3.24.

e Si A =0, tenemos que la recta es y = 0, y se obtiene:
o(t) = —t3.
En consecuencia, la raiz t = 0 tiene multiplicidad 3, y por lo tanto:
I(p, f,1) =

Este comportamiento se observa en la Figura 3.25.

En la Figura 3.25 se ilustra un ejemplo de interseccion con multiplicidad tres. En el

punto senalado, la recta intersecta a la curva algebraica siendo tangente a ella.
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Figura 3.24

Interseccion entre una la ciuspide y una recta. El origen representa un punto de
multiplicidad 2.

Nota. Elaboracién propia (2026)

Figura 3.25
La cuspide en el origen con un punto de multiplicidad 3,

Nota. Elaboracién propia (2026)

Como hemos visto, la multiplicidad de un punto es siempre mayor o igual que cero.
Todos los ejemplo anteriores tiene un enfoque geométrico, ya que nos permitié comprender
el comportamiento de la curva mediante su interseccion con rectas que pasan por el punto.

Este punto de vista es muy ilustrativo, pero resulta natural preguntarnos si existe una

caracterizacion alternativa que permita calcular la multiplicidad utilizando herramientas

analiticas
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3.3.3. Puntos singulares en el plano afin

En el estudio local de las curvas algebraicas resulta fundamental distinguir aquellos
puntos en los que la curva presenta un comportamiento regular de aquellos en los que su
estructura geométrica se vuelve mas compleja.

Para este andlisis, daremos prioridad a un enfoque geométrico basado en la interseccién
de la curva con rectas que pasan por un punto determinado. Esta perspectiva resulta
particularmente enriquecedora, pues permite comprender la naturaleza de una singularidad
de manera intuitiva mediante los conceptos de multiplicidad y niimero de interseccion.

En el plano afin sobre el campo K de caracteristica cero, con K = R o K = C, una curva
algebraica se determina por un polinomio en dos variables distinto de cero con coeficientes

en K, considerado salvo multiplicacién por un escalar distinto de cero.

Definiciéon 3.3.3.1. Los puntos de la curva algebraica f cuya multiplicidad es mayor o

igual que 2 se denominan puntos singulares.

Definicién 3.3.3.2. Una curva algebraica se dice singular si posee al menos un punto

singular. En caso contrario, se denomina no singular.

Observacion 3.3.3.3. El concepto de punto singular constituye un invariante afin, en el
sentido de que se preserva bajo transformaciones afines, dado que la multiplicidad de un

punto no se altera mediante este tipo de transformaciones.

Geométricamente, en un punto singular la curva puede presentar comportamientos
caracteristicos tales como nodos, cuspides, autointersecciones o tangencias multiples. Véase
[5, p. 71].

En el caso de una curva algebraica irreducible, el conjunto de puntos singulares es
finito. En efecto, los puntos singulares de una curva definida por f(z,y) = 0 se obtienen

resolviendo el sistema:

flz,y) =0, folz,y) =0, fy(z,y)=0.

Si la curva es irreducible, entonces f no comparte factores comunes con sus derivadas
parciales. Por lo tanto, este sistema de ecuaciones algebraicas sélo puede tener un ntimero
finito de soluciones, lo que implica que la curva posee tinicamente un nimero finito de

Y

puntos singulares.

Ejemplo 3.3.3.4. (Punto singular en la curva del nodo).

Consideremos la siguiente curva algebraica:

fx,y) =y* —2° — a?,
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la cual corresponde a un nodo (véase la Figura 3.26) en R2.

Consideremos la familia de rectas [, definida en (3.1). Sustituyendo la parametrizacién

de [y en la ecuacion de la curva algebraica obtenemos el polinomio de interseccion ¢(t)

esta dado por:

p(t) = f(t, A15)

p(t) = (M) — 7 — ¢
o(t) = N2t2 — 3 — 2
p(t) = 2N —t —1).

Analizamos ahora la multiplicidad de la raiz t = 0.

e Para toda A € R, el factor A2 — ¢ — 1 no se anula en ¢t = 0, ya que su valor es \? — 1.

Por lo tanto, la raiz ¢ = 0 tiene multiplicidad 2 y se obtiene:

I(p, f,1) =

De este modo, el calculo explicito de los niimeros de interseccion nos ha permitido

determinar geométricamente la multiplicidad del punto.

Dado que, por definicién, un punto es singular cuando su multiplicidad es mayor o igual

que 2, y puesto que el origen presenta un nimero de interseccién igual a 2 con las rectas

que pasan por él, se concluye que el origen es un punto singular de la curva algebraica.

Véase la Figura 3.26.

Figura 3.26
Punto singular en la curva del nodo.

Nota. Elaboracién propia (2026)
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Ejemplo 3.3.3.5. (Punto singular en el Astroide).

Consideremos la curva algebraica:
flz,y) = (1 — 2 —y*)% — 272%°,
la cual corresponde al astroide en R?. Dada de forma paramétrica por:
T = seng‘t, Y = cos’t

cuyos valores satisfacen la ecuacion f(z,y) = 0.

Consideremos la familias de rectas:
y=ANx—1)

las cuales pasan por el punto p = (1,0). Una parametrizacién de cada recta es:

donde A € R.
El punto p = (1,0) corresponde al valor ¢y = 1.

Sustituyendo en la ecuaciéon de la curva obtenemos el polinomio de interseccion:

jS

—~
~+

~—
Il

F(tAE—1))
o(t) = (1 —1* — (At —1))%)° — 272\t — 1)*

Con el fin de estudiar la multiplicidad en ¢ = 1, realizamos el cambio de variable

u=1—1, es decir, t = u + 1. Sustituyendo se obtiene:

p(t) = (1= (u+1)* = (A((u+1) = 1))*)* = 27(u+ 1)*X*u*.

Desarrollando los términos correspondientes:

Y= —(u+1)*—=A((u+1) = 1) - 27(u + 1)*N*u?
)= (1 — (14 2u+u?) — Nu?)® = 27(1 + 2u + u*) \2u?
)= (1 — (14 2u+u?) — Nu?)® = 27(1 + 2u + u*) \2u?

) = (—2u — u? — Nu?)? = 27(1 + 2u + u?) \2u?

) = (=2u — (14 A*)u?)? — 27(1 + 2u + v*) \*u?
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o(t) = [u(=2 — (1 +2)u)]* — 27(1 + 2u + u?) \*u>.
o(t) = u? (=2 — (1+ M)u)® — 27(1 + 2u + u®) \*u?,

Por lo que se obtiene la expresion:
ot) = u (=2 — (14 X)u)® — 2722 (1 + 2u + u*)u?.

Observamos que ambos términos contienen el factor u?. Por esta razén, es posible

factorizar dicho término comin. De esta manera, el polinomio de interseccion es:
3
o(t) = u’fu (—2 -1+ /\2)u) — 27N (1 4 2u + u?)].

Para determinar la multiplicidad del punto de interseccion, analizamos el comportamiento

de la expresion entre corchetes cuando u = 0.

e Cuando A # 0, evaluamos u = 0 en la expresion:

u (=2 = (1 4+ A)u)” = 200%(1 + 2u + )],

Obtenemos el valor: —27)\2.

Como este valor es distinto de cero cuando A # 0, se concluye que la expresién entre
corchetes no se anula en u = 0. Por lo tanto, el polinomio ¢(t) posee exactamente el

factor u?.

Recordando que u =t — 1 y que el punto p = (1,0), corresponde al valor ¢t = 1, se

tiene que v = 0. Por lo tanto:
I(p, f,1) = 2.

Tal como se ilustra en la Figura 3.27.

e Cuando A\ = 0, es un caso especial ya que la recta es:

y(t) = 0(t — 1)
y=20

Sustituyendo directamente en la ecuacién de la curva algebraica se obtiene:

flay) = (1—a® —y*)’ — 272’
flz,y) = (1 —2*—0)* - 272%0
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flay) =1 -1
flay) = (t-1t+1)°
flay)=(t—-17°t+1)

donde t = 1 es raiz de multiplicidad tres. Por lo tanto:
I((p, f,1) =

Tal como se ilustra en la Figura 3.28.

Figura 3.27
Puntos singulares en la curva del Astroide.

N

Nota. Elaboracién propia (2026)

Figura 3.28
Puntos singulares en la curva del Astroide.

N
N

Nota. Elaboracién propia (2026)
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En conclusién, para la familia de rectas y = A(z — 1) el nimero de interseccion en el
punto (1,0) es igual a 2 para toda direccién distinta de la horizontal, mientras que la recta
horizontal y = 0 produce multiplicidad 3. En particular, el orden minimo de interseccién
es 2; por lo tanto, el punto (1,0) es un punto singular de la curva y su multiplicidad es 2.

Esto nos motiva a introducir el uso de derivadas parciales, con la finalidad de obtener
una segunda perspectiva para el calculo de la multiplicidad de un punto y, posteriormente,

extender este enfoque al estudio de puntos singulares.

A continuacién, retomaremos los mismos ejemplos pero, ahora analizaremos su compor-

tamiento mediante el calculo de derivadas parciales.

Ejemplo 3.3.3.6. (Puntos singulares en el nodo).

Consideremos la curva algebraica:

f(x,y) =y* —2° — a?,

conocida como nodo en R. Determinaremos si el punto en el origen es singular.

Calculamos las derivadas parciales de primer orden:

of _ a2 of _

Evaluando en el origen, se obtiene:

of - of _
5.(0.0) =0, a@mﬂ) = 0.

Por lo tanto, el punto p es un punto singular.

Calculamos ahora las derivadas parciales de segundo orden:

o0 f 0% f

Evaluando en el origen, se obtiene:

0*f 0*f
—=(0,0) = -2 #0, —=(0,0) =2 #0.
0.0 =240, S50.0)=2#
Como todas las derivadas parciales de primer orden se anulan en el punto p, y existe al
menos una derivada parcial de segundo orden que no se anula, concluimos que p = (0,0) es

un punto singular de multiplicidad 2.
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Ejemplo 3.3.3.7. (Multiplicidad de un punto en una cuspide a través de derivadas
parciales).

Consideremos nuevamente la curva algebraica:

f(:v,y) = y2 _:L,?,’

la cual corresponde a una ctispide en R?, en el punto situado en el origen.
)

Calculamos las derivadas parciales de primer orden:

of 2 of
— =— - = 2y.
B (& Y) = =37, o (z,y) =2y
Evaluando en el origen, obtenemos:
of af
—(0,0)=0 —(0,0) = 0.
81'( ? ) ? ay< ? )

Por lo tanto, el punto p es un punto singular.

Calculamos ahora las derivadas parciales de segundo orden:

>’f O’ f

Evaluando en el origen, obtenemos:

o2 f B o2 f B
5.2(0.0)=0, 072(0’0) =24£0.

Por lo tanto, como las derivadas parciales de primer orden se anulan en p y existe al
menos una derivada parcial de segundo orden no nula, concluimos que el punto p = (0, 0)

es un punto singular de multiplicidad 2.

Ejemplo 3.3.3.8. (Punto singular en la astroide).

Consideremos la curva algebraica
fla,y) = (1 —2® —y*)° — 27a%y?,
conocida como la astroide en R?, dada de forma paramétrica por:
x = sin®t, y = cos> t.

Determinaremos la multiplicidad en el punto p = (1,0). Calculando las derivadas

parciales de primer orden:
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0
8i(ﬁrﬁ,y) = —62(1 — 2” — y*)* — bday?,
0
85(@“, y) = —6y(1 —2* —y*)* — 5da’y.

Evaluando en el punto p = (1,0) obtenemos:

of _ of _
5-(1.0)=0, 8—y(1,0) = 0.

Por lo tanto, el punto p es un punto singular.

Ahora calculamos las derivadas parciales de segundo orden:

52
a;;(x,y) = —6(1 = 2” —y*)* + 242%(1 — 2” — ") — 54y,
0* f 2 2\2 2 _ 9
E)xay(av,y):—6(1—ac —y°)° + 122y(1 — 2° — y*) — 108xy,
0* f 2 2\2 2 2 _ 2 2
a—yQ(x,y):—6(1—x —y°)" +24y°(1 — 2° — y°) — bda*.

Evaluando en el punto p = (1,0) se obtiene:

o*f o*f
@(170)_07 aTay(lvo)_Ou ain

Dado que todas las derivadas parciales de primer orden se anulan en p, pero existe al

82f(1, 0) = —54 £ 0.

menos una derivada parcial de segundo orden que no se anula, concluimos que el punto p

tiene multiplicidad 2.

Observacién 3.3.3.9 (Clasificacion de puntos singulares). Los puntos singulares pueden

clasificarse segtin su multiplicidad de la siguiente manera

e Un punto de multiplicidad 1 se llama simple.
e Un punto de multiplicidad 2 se llama punto doble.
e Un punto de multiplicidad 3 se llama punto triple.

e Un punto de multiplicidad 4 se llama punto cuadruple.
En general, para un punto m > 2, se suele decir punto multiple de orden m.

Los ejemplos siguientes ilustran cémo las singularidades pueden manifestarse de diversas
formas geométricas, tales como la curva del ocho, trébol de tres y cuatro hojas y la cruz de
malta. El estudio de estos puntos resulta fundamental para comprender la estructura local

de las curvas algebraicas y su clasificacion.
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Ejemplo 3.3.3.10. (Ejemplos de nodos y puntos maltiples).

Figura 3.29 Figura 3.30
La curva del ocho El trebol de tres hojas

¥

P
N |
X

Nota. Elaboracién propia (2026) Nota. Elaboracién propia (2026)
Figura 3.31 Figura 3.32
El trebol de cuatro hojas La cruz de malta
¥ ¥
X
X

Nota. Elaboracién propia (2026) Nota. Elaboracién propia (2026)
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3.4. Curvas algebraicas en el plano proyectivo

Asi como en el plano afin es posible estudiar las curvas algebraicas mediante polinomios
en dos variables, en el plano proyectivo las curvas se describen mediante polinomios
homogéneos en tres variables. El paso al plano proyectivo permite comprender de manera
mas completa el comportamiento geométrico de las curvas, en particular sus intersecciones
y su comportamiento en el infinito.

El estudio de curvas algebraicas en el plano proyectivo permite incorporar los llamados
puntos en el infinito y obtener una teorfa mas uniforme que en el caso afin. Véase [5, 12, 13].

En esta seccién trabajaremos en el plano proyectivo KP?, con coordenadas homogéneas
(X:Y:2).

Sea K un campo de categoria cero, una curva algebraica proyectiva se determina por
un polinomio homogéneo diferente de cero F/(X,Y, Z) en tres variables con coeficientes en
K, considerado salvo multiplicacién por un escalar diferente de cero.

Dado un polinomio homogéneo F', podemos asociarle el conjunto:
Cr={[X:Y:Z]eKP?| F(X,Y,Z) = 0}.

Este conjunto tiene la propiedad crucial de ser un cono Si [X : Y : Z] es un punto de
CFr, entonces también lo es [AX : AY : A\Z] para cualquier eleccion del escalar t € K\ {0},

ya que el polinomio F' es homogéneo y, por tanto:
FOOX,\Y,\Z) = \NF(X,Y, Z).

Definicién 3.4.0.1. Sea F' € K[X,Y, Z] un polinomio homogéneo diferente de cero.

Definimos su conjunto de ceros proyectivo como:
Ve ={[X:Y:Z]eKP*| F(X,Y,Z) =0}

Ejemplo 3.4.0.2. (Conjunto de ceros de una curva algebraica proyectiva).
Sea F una curva en el plano proyectivo real RP?. Podemos describir su conjunto de ceros
utilizando el modelo esférico del plano proyectivo. Dado que el conjunto C'% es un cono, su
intersecciéon con la esfera 22 + y? + 22 = 1 produce una curva algebraica sobre la esfera.
Sin embargo, esta curva sobre la esfera no determina directamente el conjunto de ceros
de la curva proyectiva, ya que en el modelo esférico los puntos diametralmente opuestos
representan el mismo punto del plano proyectivo. Por lo tanto, el conjunto de ceros de F
puede interpretarse como una curva sobre la esfera con puntos antipodales identificados.
Véase la Figura 3.33.
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Figura 3.33
El conjunto de ceros de una curva algebraica proyectiva en RP?.

Nota. Elaboracién propia (2026)

Definicién 3.4.0.3. (Formal de curva proyectiva). En el plano proyectivo sobre un campo
K, una curva algebraica proyectiva se define como la clase de equivalencia de polinomios

homogéneos en K[ X, Y, Z| bajo la relacion:
Fr~G<—3dXeK, M#0 tal que G = \F.

Todo polinomio homogéneo F' sobre el campo K admite una factorizacion tnica de la

forma:

F=cF'Fj? .. Fr,

donde ¢ # 0 es una constante en K y los F; son polinomios homogéneos irreducibles tales
que F; no es un factor de Fj para j # k. Cuando F' define una curva proyectiva, nos
referimos a [}, ..., F, como las componentes irreducibles de la curva.

Las curvas algebraicas proyectivas de grado 1 en P? son precisamente rectas proyectivas.

Estan determinadas por polinomios homogéneos lineales de la forma:
F(X,Y,Z) =aX +bY 4 cZ,

donde a, b, ¢ pertenecen a K y no son todos cero.
Las curvas algebraicas proyectivas de grado 1 en P? son precisamente rectas proyectivas.

Estan determinadas por polinomios homogéneos lineales de la forma:

F(X,Y,Z) = aX +bY +cZ,
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donde a, b, c € K y no son todos cero.
Las curvas algebraicas proyectivas de grado 2 en P? son conocidas como cénicas. Estas

estan determinadas por polinomios homogéneos cuadraticos de la forma:
aX?+0XY + Y2+ dXZ+eYZ + fZ22 =0,

donde a,b,c,d, e, f € K.

Ejemplo 3.4.0.4. (Curvas algebraicas proyectivas de grado 2).

Algunos ejemplos son:
i) Circulo: F(X,Y,Z) = X?*+Y? — RZ? donde R > 0.
ii) Pardbola: F(X,Y,Z)=YZ —aX? —bXZ — cZ? con a,b,c € Ky a # 0.
iii) Elipse: F(X,Y,Z) =27 + ¥ — 22, donde a,b > 0.
>

iv) Hipérbola: F(X,Y,Z) =27 — Y2 — 72 donde a,b > 0.

Las curvas algebraicas proyectivas de grado 3 en P? son conocidas como ctibicas. Estas

estan determinadas por polinomios homogéneos ciibicos de la forma:

FX,Y,Z)= Y auX'YIZF
it+j+k=3

donde los coeficientes a;;, pertenecen a Ky no todos son cero.

Ejemplo 3.4.0.5. (Curvas algebraicas proyectivas de grado 3).

Algunos ejemplos son:
i) Cubica eliptica: F(X,Y,Z) =Y?Z — X3 —aXZ? — bZ3.
ii) Cuaspide: F(X,Y,Z2) =Y?Z — X3.
iii) Nodo: F(X,Y,Z2) =Y?*Z — X?(X + 7).

iv) Trébol de tres hojas: F(X,Y,Z) = 3aY (X2 +Y?) - Y4 - X4

3.4.1. Curvas algebraicas proyectivas no singulares

En la seccion anterior estudiamos los puntos singulares de curvas algebraicas en el plano
afin utilizando ntimeros de interseccion con rectas que pasan por el punto. Dicho enfoque
permite interpretar geométricamente la multiplicidad de interseccion y, a partir de ella,

caracterizar los puntos singulares.
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Al pasar ahora al plano proyectivo, resulta mas conveniente utilizar un criterio algebraico
equivalente que se expresa en términos de derivadas parciales del polinomio homogéneo
que define la curva. Este criterio permite identificar de manera mas directa los puntos
singulares sin recurrir al cdlculo explicito de multiplicidades o niimeros de interseccion.

Una curva algebraica proyectiva se dice no singular si todos sus puntos son regulares;
es decir, si no existe ningin punto de la curva en el cual se anulen simultaneamente el
polinomio homogéneo que la define y todas sus derivadas parciales.

En otras palabras, un punto de la curva es no singular cuando al menos una de las
derivadas parciales del polinomio que la define es distinta de cero en dicho punto.

Las curvas proyectivas no singulares ocupan un papel central en la geometria algebraica,
ya que muchas propiedades globales, como el género, se formulan de manera natural en

este contexto.

Definicién 3.4.1.1. Un punto P = (X : Y : Z) € F se llama punto no singular (o regular)

si se cumple al menos una de las condiciones:

OF OF OF
87X<X7Y72)7é07 aiy(XJYEZ)#Ov 87(X7Y>Z)7é0

En caso contrario, el punto se denomina punto singular.

Ejemplo 3.4.1.2. (Cénica proyectiva).

Consideremos la siguiente curva algebraica proyectiva:
G(X,Y,Z)=XY — 72

Este polinomio homogéneo de grado 2 define una cénica proyectiva en P2. Observemos que

las derivadas parciales de G:

oG oG oG

Como podemos ver a través de las derivadas parciales, existe un punto donde alguna de
ellas es distinta de cero, lo cual nos indica que la curva algebraica proyectiva es no singular.

Por lo tanto, la curva proyectiva definida por G no posee puntos singulares y es una
conica proyectiva no singular.

Para obtener su representacion en el plano afin, consideramos la carta Uy, definida por:
Uy ={[X:Y:Z]€P*|Z#0},

la cual se identifica con el plano afin mediante la normalizacién respecto a la coordenada

Z.
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Definimos las coordenadas afines:

X Y

Sustituyendo en la ecuacién homogénea y observando que Z2 # 0, podemos dividir

entre Z2 para obtener la ecuacién afin:

flx,y) =2y —1=0,

la cual corresponde a una hipérbola en el plano afin (z,y) dentro de la carta Uy.

Para una mejor comprension de este resultado, véase la Figura 3.34

Figura 3.34
f(z,y) = zy — 1. Hipérbola en el pano afin.

Nota. Elaboracién propia (2026)

A continuacién, trabajamos con el mismo polinomio G(X,Y,Z) = XY — Z2, pero

normalizando en una carta afin diferente.

(ii) Consideramos la carta:
Ux ={[X:Y:Z]€P*| X #0},

que se identifica con el plano afin mediante la normalizacion respecto a la coordenada
X.

Definimos las coordenadas afines:
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Sustituyendo en la ecuacién homogénea y observando que X2 # 0, podemos dividir

entre X? para obtener la ecuacién afin:

f(yaz) :y—2220,
que describe una pardbola en el plano afin (y, z).

Figura 3.35
f(y,2z) =y — 2% Pardbola en el plano afin.

Nota. Elaboracién propia (2026)

3.5. Curvas algebraicas proyectivas singulares

Mientras que las curvas proyectivas no singulares presentan una estructura geométrica
regular, el estudio de las curvas proyectivas singulares requiere analizar con mayor detalle
su comportamiento local.

Aunque en el plano proyectivo utilizamos derivadas parciales para identificar puntos
singulares, para comprender con mayor precision la naturaleza de estas singularidades es
necesario recurrir a las nociones de niimero de intersecciéon y multiplicidad.

De manera intuitiva, la multiplicidad de un punto puede interpretarse como el nimero
de veces que la curva intersecta una recta que pasa por dicho punto, contando intersecciones
con multiplicidad. En particular, un punto proyectivo se denomina singular cuando su
multiplicidad es mayor o igual que dos.

Por lo tanto, antes de caracterizar formalmente las singularidades en el contexto
proyectivo, introduciremos la nociéon de nimero de interseccion y posteriormente la definicién

rigurosa de multiplicidad.
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3.5.1. Numero de interseccion

Definicién 3.5.1.1. Sea F'(X,Y, Z) un polinomio homogéneo que define una curva proyec-
tiva y sea L una recta que pasa por dos puntos Py @ en P2. El polinomio de interseccién

entre la curva y la recta se define como:
O(s,t) = F(sP +tQ).

Observacion 3.5.1.2. Las raices de ®(s,t) determinan los valores del pardmetro para los

cuales la recta L intersecta la curva algebraica proyectiva definida por F'.

Definicién 3.5.1.3. Sea P un punto de interseccién correspondiente al pardmetro (sq : o).
El numero de interseccion de la curva F' con la recta L en el punto P se define como la
multiplicidad de (s : tp) como raiz de la ecuacién polinomial ®(s,t) = 0, y se denota por
I(P,F,L).

Es decir, si ®(s,t) contiene un factor de la forma:
(tos — sot)™,
para algin entero m > 0, entonces:
I(P,F,L) =m.

En otras palabras, el nimero de interseccién de la curva algebraica F'y la recta L en el
punto P, denotado por I(P, F, L), corresponde a la multiplicidad de la raiz asociada en la
ecuacion ®(s,t) = 0. Véase [5, p. 125].

Ejemplo 3.5.1.4. (Numero de interseccion de una curva y una recta,).

Consideremos la siguiente curva algebraica proyectiva:
F(X,Y,Z)=Y?7* - X*Z% + X*.

Sea la recta L dada por X =0y el punto P = [0:0: 1] en RP2

Tomando la carta afin Z = 1, obtenemos la ecuacién:

f(x,y) =y* —2° + .

La recta correspondiente es x = 0. Parametrizando L como:
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el polinomio de interseccién esta dado por:
O(t) = £(0,t) = >

Por definicién, el nimero de interseccion es la multiplicidad de ¢ = 0 como raiz de ®(t),
por lo que:

I(P,F,L)=2.

3.5.2. Multiplicidad de un punto en una curva

La nocién de multiplicidad de un punto también puede interpretarse en el contexto
de curvas proyectivas. Intuitivamente, la multiplicidad describe cuantas veces la curva
intersecta una recta que pasa por dicho punto. Este concepto permite caracterizar la

naturaleza local de la curva alrededor del punto considerado.

Definicién 3.5.2.1. La multiplicidad de un punto P en una curva algebraica I en P? es
el valor minimo de los ntimeros de interseccion I(P, F, L), donde L recorre todas las rectas
que pasan por P.

En otras palabras, se dice que el punto P tiene multiplicidad m > 0 si se cumple que
I(P,F,L)>m
para toda recta L que pasa por P,y existe al menos una recta L que pasa por P tal que
I(P,F,L) =m.
Los puntos con multiplicidad 1,2, 3,4 se conocen como:
= Puntos simples.
= Puntos dobles.

= Puntos triples.

» Puntos cuddruples.

Geométricamente, un punto de multiplicidad m puede interpretarse como un punto
donde la curva presenta varias ramas o direcciones tangentes que se encuentran en dicho

punto. Esto puede observarse en la Figura 3.36.

Ejemplo 3.5.2.2. (Multiplicidad de un punto en la curva algebraica del ocho).

Sea la curva algebraica proyectiva en P?:

F(X,Y,Z)=Y?7* - X*(Z* — X?),
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Figura 3.36
Ejemplos de puntos de multiplicidad 1, 2 y 3.

Nota. Elaboracién propia (2026)

conocida como la curva del ocho (véase la Figura 3.37). Esta curva intersecta la recta
del infinito Z =0 en el punto @ =[0:1:0].

Para determinar la multiplicidad del punto @, consideramos la carta afin Y £ 0 y
definimos
X Z
v i=v

Sustituyendo en el polinomio homogéneo obtenemos la ecuacién

Tr =

f(z,2) = 2% — 2222 + 2.

El punto correspondiente en esta carta es ¢ = (0,0).

Consideramos la recta afin que pasa por ¢ dada por

El polinomio de interseccion es
O(t) = £(0,t) = 2.
Por lo tanto, la multiplicidad de ¢ = 0 como raiz de ®(t) es 2, y se tiene
I(Q,F,L) = 2.

En consecuencia, el punto () es un punto de multiplicidad 2 en la curva. Ademas, puede

verificarse que no existe una recta que pase por () con menor multiplicidad de interseccion.
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Figura 3.37
Curva del ocho.

Y

Nota.8 Elaboracién propia (2026)

3.5.3. Singularidad en el plano proyectivo

En el estudio local de las curvas algebraicas resulta fundamental distinguir aquellos
puntos en los que la curva presenta un comportamiento regular de aquellos en los que su

estructura geométrica se vuelve mas compleja.

Definicién 3.5.3.1. Sea F(X,Y, Z) un polinomio homogéneo que define una curva pro-

yectiva. Un punto P € P? tal que F(P) = 0 se dice punto singular si:

or or or
87X<P):87Y( ):87<P):0'

En caso contrario, el punto se denomina punto no singular (o regular).

Ejemplo 3.5.3.2. (Puntos singulares de una curva algebraica proyectiva).

Consideremos la siguiente curva algebraica proyectiva en P2
F(X,Y,Z)=X*Y?+Y?*Z* + 7°X*.

Un punto singular debe satisfacer simultaneamente:

OF ,, _OF . OF

F(P)=0,  52(P)= 50(P) = 5(P) =0

Calculamos las derivadas parciales:

oF 5 o oF o o oF 5 o
a—X_zX(Y + Z°), a—y_zY(X + Z°), 87_QZ(X +Y7).
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De estas expresiones se deduce que, si ninguna de las coordenadas X, Y o Z es cero,
entonces las derivadas parciales no pueden anularse simultaneamente. Por lo tanto, al

menos una de las coordenadas debe ser igual a cero. Analizamos los siguientes casos:

i) Si X =0, entonces F = Y272, por lo que se obtiene Y =0 0 Z = 0. Esto da lugar a
los puntos [0:0: 1] y [0:1:0].

ii) SiY = 0, entonces F' = X?Z?% de donde X = 0 o Z = 0. Se obtienen los puntos
0:0:1]y[1:0:0].

iii) Si Z = 0, entonces F' = X?Y?, de donde X = 0 0 Y = 0. Se obtienen los puntos
0:1:0]y[1:0:0].

En consecuencia, los tinicos puntos singulares de la curva son:
[1:0:0], [0:1:0], [0:0:1].
Determinamos ahora la multiplicidad de cada uno de ellos.

i) En la carta X # 0, con coordenadas y = % y 2= %, la ecuacién se transforma en:
fly,2) =y* +2° + 2%,

Los términos de menor grado son y? + 2%, de grado 2. Por lo tanto, el punto [1: 0 : 0]

es un punto singular de multiplicidad 2.

ii) En la carta Y # 0, con coordenadas x = % y 2= %, se obtiene:

f(x,2) = 2% + 22 + 2222

Los términos de menor grado son z? + 22, de grado 2. Por lo tanto, el punto [0 : 1 : 0]

es un punto singular de multiplicidad 2.

iii) En la carta Z # 0, con coordenadas = = % yy= %, se obtiene

flz,y) = 2>+ y* + 2%y

Los términos de menor grado son z* + y2, de grado 2. Por lo tanto, el punto [0: 0 : 1]

es también un punto singular de multiplicidad 2.
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En conclusion, la curva cuartica proyectiva
F(X,Y,Z)=X*Y?+Y?*7* + 7°X*?

posee exactamente tres puntos singulares, y cada uno de ellos es un punto doble.

3.6. El Grado de una Curva Algebraica

El grado de una curva algebraica es un concepto fundamental que no solo permite
clasificar curvas algebraicas, sino que también ayuda a comprender sus caracteristicas
geométricas. De acuerdo con lo que Halphen indica [7], es posible clasificar familias de curvas
y examinar su comportamiento de forma sistemética mediante el grado. Intuitivamente, la

complejidad de una curva algebraica se mide a través de su grado.

Definicién 3.6.0.1. El grado de una curva algebraica f se define como el maximo grado
total de los monomios x’y’ que aparecen en el polinomio f(z,y) con coeficientes diferentes
de cero [9]. Es decir:

d=maz{i+j:a;; #0}

donde i + j es el grado del monomio z%y’, que se obtiene sumando los exponentes de = v .

En particular, el polinomio f(z,y) puede escribirse como:
flz,y) = Z%j fiyj
2%

donde los coeficientes a; ; son diferentes de cero solo para ciertos valores de i y j.

En el contexto proyectivo, cuando la curva f C P? estd definida por un polinomio
homogéneo F(X,Y,Z), el grado de homogeneidad de este polinomio coincide con el grado
de la curva. Asi, la idea de grado es compatible con los contextos afin y proyectivo, y sigue
siendo un invariante esencial de la curva.

Geométricamente, el grado de una curva algebraica puede interpretarse como una
medida de cuantas veces una linea intersecta a una curva algebraica. En términos més
sencillos, el grado nos indica cuantos puntos méaximos de intersecciéon pueden existir entre

una linea y la curva algebraica.

Ejemplo 3.6.0.2. (Interseccion de una cibica con una recta).

Consideremos la curva algebraica ctibica f C K? definida por la ecuacion:

f(xny) :y_l‘?)’
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la cual pasa por el punto p = (0,0). Sea la familia de rectas que pasan por el origen:
liry=tr tekK

Para determinar los puntos de interseccién entre la curva algebraica C' y la recta [,
sustituimos la ecuacion de la recta en la ecuacién de la curva algebraica. Asi, obtenemos el

polinomio de interseccién:
fz,tz) = to — 2° = x(t — 2?).
Las soluciones de esta ecuacion son:
xz =0, r =+t

Para t > 0, la recta [, intersecta a la curva algebraica en tres puntos distintos. Cuando
el parametro t tiende a cero, estos tres puntos de interseccion se aproximan al origen. En

el limite t = 0, la recta correspondiente es y = 0 y el polinomio de intersecciéon se reduce a:
=0
lo que indica que la interseccién en el punto p = (0,0) ocurre con multiplicidad tres.

Figura 3.38
fla,y) =y —a°

Nota. Elaboracién propia (2026)

Este ejemplo muestra que una recta puede intersectar a una curva algebraica ciibica en
tres puntos, contados con multiplicidad, ilustrando la relacién entre el grado de una curva

y su complejidad geométrica.
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3.7. El Género de una Curva Algebraica

Intuitivamente la topologia es la rama de las matematicas que se dedica entre otras
cosas al estudio de las propiedades de los cuerpos geométricos que no presentan alteraciones
por transformaciones continuas. En topologia, decimos que dos cuerpos son equivalentes
cuando tienen el mismo ntimero de componentes, huecos e intersecciones. En este contexto,
podemos estirar, doblar, encoger y deformar los objetos, siempre y cuando se haga sin
romper ni separar lo que estd unido ni pegar lo que esta separado.

Un ejemplo muy conocido en topologia consiste en transformar una taza de café con
asa en una dona (toro), ya que este ejemplo ilustra la idea de la equivalencia topoldgica,
que es proyectar el proceso de deformacion de una figura en otra, véase la Figura 3.39.

Imaginemos, por un momento, una taza de ceramica con asa. Vamos a realizar una
deformacion: engrosaremos poco a poco el asa de la taza para hacerla mas amplia, luego
tomaremos la parte principal de la taza (el recipiente). La cual deformaremos para que
se vuelva mas plana y alargada. Para esto, hay que imaginar que estamos estirando la
parte inferior hacia los lados y, posteriormente, pasar a deformar la parte inferior, donde
transformaremos la base abierta de la taza en la estructura cerrada.

De esta manera, podemos estirar y doblar la taza de ceramica hacia adentro para unir
los bordes del agujero. Mientras hacemos esto, notemos que el agujero central que queda al

cerrar la base de la taza estd conectado al asa que se ha engrosado.

Figura 3.39
La Taza y la dona son homeomorfos

P o o

Nota. Elaboracién propia (2026)

Finalmente, ajustaremos de manera que el asa y el agujero se combinen suavemente
para formar una estructura continua, sin bordes, ni cortes ni uniones visibles. Al final,

obtendremos como resultado una dona (toro o toroide), que es una superficie.
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Definicién 3.7.0.1. El género de una superficie (o de una curva algebraica compleja)
es un namero entero no negativo que clasifica topolégicamente superficies compactas y

orientables, representando intuitivamente el niimero de asas o agujeros que posee. Véase
[14, 15]

De manera equivalente, el género puede expresarse en términos de la caracteristica de

FEuler. Si S es una superficie cerrada, entonces se cumple la relacion:

X =2—2g,

donde x es la caracteristica de Euler de la superficie y g es su género. Véase [8].

Por ejemplo, una esfera tiene género 0 (véase la Figura ??), un toro tiene género 1
(véase la Figura ?7) y una superficie con dos asas tiene género 2 (véase la Figura ?77). En

general, el género corresponde al nimero de agujeros que posee la superficie.

Figura 3.40
La esfera de género 0.

Nota. Elaboracién propia (2026)

En el contexto de las curvas algebraicas complejas no singulares, cada curva puede
interpretarse como una superficie de Riemann compacta. En este caso, el género de la

curva coincide con el género topolégico de dicha superficie.
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Figura 3.41
El toro de género 1.

Nota. Elaboracién propia (2026)

Figura 3.42 Figura 3.43

Superficie de género 3. Superficie de género 3

Nota. Elaboracién propia (2026) Nota. Elaboracién propia (2026)

Este concepto serd fundamental, ya que en el caso de curvas algebraicas proyectivas no
)
singulares, el género puede calcularse en términos del grado de la curva, estableciendo una

profunda relaciéon entre propiedades algebraicas y topologicas.



Capitulo 4

La pregunta de Halphen

«Comprender una curva no es solo conocer su ecuacion,

sino entender el lugar que ocupa entre todas las demds.

Georges Halphen.

4.1. Introduccién a la pregunta de Halphen.

El estudio de las curvas algebraicas fue una de las areas mas sobresalientes dentro del
desarrollo de la geometria algebraica durante el siglo XIX. Uno de los matematicos que
contribuy6 de manera significativa a este campo fue Georges Henri Halphen (1844-1889).
Halphen trabajo en diversas areas de las matematicas, entre ellas la geometria enumerativa,
la teoria de invariantes, la geometria proyectiva y, de manera destacada, la geometria
algebraica.

En esta tltima disciplina, Halphen fue reconocido, junto con Max Noether, con el Premio
Steiner en 1882, otorgado por la Universidad Politécnica de Berlin, por sus investigaciones
sobre la clasificacién de curvas algebraicas. En uno de sus tratados, de mas de 200 paginas,
Halphen aborda el problema de la existencia y clasificacion de curvas algebraicas en el
espacio proyectivo de dimension tres. Este problema contintia siendo relevante hasta la

actualidad y constituye parte de la motivacion del presente trabajo de tesis.

4.2. Enunciado de la pregunta de Halphen

En sus investigaciones, Halphen desarrollé un estudio profundo sobre las curvas alge-
braicas en el espacio proyectivo P3.

En este contexto, Halphen formulé la siguiente pregunta:

"Ces deux nombres, h et le degré d, suffisent-ils également a caractériser une

famille de courbes?”[7]

66
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Esta frase puede traducirse al espanol como:

sSon suficientes estos dos numeros, h y el grado d, para caracterizar una

familia de curvas?

Con esta formulacién, Halphen no se limita tnicamente a determinar qué pares (d, g)
pueden realizarse como invariantes de curvas algebraicas en P2, sino que también se pregunta
si el conocimiento de estos invariantes el grado d y el género g (denotado por Halphen
como h en su memoria de 1882) permite identificar la familia geométrica a la que pertenece
una curva dada. [7].

En el lenguaje moderno, la pregunta puede expresarse del siguiente modo:
¢ Qué combinaciones de grado y género son posibles en curvas Algebraicas?

Actualmente, no se tiene una clasificacion completa de todos los pares de enteros (d, g) que
pueden ser realizados por curvas algebraicas en 3. Sin embargo, Halphen propuso una
respuesta parcial en su trabajo. Esta propuesta, aunque notable, no fue del todo rigurosa
segun los estandares contemporaneos.

Posteriormente, una demostracién rigurosa fue desarrollada por Gruson y Peskine,
quienes emplearon herramientas modernas como las variedades de Hilbert y los espacios de
modulos, las cuales permiten estudiar como varian las curvas algebraicas dentro de familias
parametrizadas por invariantes fijos.

Una respuesta parcial a esta pregunta aparece en el caso de curvas algebraicas planas

proyectivas, donde el género esta dado por la férmula:

(d—1)(d—-2)

g: 2

para curvas algebraicas planas proyectivas no singulares. Véase [19, p. 149].

4.3. La férmula del género para

curvas algebraicas complejas planas

A una curva algebraica compleja no singular en el plano proyectivo complejo se le puede
asociar una superficie real compacta de dimensiéon 2.

En esta seccion vamos a deducir el género de una curva algebraica en el plano proyectivo
complejo desde la perspectiva del principio italiano. Hemos optado por esta metodologia
entre las diversas formas de calcular el género porque ofrece una perspectiva clasica y

geométrica, especialmente util para el estudio de curvas algebraicas complejas

Definicion 4.3.0.1. Principio Italiano: Para elecciones genéricas, la topologia de la

situacién no depende de dichas elecciones. [19]
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Por eleccion genérica entendemos una eleccion que evita configuraciones especiales o
degeneradas, de modo que los objetos geométricos se intersectan de la manera mas simple
posible, por ejemplo, en puntos distintos y sin coincidencias especiales.

El principio italiano nos indica que basta con estudiar el ejemplo més simple y represen-
tativo para entender el problema y encontrar una solucién, ya que la topologia no depende
de elecciones particulares.

Como primer paso, usaremos el principio italiano, donde tomaremos una curva algebraica
degenerada que consiste en la union de n rectas genéricas que se intersectan entre si.
Posteriormente, esta curva sera suavizada mediante una pequena perturbaciéon de su
ecuacion, lo que permitird obtener una curva algebraica no singular de grado n.

(n—1)+(n—2)—|—---1:n(n?—1) puntos. (4.1)
Cada una de estas lineas proyectivas complejas es difeomorfa a S? (es decir, S* = CP1).

(n—=1)

La union de estas n esferas no serd suave, ya que contiene “— puntos de interseccion,

uno por cada par de esferas.

Figura 4.1
Una curva algebraica degenerada de grado n consta de n rectas.

Nota. Elaboracién propia (2026)

Definicién 4.3.0.2. Un difeomorfismo entre variedades diferenciables es un isomorfismo
en la categoria de variedades diferenciables; es decir, es una funciéon z entre dos variedades

diferenciables que tiene una inversa diferenciable. [4]

La definicién y ejemplos de variedad diferenciable se pueden consultar en [4].
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Ejemplo 4.3.0.3. (Difeomorfismos entre variedades diferenciables).

i) La recta real R es una variedad diferenciable de dimensién 1. Un ejemplo de un

difeomorfismo en R es la funcién:

fTR— R
flz)=z+1

En general, cualquier funcién diferenciable en todo R que tenga una inversa también

diferenciable es un difeomorfismo.

ii) La circunferencia unitaria en R? denotada como S, es una variedad diferenciable.

Un ejemplo de un difeomorfismo en S! es la funcién:

f:8"— gt

fa(rew) _ rez’(@—i—a)

iii) El toro es una variedad diferenciable, obtenida al tomar el producto de dos circunfe-

rencias S! x S!. La parametrizacién puede expresarse como:

f:]0,27) x [0,27) — R?
f(0,0) = (R4 rcosf)cos ¢, (R + rcosf)sen ¢, rsend)

donde:
o 0 3 1 la ci f i St
y ¢ son parametros angulares que recorren la circunferencia en S*.
e R es el radio mayor del toro.

e 1 es el menor radio del toro. y R > 1.

Ahora bien, si consideramos la ecuacién de nuestra curva algebraica degenerada:
f(xy) =li(z,y) L(z,y) .. la(z,y) =0,
donde cada recta ¢;(x,y) tiene la forma:
li(x,y) = a;x + by + ¢,

y f es el producto de n polinomios de grado 1 que definen las n rectas.
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Al introducir una pequena perturbaciéon € > 0 en la ecuacién:

f(ar,y) = gl(‘xvy) ’ 62(‘%73/) et gn(flj,y) = €.

Esta perturbacion produce una deformaciéon de la curva degenerada original. En parti-
cular, las intersecciones entre las rectas se suavizan, obteniéndose asi una curva algebraica
no singular de grado n.

Esta ecuacion puede escribirse en coordenadas afines. Escogiendo adecuadamente las
coordenadas, todos los puntos de interseccion de nuestras lineas seran finitos y no paralelos.

Cada linea proyectiva compleja es difeomorfa a S? (es decir, S? = CP'), y la unién de
n(n—1)
2

Aplicaremos el suavizado topolégico de un punto de intersecciéon (una deformacién

estas n esferas contiene puntos de interseccion.
topologica). Para esto, eliminaremos un pequetio disco centrado en el punto de interseccién
de cada esfera que se intersecta. Posteriormente, uniremos dos de las esferas mediante un
cilindro que conectara los bordes de los agujeros creados.

Para entender el efecto topologico de esta operacion, seguiremos los siguientes pasos:

n(n—1)
2

de interseccién entre las esferas. Cada uno de estos puntos corresponde a un par

de esferas intersectandose, y a partir de ellos debemos agregar un total de %

i) Agregar cilindros en los puntos de interseccién: Identificamos que hay puntos

cilindros para suavizar estas intersecciones.

ii) Eliminar los discos en las intersecciones: En cada punto de interseccién, elimina-
mos n(n — 1) pequenos discos, creando agujeros en las esferas involucradas en las

intersecciones. Esto genera n(n — 1) agujeros en total.

iii) Conectar una esfera inicial con las demds: Elegimos una de las esferas como la esfera
inicial y la conectamos con las otras n — 1 esferas mediante cilindros. Cada cilindro
se adhiere a los bordes de dos agujeros: uno en la esfera inicial y otro en la esfera con
la que se conecta. Por lo tanto, cada cilindro elimina dos agujeros. Como se utilizan
n — 1 cilindros para realizar estas conexiones, se eliminan en total 2(n — 1) agujeros.
Recordando que inicialmente se habian eliminado n(n — 1) discos al considerar todas
las intersecciones, después de este paso quedan: n(n —1) —2(n — 1) = (n — 1)(n — 2)

agujeros en la superficie.

iv) Agregar cilindros para completar el suavizado: Finalmente, conectamos los agujeros
restantes (que corresponden a las intersecciones entre las demas esferas) por pares

mediante cilindros adicionales. Como en este punto permanecen (n—1)(n—2) agujeros

(n=1)(n=2)

y cada cilindro conecta dos de ellos, el nimero de cilindros necesarios es 5 :
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Este paso completa el proceso de suavizado de todas las intersecciones y cada uno de

estos cilindros introduce un tunel en la superficie resultante.

v) Como resultado: Vamos a obtener una superficie con

(n—1)(n—2)
2

una por cada tubo agregado en el iltimo paso de la operacion.

asas (4.2)

En topologia, una asa puede entenderse como un tunel o tubo que atraviesa una super-
ficie. Para superficies compactas y orientables, el nimero de asas coincide con el género de
la superficie. Por ejemplo, la esfera tiene género 0, el toro tiene género 1, y una superficie
con dos tuneles tiene género 2. En la construccién anterior, cada cilindro agregado en el

ultimo paso genera una asa en la superficie resultante.

Esta férmula es conocida como la férmula del género para curvas planas suaves [9, 17, 19],
que nos proporciona la descripcion topologica de una curva algebraica no singular de grado

n en el espacio proyectivo complejo.

Figura 4.2
El toro: curva algebraica de género 1.
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Nota. Elaboracién propia (2026)

Observacion 4.3.0.4. La férmula del género nos indica que no todas las superficies
compactas pueden ser representadas como una curva algebraica no singular en el plano

proyectivo complejo.
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4.4. Ejemplos del proceso de suavizado y la férmula

del género

Para ilustrar el procedimiento de suavizado descrito anteriormente, analizaremos algunos
casos particulares correspondientes a valores pequetios del grado n. Partimos de una unién
de n rectas en posicion general y estudiamos cémo el suavizado de sus intersecciones
produce una curva algebraica proyectiva suave. Estos ejemplos permiten observar como la
complejidad topoldgica de la curva aumenta conforme crece el grado.

Recordemos que una unién de n rectas en posicion general tiene:

n(n —1)
2

puntos de interseccion. En cada uno de estos puntos se eliminan pequenos discos alrededor
de la singularidad y posteriormente se conectan los bordes mediante cilindros. Este proceso
elimina las singularidades y produce una superficie suave.

Desde el punto de vista topoldgico, cada cilindro adicional introduce un tunel en la
superficie. Estos tuneles corresponden exactamente a las asas de la superficie, y su nimero

coincide con el género de la curva.

Observacion 4.4.0.1. En los ejemplos anteriores denotamos por n el nimero de rectas en
posicién general cuya union forma una curva algebraica degenerada. Es importante notar
que dicha curva tiene grado n, ya que cada recta es de grado 1 y el grado de la union es la
suma de los grados.

Por lo tanto, en este contexto podemos identificar d = n en la férmula del género

(d—1)(d-2)

9= B )

lo que justifica el uso de n en lugar de d en los calculos realizados.

Ejemplo 4.4.0.2. (Ejemplo de suavizado topoldgico para n =1).
Consideremos primero el caso n = 1. En esta situacién la curva algebraica degenerada
consiste simplemente en una tunica recta. Como no existen otras rectas con las cuales
intersectarse, no aparecen puntos de interseccion.
Por lo tanto, no es necesario realizar ningtin proceso de suavizado. La curva resultante es
simplemente la recta proyectiva compleja. Este comportamiento se observa en la Figura 4.3.
Aplicando la férmula del género, pordemos confirmar que, enfecto que la curva algebraica

es 0.

(1-2(1-1)

5 =0

g:
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Esto indica que la curva no posee agujeros por lo que tenemos una recta proyectiva

Figura 4.3
Recta proyectiva compleja.

Nota. Elaboracién propia (2026)

Ejemplo 4.4.0.3. (Ejemplo de suavizado topoldgico para n = 2).
Consideremos ahora el caso n = 2. La curva algebraica degenerada esta formada por dos
rectas que se intersectan en un tnico punto. Esto lo podemos corroborar con la formula
que nos dice cuantos puntos de interseccion hay. Sustituyendo, tenemos:

nn—1) 2(2-1)

== :1
2 2

punto de interseccién.

Para realizar el suavizado de esta interseccion, eliminamos un pequeno disco alrededor
del punto de interseccion en cada una de las dos esferas que representan las rectas proyectivas
complejas (recordemos que las rectas proyectivas complejas son difeomorfas a S?). Esto
produce dos agujeros en la superficie.

Posteriormente, conectamos los bordes de estos agujeros mediante un cilindro. Esta
operacion elimina la singularidad correspondiente a la interseccion de las rectas y produce
una superficie suave.

En este caso, la conexién de las dos esferas queda atyravez del cilindro y como resultado
es una superficie topolégicamente equivalente a una esfera. Este comportamiento se observa
en la Figura 4.4.

Aplicando la férmula del género, pordemos confirmar que, enfecto que la curva algebraica
es 0.

(2-2)(1-2)

:—:O
g 2
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Figura 4.4
Proceso de suavizado para n = 2

H% M

Nota. Elaboracién propia (2026)

Ejemplo 4.4.0.4. (Ejemplo de suavizado topoldgico para n = 3).
Consideremos ahora el caso n = 3. La curva algebraica degenerada esta formada por tres
rectas que se intersectan en tres puntos. Esto puede corroborarse mediante la férmula que
determina el nimero de puntos de interseccion. Sustituyendo, obtenemos:

n(n—1) 3(3-1)

= = 3
2 2 ’

puntos de interseccion.

Para realizar el suavizado, eliminamos pequenos discos alrededor de cada punto de
interseccién en las esferas que representan a las rectas proyectivas complejas. Posteriormente,
conectamos los bordes de estos discos mediante cilindros. Cada cilindro elimina una
singularidad y genera un tinel en la superficie, reflejando la estructura topoldgica de la
curva suavizada.

Como resultado, obtenemos una ctbica suave y no singular, cuya superficie proyectiva
es homeomorfa a una esfera con un solo “asa” o tunel. Este comportamiento se ilustra en
la Figura 4.5.

Aplicando la férmula del género:

3-1)(3-2)
2

g= =1.

Esto significa que la superficie resultante tiene exactamente un agujero. Por lo tanto,

desde el punto de vista topoldgico, la curva algebraica es equivalente a un toro.
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Figura 4.5
Proceso de suavizado para n = 3

—

Nota. Elaboracién propia (2026)

Ejemplo 4.4.0.5. (Ejemplo de suavizado topoldgico para n = 4).
Consideremos ahora el caso n = 4. La curva algebraica degenerada esta formada por cuatro
rectas, las cuales se intersectan en seis puntos. Esto puede corroborarse mediante la férmula

que determina el nimero de puntos de interseccion. Sustituyendo, obtenemos:

nin—1) 4(4-1)
2 2

=6,

puntos de interseccion.

Para realizar el suavizado, eliminamos pequenos discos alrededor de cada punto de
interseccién en las esferas que representan a las rectas proyectivas complejas. Posteriormente,
conectamos los bordes de estos discos mediante cilindros. Cada cilindro elimina una
singularidad y genera un tinel en la superficie, reflejando la estructura topoldgica de la
curva suavizada.

Como resultado, obtenemos una curva de grado cuatro suave y no singular, cuya superfi-
cie proyectiva es homeomorfa a una esfera con varios “asas” o tuneles. Este comportamiento
se ilustra en la Figura 4.6.

Aplicando la férmula del género:

Esto significa que la superficie resultante tiene exactamente tres agujeros. Por lo tanto,
desde el punto de vista topoldgico, la curva algebraica es equivalente a una superficie de

género 3.
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Figura 4.6
Proceso de suavizado para n = 3

Nota. Elaboracién propia (2026)

Ejemplo 4.4.0.6. (Ejemplo de suavizado topoldgico para n =5).

Consideremos ahora el caso n = 5. La curva algebraica degenerada esta formada por cinco

rectas, las cuales se intersectan en varios puntos. Esto puede corroborarse mediante la

formula que determina el nimero de puntos de interseccion. Sustituyendo, obtenemos:
n(n—1) 5(5—-1)

= =10
2 2 ’

puntos de interseccion.

Para realizar el suavizado, eliminamos pequenos discos alrededor de cada punto de
interseccion en las esferas que representan a las rectas proyectivas complejas. Posteriormente,
conectamos los bordes de estos discos mediante cilindros. Cada cilindro elimina una
singularidad y genera un tunel en la superficie, reflejando la estructura topolédgica de la
curva suavizada.

Como resultado, obtenemos una curva de grado cinco suave y no singular, cuya superficie
proyectiva es homeomorfa a una esfera con varios “asas” o tuneles. Este comportamiento
se ilustra en la Figura 4.7.

Aplicando la férmula del género:

(5-1)(5-2)

5 = 6.

g —=
Esto significa que la superficie resultante tiene exactamente seis agujeros. Por lo tanto,
desde el punto de vista topoldgico, la curva algebraica es equivalente a una superficie de

género 6.
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Figura 4.7
Procesa de suavizadoe para n = 5

- - —
L~ By ¥

Nota. Elaboracidn propia (2026)

4.5. Relacion entre grado y género

en curvas algebraicas

Una de las relaciones fundamentales en matematicas, v en particnlar en el estudio de
curvas algebraicas, es la que existe entre el grado v el género. Esta relacion nos ayuda a
entender como el niimero de intersecciones presentes en una curva algebraica puede afectar
la topologia de la misma.

La formula del género para curvas algebraicas complejas v planas estd dada por la
formula (4.2), donde d representa el grado de la curva algebraica v ¢ su género. La formula
que dedujimos mediante el principio italiano coineide con la expresion del género topoldgico,
geométrico v aritmdético,

No obstante, debemos considerar los casos en que la curva algebraica posee puntos
singulares, va que estos afectan directamente su topologia. Para estas situaciones, partimos
de nnestra formula del género v restamos las contribuciones de los puntos singulares.

Cuando la curva presenta singularidades, la formula debe corregirse. En este contexto,
definimos el género geométrico como el género de la curva suave obtenida al normalizar f,

abteniendio:
(d — 1)(d — 2)

2

T b

Pesing(f]

donde el mimero dp mide qué tan compleja es la singularidad en P [13, 16].

Ahora que comprendemos la relacion entre el grado v el género de una eurva algebraica,
podemos ver como esto se conecta directamente con la Pregunta de Halphen, al menos en
¢l caso del plano proveetivo P2,

En P?, una curva algebraica no singular de grado o tiene un género dado por la [drmula:

_[d=1){d-2)
-2

.
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Esta expresion nos indica que, para curvas planas suaves, el género estd completamente
determinado por el grado. En otras palabras, el par (d, g) describe de manera tunica la
topologia de la curva en el plano proyectivo complejo.

Por lo tanto, en el contexto de P2, la Pregunta de Halphen sobre si el grado y el género
son suficientes para caracterizar una familia de curvas recibe una respuesta clara: si, al
menos para curvas planas no singulares. Cada par (d, g) posible corresponde a una familia
de curvas algebraicas complejas de grado d y género g.

Por lo tanto, en el contexto de P2, la Pregunta de Halphen sobre si el grado y el género
son suficientes para caracterizar una familia de curvas recibe una respuesta clara en el caso
de curvas planas no singulares. En efecto, el género de una curva plana suave de grado d
estd completamente determinado por la férmula

(d—1)(d—-2)

g="—"75 "

Esto implica que, para curvas planas no singulares, el género no constituye un parametro
independiente: queda determinado tinicamente por el grado. En consecuencia, todas las
curvas planas suaves de grado d tienen el mismo género.

De esta manera, una familia de curvas planas no singulares queda esencialmente
determinada por el grado del polinomio homogéneo que define la curva, mientras que el
género describe su complejidad topoldgica y se obtiene directamente a partir de dicho
grado.

Esta observacién también nos sirve como motivacién para estudiar curvas en P2, donde
la situacion es mas compleja: el conocimiento del grado y del género ya no garantiza, en
general, la identificacién de la familia geométrica de la curva. La simplicidad del plano
proyectivo nos permite visualizar de manera clara la relaciéon fundamental entre grado y
género, preparando el terreno para explorar los casos mas generales en el espacio proyectivo
de dimensién tres.

La relacion entre el grado y el género es primordial para la geometria algebraica, ya
que nos permite realizar una clasificaciéon mediante un invariante que describe tanto su
estructura topoldgica, geométrica y algebraica. Asimismo, esta relacién nos ayuda a orientar
la comprension de la Pregunta de Halphen, que constituye la motivacion principal de esta

tesis.
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Combinaciones de grado y género en

curvas algebraicas

«La verdadera esencia de las matemdticas radica en su

capacidad de hablar de lo invisible a partir de lo visibley.

A. Grothendieck

El estudio del género de una superficie algebraica tiene raices en el trabajo de Riemann,
quien introdujo las superficies que hoy en dia llevan su nombre para tratar de comprender
las funciones complejas multivaluadas [1, 14]. Este enfoque permitié clasificar superficies
compactas orientables segiin su género: esfera (género 0), toro (género 1), y asi sucesivamente
[14].

En el contexto de la geometria algebraica, el género reaparece como un invariante
fundamental en la clasificacion de curvas proyectivas suaves. La Pregunta de Halphen se
centra precisamente en entender qué combinaciones de grado y género pueden ocurrir en
este tipo de curvas. Este capitulo explora esa relacion y analiza los casos posibles a partir

de la férmula del género [9, 6, 11].

5.1. Combinaciones posibles en curvas algebraicas sua-

ves en P?

En geometria algebraica, el género aparece como un invariante fundamental para la
clasificacién de curvas algebraicas proyectivas planas [9]. La pregunta de Halphen, que
constituye la motivacién para esta tesis, se centra en tratar de entender qué combinaciones
de grado y de género pueden ocurrir para este tipo de curvas algebraicas [7, 9].

Para estudiar la relacion entre estos invariantes utilizaremos la formula del género:

(d—1)(d—2)

g="—7%

Esta férmula la hemos deducido utilizando la idea clasica de la escuela italiana de
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geometria algebraica [19]. El argumento consiste en comenzar con un caso degenerado

formado por la unién de d rectas, el cual presenta:

d(d—1)
2

puntos de interseccion.

Posteriormente se introduce una pequena perturbacién en la ecuacion que define este
conjunto de rectas. Esta perturbacion suaviza las intersecciones entre las rectas y produce
una curva algebraica proyectiva no singular de grado d.

Desde el punto de vista topoldgico, el proceso de suavizado transforma las singularidades
de interseccién en tuneles de la superficie resultante. Como consecuencia, la superficie

resultante posee
(d—1)(d—-2)

2
asas, que corresponden precisamente al género de la curva.

Este procedimiento ilustra la idea fundamental del enfoque italiano: estudiar el caso
general de una curva algebraica a partir de un caso degenerado mas simple mediante
pequenas deformaciones.

En la siguiente tabla, se puede observar que, para curvas algebraicas suaves en P2, los
grados pequenos corresponden a géneros igualmente pequenos, mientras que, a medida que
el grado aumenta, el género crece rapidamente.

Para grados pequetios, el género puede calcularse directamente mediante argumentos

geométricos explicitos. En particular

Grado d | Género ¢ |||| Grado d | Género g
1 0 11 45
2 0 12 55
3 1 13 66
4 3 14 78
5 6 15 91
6 10 16 105
7 15 17 120
8 21 18 136
9 28 19 153
10 36 20 171

Cuadro 5.1: Combinaciones de grado y género para curvas algebraicas suaves en P2

= Parad =1y d = 2 se obtiene género g = 0,

» Para d = 3 se obtiene género g = 1, como ya se mostr6 anteriormente.
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Los casos de grados mayores pueden analizarse de manera similar mediante el proceso
de suavizado. En esta tesis se estudiaron también los casos d =4 y d = 5, donde el andlisis
topologico obtenido al suavizar las intersecciones permite contar el nimero de asas de la
superficie resultante.

Estos ejemplos muestran de manera concreta que, al fijar el grado d, el género de la
curva queda determinado por la expresion:

(d—1)(d—2)

g="—7%

En particular, se observa que la complejidad topologica de la curva aumenta conforme
crece el grado, ya que cada incremento en d introduce nuevas asas en la superficie asociada
a la curva.

Para curvas algebraicas suaves en el plano proyectivo P2, la férmula del género determina,
de manera exhaustiva la relacién entre el grado d y el género g. En este contexto, no existe
ambigiiedad respecto a qué pares (d, g) pueden aparecer como grado y género de una curva

algebraica plana suave.

Figura 5.1
Grafica de combinaciones de grado y género para curvas suaves en P2.

Relacion entre Grado (d) y Género (g) (g <= 10)
g=10

—
o
L

Género (g)
O H N W ke U~ 0 W

Grado (d)
Nota. Elaboracién propia (2026)

Por lo tanto, en el caso de curvas planas no singulares en P2, la cuestién planteada por
Halphen admite una respuesta completa: el género queda completamente determinado por

el grado mediante la férmula del género.
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Conclusiones

«En matemdticas, comprender una estructura es descubrir

las conexiones que la hacen posible. »

Anénimo

En este trabajo se estudié la relacion entre el grado y el género de curvas algebraicas
proyectivas en el plano proyectivo de dimension 2, tomando como punto de partida la
pregunta planteada por Georges Halphen, la cual busca entender qué combinaciones de
estos invariantes pueden presentarse en familias de curvas algebraicas.

Para abordar este problema, se desarrollaron los fundamentos necesarios sobre curvas
algebraicas y su planteamiento en el plano proyectivo, asi como el estudio de intersecciones
y singularidades. Estos elementos permitieron comprender la estructura geométrica de las
curvas y establecer el contexto adecuado para analizar la relacién entre grado y género.

El resultado central del trabajo fue la deduccién e interpretacion de la férmula del

género:
(d—1)(d—2)
2 Y

valida para curvas algebraicas proyectivas no singulares. Esta deduccion se realizo a partir

de una union de rectas y mediante un proceso de suavizado, siguiendo ideas clasicas de la
geometria algebraica inspiradas en la escuela italiana. Desde el punto de vista topoldgico,
este procedimiento permite transformar los puntos de interseccién en tineles o asas de la
superficie asociada a la curva, lo que da lugar al valor del género.

El anélisis de ejemplos concretos para grados pequenios, en particular los casos d = 1,2,3,4
y 5, permiti6 ilustrar de manera explicita este proceso. En dichos casos, el suavizado de las
intersecciones hace posible visualizar como la complejidad topologica de la curva aumenta
con el grado, reflejada en el nimero de asas de la superficie.

A partir de estos resultados, se concluye que, para curvas algebraicas suaves en el plano
proyectivo, el género queda completamente determinado por el grado. En consecuencia, las
posibles combinaciones (d, g) no son arbitrarias, sino que estdan dadas por la férmula del
género. De esta manera, en este contexto, la pregunta de Halphen admite una respuesta

clara y completa.
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Sin embargo, este panorama cambia al considerar contextos méas generales. En el caso
de curvas con singularidades o curvas en espacios proyectivos de mayor dimensioén, el grado
y el género ya no son suficientes para describir completamente una familia de curvas, lo
que da lugar a problemas mas complejos de clasificacion.

En este sentido, la pregunta de Halphen se relaciona con desarrollos mas profundos en
geometria algebraica. Entre las contribuciones mas relevantes se encuentran los trabajos de
Guido Castelnuovo, quien establecié resultados fundamentales en la clasificacién de curvas,
asi como el enfoque moderno presentado por Robin Hartshorne, que formaliza estas ideas
dentro de la teoria contemporanea.

Asimismo, resultados mas recientes, como los de Laurent Gruson y Christian Peskine,
asi como los de Johann Rathmann, estudian restricciones mas finas sobre las posibles curvas
en espacios proyectivos. En estos trabajos, el enfoque es principalmente algebraico y se
apoya en herramientas avanzadas que permiten obtener resultados generales en contextos
mas amplios.

En contraste, en esta tesis se adopté un enfoque de caracter mas geométrico y topologico,
basado en el estudio de curvas degeneradas y su posterior suavizado. Este punto de
vista permite interpretar el género como el nimero de asas de la superficie asociada,
proporcionando una comprension mas intuitiva de la relacién entre grado y género.

Ambos enfoques resultan complementarios: mientras que el enfoque algebraico permite
establecer resultados generales con gran nivel de abstraccion, el enfoque geométrico facilita
la comprensién del fendmeno en casos concretos y constituye una via accesible para
introducirse en problemas mas profundos de la geometria algebraica.

Finalmente, este trabajo no solo permite comprender de manera completa el caso de
curvas planas no singulares, sino que también sirve como punto de partida para el estudio de
problemas abiertos y actuales en la clasificacion de curvas algebraicas, donde la interaccion
entre métodos algebraicos, geométricos y topologicos contintia siendo un area activa de

investigacion.
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