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CAPITULO 1

INTRODUCCION

Los sistemas dinamicos, siempre han estado presentes a lo largo de la historia, desde que
el ser humano comenzd a observar y tratar de predecir los fenémenos de su entorno. Las
leyes de Newton, expuestas a finales del siglo XVII, fueron la primer estructura que ayudo a
modelar dichos fenémenos, ya que implicaba conocer la trayectoria que seguiria una particula
al aplicarle una fuerza conocida. Sin embargo, estas leyes contienen una condicién: conocer
la posicién y velocidad de la particula en el instante inicial (condiciones iniciales) [1]. Basado
en estos hechos, en 1776 el matematico francés Pierre Simon de Laplace afirmaba que, si
se conociera la velocidad y la posicion de todas la particulas del universo en un instante
dado, entonces se podria predecir su pasado y futuro para el resto de los siglos, siendo esta
afirmacién un pilar crucial para el andlisis del determinismo de los sistemas dinamicos. Sin
embargo, en la actualidad sabemos que existen fenémenos que cuentan con un grado de im-
predicibilidad y desorden, lo que hoy se conoce como teoria del caos.

Sin embargo, llegar a la conclusion de que en nuestro entorno existen fenémenos imprede-
cibles no fue una tarea facil. Un gran avance se produjo con el trabajo de Poincaré a finales
del siglo XIX quien incorporé un nuevo punto de vista que enfatizaba lo cualitativo mas
que lo cuantitativo al cuestionarse si el sistema solar era estable para todo tiempo ¢, desa-
rrollando con esta incognita un poderoso enfoque geométrico para analizar estas cuestiones
[18]. Poincaré fue también la primera persona en vislumbrar la posibilidad del caos. En 1903
escribio lo siguiente:

. nosotros solamente podemos conocer la situacion inicial de manera aproxrimada. Si
esto nos permitiera predecir la situacion que sigue en el tiempo con la misma aproxima-
cion, es todo lo que necesitariamos, y podriamos decir que el fenomeno ha sido predicho,
que estd regido por leyes. Pero esto no es siempre asi; puede ocurrir que pequenas diferencias
en las condiciones iniciales produzcan condiciones muy diferentes en los fenomenos finales
St un pequeno error en las condiciones iniciales produce un enorme error en las condiciones
finales, la prediccion se vuelve imposible y tenemos un fendmeno fortuito [1].

A pesar de sus aportaciones, las ideas de Poincaré fueron ignoradas durante mucho tiem-
po. Si su trabajo hubiera sido retomado con mayor interés, la teoria del caos podria haberse
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desarrollado mucho antes [1]. No fue sino hasta 1963 cuando Lorenz descubrié por primera
vez el movimiento cadtico en un atractor extrano, mientras estudiaba un sistema simplificado
disenado para modelar el clima.

Lorenz encontro que las soluciones a sus ecuaciones nunca se estabilizaban en un equilibrio
ni en un estado periédico, sino que continuaban oscilando de manera irregular y aperiodica.
Ademas, al iniciar sus simulaciones con condiciones iniciales apenas distintas, observo que los
comportamientos resultantes divergian rapidamente, volviéndose completamente diferentes.
A pesar de esta aparente aleatoriedad, también identificé una estructura en el caos, cuando
las soluciones de sus ecuaciones se representaban en tres dimensiones, se organizaban en un
conjunto de puntos con forma de mariposa [18]. Este descubrimiento marcé el nacimiento
formal de la teoria del caos, que hoy se aplica en numerosos campos como la biologia, la
economia y la fisica.

En el ambito de las finanzas y los ciclos econémicos, la presencia de caos determinista
implica que pequenas variaciones en parametros estructurales o en las condiciones iniciales
pueden generar fluctuaciones abruptas y no lineales, dificultando la prediccion a largo plazo.
Esta perspectiva ha dado origen a una linea de investigacion que utiliza la teoria del caos y de
las bifurcaciones para modelar fenémenos como las crisis financieras, los ciclos de inversion
y las dindmicas de mercado [11].

Diversos modelos matematicos han evidenciado la presencia de distintos comportamien-
tos, como ciclos limite e incluso dinamicas cadticas en el ambito financiero, entre los que se
encuentran el modelo de Van der Pol (VDP), el modelo Kaldor-Kalecki y el modelo financiero
con retardos de Chen, por mencionar solo algunos.

Estos ejemplos ilustran que el caos financiero no es sinénimo de desorden absoluto, sino
el resultado de estructuras deterministas complejas que producen patrones aparentemente
aleatorios. Reconocer este tipo de dinamicas permite enriquecer la comprension de fenéme-
nos como las crisis financieras, la volatilidad de los mercados y la persistencia de los ciclos
econdmicos, ofreciendo una vision alternativa a la estabilidad.

1.1. Motivacion

Actualmente, modelar la dindmica financiera conlleva un gran desafio, ya que predecir
y analizar datos econémicos centrales es cada vez mas complejo. Los mercados financieros
exhiben una amplia variedad de fenémenos impredecibles, como tasas de interés extrema-
damente bajas o negativas, fluctuaciones en los precios de las materias primas, acumulacion
de capital y cambios en la inversion, asi como riesgos y crisis econémicas, entre otros [I1].
Por otra parte, la interaccién entre los ofertantes de crédito y los clientes se desarrolla en un
entorno altamente dinamico e incierto, donde con frecuencia surgen imprevistos. Ademas, los
mercados financieros no se pueden eliminar, aun cuando estén plagados de distorsiones, por
lo tanto, es mejor conocerlos, entenderlos y regularlos en caso de que no se esté llegando a la
solucién 6ptima para la humanidad [3].

Si bien la teoria del caos ha aportado una estructura sélida para el estudio de fenémenos
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impredecibles, hasta el dia de hoy no se ha aplicado de manera suficiente en la teoria y en la
préactica financiera. No obstante, investigaciones como las de Klioutchnikov [11] argumentan
lo siguiente:

1. La teoria del caos es competitiva y podria convertirse en un enfoque conveniente para
el estudio del mercado financiero.

2. Las finanzas tradicionales no consideran la dinamica, mientras que la teoria del caos
se basa precisamente en la evolucién dinamica de los sistemas, lo que permite que su
aplicacion se acerque mas a la realidad.

3. La inestabilidad no esta ligada exclusivamente a las crisis financieras.

Por ello la eleccion de estudiar la dindmica del mercado financiero, para tratar de com-
prender y analizar con mayor precisién la complejidad inherente de este sistema. Ademas, al
considerar una retroalimentacién, u(t), la cual conlleva a introducir un peso K para la toma
de decisiones y retardos temporales 7, pueden inducir a dindmicas ain mas complejas dentro
del sistema, las cuales son de interés estudiar para analizar su comportamiento.

1.2. Objetivos

s Generales

e Analizar y explorar el efecto del cambio en los retardos 7y, 7 y el peso K de la
retroalimentacion u(t) = K[z(t) — z(t — 7)], en el comportamiento del sistema
financiero de Chen [2], debido a la obtencién retrasada de informacién financiera.

= Especificos

e Describir y comprender las caracteristicas fundamentales del modelo financiero y
como sus componentes permiten describir fenémenos econémicos.

e Implementar una retroalimentaciéon en el modelo financiero con el objetivo de
describir con mayor precisiéon la dinamica financiera, al incluir retardos temporales.

e Realizar y analizar el diagrama de bifurcacién para la toma de decisiones K y los
retardos 7 y 7o.

e Identificar si existen parametros de bifurcacién que impliquen un cambio en la
dinamica del modelo financiero.

1.3. Justificacion

Los érganos reguladores y los ofertantes de crédito toman decisiones sobre ajustes en la
tasa de interés con base en informacion financiera que, en muchos casos, se encuentra diferida
en el tiempo. Dicha informacién puede generar efectos no triviales en la dinamica del sistema
financiero, introduciendo comportamientos complejos que pueden manifestarse en forma de
ciclos limite e incluso dinamicas cadticas.



4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

El estudio de estos fenémenos resulta fundamental, ya que una comprension detallada de
los efectos del retardo en la evolucion de los mercados financieros permite no solo describir
mejor sus fluctuaciones, sino también evaluar posibles estrategias de regulacién que miti-
guen riesgos sistémicos. En este contexto, el andlisis de bifurcaciones en modelos financieros
con retardos se vuelve una herramienta poderosa para identificar transiciones criticas en la
dinamica del sistema y sus implicaciones en la estabilizacién.

Ademas, la incorporacién de una retroalimentacion no lineal, basada en la diferencia pon-
derada de la tasa de interés entre valores presentes y pasados, y regulada por una constante
de proporcionalidad K, permite analizar y distinguir entre comportamientos ciclicos (K > 0)
y anticiclicos (K < 0). Dichos comportamientos contribuyen o contrarrestan las fluctuaciones
inherentes al ciclo econémico, generando fases de auge y depresion (véase Fig. 1.3.1).

Esta investigacién busca contribuir al entendimiento de estos procesos mediante el estudio
de un modelo financiero con retardos, proporcionando una perspectiva matematica que per-
mita caracterizar su comportamiento y aportar elementos tutiles para la toma de decisiones
en el ambito financiero.

x N

Depresion

~ WV

Tiempo

Figura 1.3.1: Ciclo econémico

1.4. Estructura de la tesis

El presente trabajo esta dividido en 5 capitulos que son descritos a continuacién:

= Capitulo 1. Presenta una visiéon general sobre la historia de la dindamica y la teoria
del caos. Ademads, expone los motivos y objetivos de esta investigacion, asi como su
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justificacion, proporcionando un contexto amplio del problema abordado.

Capitulo 2. Introduce los conceptos y teorias fundamentales que sustentan esta inves-
tigacion. Se abordan temas relacionados con sistemas dinamicos, sistemas con retardos
y las condiciones bajo las cuales estos pueden presentar dinamicas cadticas. Ademads,
se describen herramientas esenciales para el andlisis del caos, como los diagramas de
bifurcacién y las secciones de Poincaré. Finalmente, se mencionan algunos modelos que
han sido empleados para estudiar la dindmica financiera.

Capitulo 3. Se presenta de manera detallada el modelo financiero de dimension infinita

estudiado en este trabajo. Se obtienen y analizan los puntos de equilibrio, asi como su
estabilidad.

Capitulo 4. Contiene el analisis computacional realizado, en el que se identifican y
discuten distintos comportamientos dindmicos que emergen en el modelo financiero
bajo ciertas configuraciones de parametros.

Capitulo 5. Expone las conclusiones de la investigacién y senala posibles brechas de
trabajo a futuro.

1.5. Contribuciones

Durante el desarrollo de este trabajo se realizaron diversas presentaciones en congresos y
escuelas nacionales, las cuales permitieron compartir los avances de la investigacion y obtener
retroalimentacion académica. Entre ellas se incluyen:

Salinas-Gutiérrez, Jesus; Gonzélez-Olvera, Marcos Angel; Flores-Peréz, Anahi. Mode-
lo financiero con andlisis de retardo y su comportamiento caodtico. XXXI
Escuela Nacional de Optimizacién y Analisis Numérico (ENOAN) 2023. Cuernavaca,
Morelos. Modalidad: Cartel, el cual fue galardonado con el reconocimiento a mejor
cartel nivel licenciatura.

Salinas-Gutiérrez, Jesus; Gonzalez-Olvera, Marcos Angel; Flores-Peréz, Anahi. Modelo
financiero con andlisis de retardo y su comportamiento caotico. 56° Congreso
Nacional de la Sociedad Matemdtica Mexicana (SSM) 2023. San Luis Potosi, S.L.P.
Modalidad: Cartel.

Salinas-Gutiérrez, Jesus; Gonzalez-Olvera, Marcos Angel; Flores-Peréz, Anahi. Andli-
sts de bifurcacion de un modelo financiero cadtico con retardos. XXXII Es-
cuela Nacional de Optimizacién y Anélisis Numérico (ENOAN) 2024. Durango, Dgo.
Modalidad: Ponencia por solicitud.

Salinas-Gutiérrez, Jesus; Gonzalez-Olvera, Marcos Angel; Flores-Peréz, Anahi. Com-
portamientos caoticos en un modelo financiero de dimension infinita. XVIII
Jornadas de modelacién matematica 2025. San Lorenzo Tezonco, CDMX. Modalidad:
Cartel.






CAPITULO 2

ANTECEDENTES

2.1. Sistemas dinamicos

2.1.1. Definicion y clasificacién de sistemas dinamicos

Un sistema dindmico es un conjunto de ecuaciones matematicas que modelan la evolucién
en el tiempo de ciertas variables, estas ecuaciones pueden representar distintos fenémenos de
nuestra vida cotidiana, tales como procesos fisicos, biolégicos e incluso situaciones relacio-
nadas con el mercado financiero. Un sistema dinamico se puede representar de la siguiente
manera;

jjl = fl(xla Loy axn)

i‘Q — fQ(xla Ty~ ,.’L'n)
(2.1)

j:n = fn(xlax% te 7xn)
Donde, el punto sobre la variable x denota diferenciacién con respecto a ¢ (tiempo), es
decir z; = df; parai¢ = 1,2, ---  n. Las x; representan las variables que dependen del contexto

del problema. Por ejemplo, podrian ser las tasas de crecimiento de una poblaciéon celular, la
presion arterial en distintas fases del ciclo cardiaco, las tasas de interés en diferentes periodos,
etcétera. Las funciones fi, fo, -+, f, describen como varian estas variables y estan definidas
segun las caracteristicas especificas del sistema en estudio. En este marco, cada x; recibe
el nombre de variable de estado, ya que en conjunto determinan el estado del sistema en
un instante dado. El estado resume toda la informacién necesaria del pasado para predecir
la evolucién futura mediante las ecuaciones del sistema. De esta manera, conocer el vector
de estado x(t) = (x1(t),z2(t),...,x,(f)) en un tiempo inicial es suficiente para describir la
trayectoria temporal del sistema.

A lo largo de la historia, los sistemas dinamicos se han clasificado de distintas maneras.
Dependiendo la forma en que estd formulado, los sistemas pueden ser:

= Continuos o discretos:
Si el tiempo evoluciona de manera continua (¢ € R) se dice que el sistema es Continuo;

7
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Si el tiempo evoluciona de manera discreta (¢t € N) se dice que el sistema es Discreto,
ademas, este tipo de sistemas estan modelados generalmente mediante una funcién de
recurrencia.

= Lineales o no lineales:
Esta clasificacion dependera de las funciones que describen el sistema en estudio, es
decir, si son lineales en sus variables y sus derivadas o presentan términos no lineales.

s Deterministas o estocdsticos:
Si la evolucién esta completamente definida por las ecuaciones se le nombra sistema
Determinista, si llegara a incluir algin término aleatorio, el sistema se nombraré
Estocdstico.

» Regulares o cadticos:
Esta clasificacién dependera si el sistema presenta trayectorias predecibles (Regulares)
o una dependencia extrema a las condiciones iniciales (Cadtico).

2.1.2. Espacio fase

El sistema 2.1 se puede escribir de forma mas compacta en notacion vectorial, de la

siguiente manera:
x = F(x) (2.2)

donde x = (x1, X9, ...x,) v F(x) = (f1(x), f2(X), ..., fu(x)). En esta notacién x representard
un punto en el plano de fase y x sera el vector de velocidad en este punto. En este contexto,
espacio fase se definira como:

Espacio fase

El espacio fase es el conjunto de todos los estados posibles de un sistema dinamico y el

cual define la trayectoria x(t) del sistema dinamico [12], (Véase Fig. 2.1.1).

Xo

v

Figura 2.1.1: Espacio fase

En pocas palabras, el espacio fase es una herramienta que nos permite visualizar la solu-
cién o trayectoria del sistema dinamico. Ademas, todo el espacio fase esta lleno de un sinfin
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de trayectorias, ya que cualquier punto x = (x1, xs, ..., ) dentro del espacio fase puede des-
empenarse como condicion inicial xg.

Dentro de los principales objetivos de las investigaciones sobre los sistemas dindamicos se
encuentra la caracterizacion de las trayectorias en el espacio fase cuando se les sigue durante
un tiempo muy largo, por no decir infinito [11].

2.1.3. Puntos de equilibrio y estabilidad

Los puntos de equilibrio o puntos fijos, los cuales se representaran como x*, son puntos
en el espacio de fase, que cumplen:

F(x*) = (fi(x"), fa(x"), ..., f(x*)) = 0. (2.3)
Es decir, son soluciones estacionarias, constantes o en reposo, ya que si xo = X*, entonces

x(t) = x* para cualquier periodo de tiempo t.

Para determinar los puntos de equilibrio del un sistema dinamico, es necesario resolver
el conjunto de ecuaciones obtenidas al igualar a cero las funciones que describen el sistema,

esto es:
fl(xhx%"' ’ )

Ty,
f2('x17x27 e 7$n)

0
0
(2.4)

fn(xthv e )xn) - O

Al resolver el sistema 2.4, se obtienen los puntos de equilibrio del modelo 2.1. Una vez
identificadas estas soluciones estacionarias, el siguiente paso es analizar su estabilidad. Para
ello se emplea una linealizacién en torno al punto de equilibrio, utilizando una expansion
en series de Taylor y despreciando los términos de orden superior a uno. De este modo el
sistema no lineal se aproxima localmente por un sistema lineal, lo que permite aprovechar
las herramientas de estabilidad desarrolladas para sistemas lineales. En este contexto, se
introduce la matriz jacobiana J(x), compuesta por las derivadas parciales de las funciones
del sistema con respecto a cada una de las variables:

ofi  ofi of1
oz dres " Ox
) ) 3
J(X) — xr1 T2 Tn
Ofn  Ofn Ofn
Ox1 Oxo T Oxn

Evaluando la matriz jacobiana en cada punto de equilibrio x* es posible estudiar la es-
tabilidad local mediante el andlisis de los valores propios A de J(x*). Si todos los valores A
tienen parte real negativa, el punto de equilibrio es asintoticamente estable. Si al menos un
valor A tiene parte real positiva, el equilibrio es inestable.

Los puntos de equilibrio pueden clasificarse, en términos generales, de acuerdo con la
naturaleza de los valores propios de la matriz jacobiana evaluada en el punto de equilibrio.
Esta clasificacién proporciona informacién sobre el comportamiento cualitativo del sistema
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cerca de dichos puntos. A continuacién, se describen los tipos mas comunes para sistemas de
dimensién dos [15], aunque las ideas pueden extenderse a sistemas de mayor dimension.

» Nodo estable: Todos los valores propios A de la matriz jacobiana J(x*) son reales y
negativos. En este caso el punto de equilibrio x* resulta ser un atractor, y todas las
trayectorias cercanas tienden a él.

» Nodo inestable: Todos los valores propios A de la matriz jacobiana J(x*) son reales y
positivos. En este caso el punto de equilibrio x* resulta ser un repulsor, es decir, todas
las trayectorias se alejan de él.

» Silla: Uno de los valores propios A de la matriz jacobiana J(x*) es real positivo y otro
real negativo. Inicialmente pareciera que las trayectorias tienden a él, pero después
divergen.

» Centro: Todos los valores propios A de la matriz jacobiana J(x*) son imaginarios
puros. Las trayectorias no se acercan ni se alejan, y el comportamiento es tipicamente

oscilatorio.

5 Nodo estable 5 Nodo inestable
RN IEyrer SSNSNSNANANNN G F P PSS
N \\\\\\t j:l"'/// () NSNS NANANN N L F P
N7 EESNSNN
NNNN\NNN NV VLT T 777 vz s .. N’ g
AR AT LT T I A 7

NNNNNNSNNNN NN Y s nintniuini RS S e ety
e NN W M N N s ittt e B BN ol ol iy

S OFIIIIIIN e Il o oFSIIIIII @l iIIIIIIT
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2P E LY VA VNN
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5 /"f"’f; ]1\\\\\\ 5/////Ifflll\\\\\\\"‘\
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Figura 2.1.2: Clasificacion de los puntos de equilibrio
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2.1.4. Ciclos limite

Las soluciones periddicas en los sistemas dinamicos son trayectorias que se repiten en
intervalos regulares de tiempo. En el espacio fase, se observan como curvas cerradas alrededor
de un punto fijo x* llamado centro, ademas la trayectoria regresara a un estado previo y se
convierte en un patron que se repite una y otra vez, reproduciendo con ello la misma solucion
infinitamente.

x(t1) =x(t1 +T) =x(t; + 2T) =x(t; +3T) = ... =x(t; +nT) T >0 (2.5)

Por otro lado, se definira ciclo limite como:

Un ciclo limite es una trayectoria (solucion) cerrada y aislada, es decir, no existen
otras trayectorias cerradas en su vecindad. Las trayectorias cercanas a esta se mueven en
espiral, acercindose o alejdndose del ciclo limite [15].

Dependiendo del comportamiento de las trayectorias vecinas, los ciclos limite pueden
clasificarse en tres tipos (Véase Fig. 2.1.3).

= Estables: Todas las trayectorias cercanas convergen hacia el ciclo limite cuando ¢ — co.
= Inestables: Todas las trayectorias cercanas se alejan del ciclo limite cuando t — oo.

= Semiestable: Algunas trayectorias cercanas convergen hacia el ciclo limite, mientras
otras se alejan de él cuando t — oc.

Estable

IBRREREE]
R N AR RN AN
R R R RN
2 B NNy

Semiestable

Figura 2.1.3: Tipos de ciclos limite

Los ciclos limite son comportamientos que suelen ocurrir en sistemas dinamicos no lineales
de dos o mas dimensiones. En contraste, en un sistema lineal, una érbita cerrada corresponde
a una dindamica provocada por un punto fijo y en ese caso, la dindmica no es aislada.

Para un sistema de dimension dos existen teoremas fundamentales que justifican la exis-
tencia de los ciclos limite, como el teorema de Poincaré-Bendixson y el teorema de Liénard.
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Aunque estas herramientas no son directamente aplicables a sistemas de mayor dimensién, es
importante mencionarlos como antecedentes importantes en la teoria de los sistemas dinami-
COS.

Teorema Poincaré-Bendixson

Sea

= R un subconjunto cerrado y acotado del plano que no contiene puntos fijos;

] % = f(x) un campo vectorial continuamente diferenciable en un conjunto abierto

contenido en R;
= (' una trayectoria confinada en R;

Entonces C es una orbita cerrada, o gira en espiral hacia una orbita cerrada o a un punto
fijo cuando t — oo. En cualquier caso, R contiene una drbita cerrada [15].

o /
Teorema Liénard

Sea &+ f(x)t + g(x) =0 si f(z) y g(x) satisfacen:

. ) y g(x) son continuamente diferenciables para toda x.

fla
(

g(x) es una funcién impar.

g(x) > 0 para toda x > 0.

f(x) es una funcion par.

La funcién impar F(x) = [ f(

e Tiene exactamente una raiz positiva en x = a.
e FEs negativa para 0 < x < a.
e FEs positiva y no decreciente para x > a.

e ['(x) — oo cuando t — oo

Entonces el sistema tiene un unico ciclo limite estable entorno al origen del plano fase

(1]

2.2. Sistemas dinamicos con retardos

En los ultimos anos el uso de retardos, 7, en los sistemas dindmicos han tomado rele-
vancia, ya que aportan una nueva perspectiva al modelar procesos en los que el tiempo de
reaccion no es inmediato. En otras palabras, este tipo de sistemas tienen la caracteristica
de que el cambio de las variables de estado en un instante dado depende no solo del estado
actual, sino también de valores pasados [1].

El crecimiento poblacional, la dindmica de infecciones y los mercados financieros, por nom-
brar algunos fenémenos, suelen modelarse mediante sistemas con retardo temporal, dado que
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en ellos suelen manifestarse efectos de memoria o retraso en la transmisién de informacion.

Un modelo con retardos se puede representar de la siguiente manera

:'Cl == fl(l‘thQ; e 7xn7x1(t - 7—1)7 I'Q(t - 7-2)7 e ,l‘m(t - Tm))

Ty = fo(@r, 2o, -+, 2, 01 (t — 71), 22(t = Ta), -, Tt — i)
(2.6)

j?n - fn(xla Loy y T, xl(t - 7-1)71;2(1: - 7—2)7 e ,:L'm(t - Tm))
donde, x(t) € R", es la variable de estado en el tiempo ¢t y 0 < 71,79, ..., T;, representan re-
tardos en el tiempo. Cabe anadir que, los sistemas con retardo requieren conocer una funciéon
historia ¢ : [—Tyas, 0] = R™, donde 7,0, = max (7, 72, ..., Ty). Por consiguiente, el estado

actual dependera de toda la trayectoria pasada en el intervalo [t — Toa, t]-

Cabe destacar que los sistemas dindmicos con retardos son considerados modelos de di-
mension infinita, pues su espacio de estados ya no es R™, sino un espacio funcional ¢([—mmnaz,0],R™),
un conjunto de funciones continuas en dicho intervalo. Esta caracteristica conlleva a nuevos
desafios en la teoria de los sistemas dindmicos, por ejemplo: la estabilidad y la dindamica
cualitativa del sistema pueden ser mas complejos que en el caso de dimensién finita.

2.2.1. Solucion de un sistema dinamico con retardos

Obtener la solucién de un sistema dinamico con retardos no es una tarea sencilla; existen
diferentes técnicas conocidas para resolverlos. A continuacién se presentan y explican algunas
de las més utilizadas en la literatura [1].

= Método de los pasos: Este método consiste en resolver el sistema de forma itera-
tiva dividiendo el dominio temporal en subintervalos de tamano no mayor a 7,,;, =
min(Ty, Ta, . .., Tm), siendo el primer intervalo de integracién ¢ € [0, Tyuin]. En cada
subintervalo el sistema se resuelve como si no existiera retardo alguno en el modelo, sin
embargo, utiliza valores de los retardos que ya fueron calculados posteriormente o se
encentran definidos en la funcion historia. El procedimiento se contintia hasta encon-
trar la solucion en el dominio temporal deseado o, en algunos casos, hasta encontrar
un patrén que permita construir la solucién en los otros subintervalos.

» Transformada de Laplace: El proceso es similar al caso clasico: aplicar la trans-
formada a la ecuacion diferencial, agrupar términos y posteriormente determinar la
transformada inversa, lo que dara lugar a la solucion del sistema.

= Soluciéon numeérica: También se puede recurrir a métodos implementados en herra-
mientas computacionales. La funciéon dd23 de Matlab resuelve ecuaciones diferenciales
con retardos positivos y constantes mediante un esquema adaptativo basado en Runge-
kutta.

2.2.2. Puntos de equilibrio y analisis de estabilidad

Para analizar la estabilidad de un sistema dindmico con retardos, se seguira un procedi-
miento similar al de un sistema sin retardos, es decir, se estudiara la estabilidad local de los
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puntos de equilibrio. Sin embargo, en este caso el andlisis se llevard a cabo en un espacio de
fases de dimension infinita debido a la presencia del retardo.

En la seccién anterior se definié un punto de equilibrio x* como una solucién estacionaria.
En consecuencia, un punto de equilibrio en un sistema con retardos se define como una
solucién en reposo, donde x(t) = x(t — 7) = x* y cumple que

x =F(x)| =0

xX—x*

Por lo tanto, obtener los puntos de equilibro del sistema 2.6, se reduce a resolver el sistema
de ecuaciones:

fl(xhx?) e 7xn)

f2(x17'r27 T 7$n>

0
0

(2.7)

fn(xhxzv e 7xn) - O

Para analizar la estabilidad de cada punto de equilibrio x* del modelo 2.6 se estudia la
ocurrencia de cualquier posible cambio de estabilidad resultante del aumento de los retardos

T = (19, 72,...,Tm). Para ello se analiza el pseudo-polinomio caracteristico correspondiente
al sistema [0, 13], el cual esta dado por
dd(Mﬁnk—§:L§AW>:O. (2.8)
k=1
Donde A seran los valores propios del pseudo-polinomio caracteristico, ademas
10 ... 0
01 ...0 dfi of;
I = ’ Jo)ij = : o )ig = .
(0)] azj ( k)] 8£Ej(t—7k)
00 ... 1

Al evaluar cada punto de equilibrio x* en el psedudo-polinomio caracteristico es posible
estudiar la estabilidad local mediante el analisis de los valores propios A, los cuales resultan
ser nimeros complejos [13].

1) Si todos sus valores propios A tienen parte real negativa, es decir, si Re(\) < 0 para
todas las soluciones de la ec. (2.8), el sistema (2.6) es asintéticamente estable.

11) Si algin valor propio tiene parte real positiva, Re(\) > 0 el sistema se vuelve inestable.

1) Si A = dw el valor propio cruza el eje imaginario, es decir, cambia de Re(A) < 0 a
Re(A) > 0. Esto significa que el sistema pasa de un estado de equilibrio estable a un
régimen oscilatorio estable o inestable.

Ejemplo 1 Consideremos el sistema con retardo:

i 1650 I G At 29
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en el cuala =8, b= -2, c=—10 y x* = (0,0). Para analizar la estabilidad de este punto
de equilibrio, se debe estudiar las raices del polinomio caracteristico asociado al sistema y la
estabilidad dependerd del valor de T y los parametros a, b y c.

El pseudo-polinomio caracteristico asociado al sistema 2.9 se obtiene resolviendo:
A0 -8 =2 10 0 _>\ﬁ> B
at(fo 3 -1 3110 o) =0

A +T7A=38
10 — 10X

y del cual se obtiene

—ATy

(2.10)

Para determinar el retardo 7 que produce soluciones oscilatorias, se hacen las sustituciones
A = iw, e = cos(wry) +isen(wt), q1(iw) = (iw)* + T(iw) — 8 y ¢(iw) = —10 + 10(iw),

las cuales convierten la ec. 2.10 en
. ¢ (iw) ) : (%(iw) )
cos(wT) — isen(wT —Re< . +71Im : , 2.11
( ) ( ) Q2(W) Q2(W) ( )

y por lo tanto la ec. 2.10 queda simplificada de la siguiente manera

e (2 ()

P
En la Fig. 2.2.1 se muestra, en color rojo, la funcion f(w \/Re ‘h(w) + Im ( a1 (iw ))

q2 Zw) q2(iw)
y, en color azul, la funcion f(w) = 1. Los valores de w correspondzentes a los puntos de

interseccion entre ambas funciones (w = £6.00) son aquellos que permiten soluciones del tipo
A = iw, las cuales garantizan la existencia de un cambio cualitativo en el comportamiento
dindmico del sistema. Por lo tanto se pudieron obtener los valores T para los cuales el sistema
2.9 tiene cambios en su estabilidad, al sustituir A = +6.00¢ y despejar 11 en la ecuacion 2.10

(Véase tabla 2.1).

13p

l2F

Valor de w Valor de T
S ) 7 = 1.9815
1o 71 = 4.0815
\3/ w==£6.00 | 71 =7.2231
71 = 10.3647
5 = : 15 @ 71 = 14.5535

Figura 2.2.1: Valores de w para los cuales se Tabla 2.1: Valores de 7 para w = +6.00
cumple la ec. 2.12.

Por otro lado, la Fig. 2.2.2, muestra las soluciones (trayectorias) obtenidas al variar el
retardo T en el sistema 2.9. Ademds, observe que el punto de equilibrio x* = (0,0), es un
punto estable, pues para cada 11 elegido y la condicion inician xo = (0.5,0.5), la trayectoria
converge hacia dicho punto de equilibrio.
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11=1.9815 11=4.0815
0.5
- (0,0)
(0.5,0.5)
. \/ QJ
05 -0.
4 05 0 0.5 1 -1 0.5 0 0.5

X1 X1
11=10.3647 11=14.5535

05
/ - (0.0)

X2

X1

Figura 2.2.2: Ejemplo de un sistema con retardos

2.3. Bifurcaciones

La mayoria de los modelos mateméticos dependen en gran medida de sus parametros, lo
cual implica que una pequena variacién en estos puede alterar significativamente la dindmica
del sistema. Es decir, un pequeno ajuste en los pardametros puede transformar puntos de
equilibrio, o bien modificar la estabilidad del sistema. Por lo tanto:

Bifurcacion

Una bifurcacion ocurre en un modelo no lineal, cuando un pequeno cambio en un
pardmetro da como resultado un cambio cualitativo en la solucion a largo plazo [15].

El estudio y analisis de las bifurcaciones ha sido un descubrimiento importante para la
teoria de sistemas dindmicos no lineales, pues al incluir este concepto se tiene una estructura
mas solida sobre la dinamica del sistema y gracias a ello poder clasificar y predecir transiciones
dindmicas complejas de forma mads rigurosa [15].

2.3.1. Tipos de bifurcaciones

» Bifurcacion silla-nodo: Cuando un pardametro es modificado en un sistema y esa
variacién hace que dos puntos de equilibrio se atraigan, colisionen y se aniquilen entre
si, se dice que ocurre una bifurcacion silla-nodo.

Para ejemplificar este tipo de bifurcacion consideremos el sistema

X =7+ x? reR (2.13)

Como se puede observar en la Fig. 2.3.1 (a), cuando r < 0 el sistema presenta dos
puntos de equilibrio: uno estable, representado con color negro, y otro inestable, repre-
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sentado c¢n color blanco. Para » = 0, existe un unico punto de equilibrio semiestable.
Finalmente cuando r > 0, no existen puntos de equilibrio reales. Entonces, se dice que
r = 0, es un parametro de bifurcacion, pues las dinamicas para r < 0 y r > 0 difieren
cualitativamente.

» Bifurcacion transcritica: Algunos sistemas tienen la peculiaridad de presentar al
menos un punto de equilibrio para todos los valores que pueda tomar un pardmetro.
No obstante, dicho punto puede cambiar su estabilidad a medida que el pardametro se
modifica. Por ejemplo en el sistema

2 reR (2.14)

X=7rX—X

el punto x = 0, siempre serd un punto de equilibro para todo valor de . Sin embargo,
la estabilidad de este punto cambia a medida que se modifica el parametro r. Como se
observa en la Fig. 2.3.1 (b), para r < 0 el punto x* = 0 es estable, cuando r = 0 es
semiestable y finalmente para r > 0 se convierte en inestable. También se puede observar
el punto de equilibrio x* = r, cuya estabilidad de igual manera cambia conforme varia
r. Este intercambio de estabilidad entre dos puntos de equilibrio es caracteristico de
la bifurcacion transcritica. Por lo tanto, al igual que en el caso anterior, r = 0 es
considerado como un parametro de bifurcacion.

» Bifurcacién de tenedor: Este tipo de bifurcaciones son muy comunes en sistemas
simétricos y su caracteristica principal, es que un punto de equilibrio da lugar a otros
dos, o viceversa, dependiendo el valor del pardmetro. Si el punto de equilibrio central
resulta ser inestable y los dos puntos de equilibrio de los extremos simétricos son esta-
bles, al variar el parametro, se trata de una bifurcacién supercritica. Por el contrario,
si al modificar el parametro, el punto de equilibrio central es estable y emergen dos
puntos de equilibrio simétricos inestables, se trata de una bifurcacién subcrititica, que
suele dar lugar a comportamientos mas complejos.

Con el fin de ilustrar esta bifurcacion, consideremos el sistema

X =rx +x° reR (2.15)

donde la solucién x(t) = —x(t). Como se puede observar en la Fig. 2.3.1 (c), el origen es
siempre un punto de equilibrio. Sin embrago su estabilidad varia segin sea modificado
el parametro r. Para r < 0 se tiene un unico punto de equilibrio y ademas es estable,
cuando r = 0 se sigue teniendo un tnico punto de equilibrio estable, pero mucho mas
débil y si r > 0, el origen se convierte en un punto de equilibrio inestable y emergen
dos nuevos puntos de equilibrio estables de la forma —x = +/r, nuevamente como en
los casos anteriores r = 0 es un parametro de bifurcacion.
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Figura 2.3.1: Tipos de bifurcaciones

2.3.2. Herramientas para la deteccion de cambios cualitativos en
sistemas dinamicos

El anélisis de los sistemas dindamicos no lineales se centra, en gran medida, en la identifica-
cién de cambios cualitativos en su comportamiento cuando se modifican parametros. Dichos
cambios pueden manifestarse a través de fendmenos como la pérdida de estabilidad, la apari-
cién o desaparicién de soluciones periddicas, la coexistencia de atractores o la transicion hacia
comportamientos cadticos. El estudio sistematico de estas transiciones resulta fundamental
para comprender la estructura global de la dindmica del sistema.
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Con el propésito de facilitar este analisis, se emplean herramientas que permiten reducir
la complejidad del sistema continuo sin perder la informacién esencial de su comportamiento
cualitativo. Entre estas herramientas destacan las secciones de Poincaré, el mapeo de Poin-
caré, los diagramas de bifurcacion y el andlisis de Fourier, los cuales, utilizados de manera
adecuada, permiten detectar y caracterizar los cambios dindmicos inducidos por la variacién
de parametros del modelo.

A continuacién, se introducen dichas herramientas, distinguiendo claramente entre el ob-
jeto geométrico que actia como superficie de corte, la dindamica discreta inducida por el flujo
y las representaciones graficas empleadas para visualizar los cambios cualitativos del sistema.

Seccién de Poincaré

Consideremos un sistema n-dimensional

&= f(z)

Una seccion de Poincaré S es una superficie de seccion de dimension n — 1 que
es transversal al flujo; esto significa que todas las trayectorias que comienzan en S la

atraviesan y no son paralelas a la superficie [15] (véase Fig.2.5.2).
(. J

b= f(z), reR3

N

X

X2

Figura 2.3.2: Secciéon de Poincaré

La introduccién de una seccion de Poincaré permite reducir el estudio del flujo continuo
a la observacién de intersecciones sucesivas de las trayectorias con una variedad de menor
dimensién, lo cual simplifica el analisis cualitativo del sistema.
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Mapeo de Poincaré

Sea & = f(x) un sistema n-dimensional y S una superficie de seccion transversal al flujo
de dimension n— 1. Definamos P como una transformacion de S en si misma. Si xj, € S
denota la K-ésima interseccion, entonces el mapeo de Poincaré se define por:

Th+1 = P(%)

[15].

\\ J/
T3

T=f(z), zeR? P.g g

S \ S
I P
Th+2
Ty
L Th+1
a1
To Tk+1 = P(xk)

Figura 2.3.3: Mapeo de Poincaré

En este marco, las érbitas periddicas del sistema continuo se corresponden con puntos fijos
del mapeo de Poincaré, mientras que la estabilidad de dichas orbitas puede analizarse a partir
de la dinamica inducida sobre la seccién. De este modo, el estudio del mapeo de Poincaré
permite detectar bifurcaciones asociadas a cambios en la estabilidad de soluciones periddicas.

A partir del sistema original, oscilatorio o no, y del mapeo de Poincaré cuando éste resulta
aplicable, los cambios cualitativos en la dindmica pueden visualizarse mediante diagramas de
bifurcacion.

Diagrama de bifurcacion

Un diagrama de bifurcacion es una representacion grifica que muestra como cambia
el comportamiento cualitativo de un sistema dindmico al variar un pardmetro [15].

En sistemas no oscilatorios, los diagramas de bifurcacion representan directamente los
puntos de equilibrio del sistema continuo. En cambio, cuando el sistema presenta oscila-
ciones, es comun construir diagramas de bifurcacion a partir del mapeo de Poincaré. En
este caso, para cada valor del parametro se consideran las intersecciones de las trayectorias
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con la seccion de Poincaré y se representan los puntos fijos o conjuntos invariantes del mapeo.

De este modo, ambos tipos de diagramas describen la variacién de las soluciones inva-
riantes del sistema en funcién de un parametro de control, permitiendo identificar fenémenos
como la pérdida de estabilidad, la aparicion de nuevas soluciones o la transiciéon hacia com-
portamientos dindmicos mas complejos.

Adicionalmente, el andlisis de Fourier desempena un papel esencial como herramienta
de diagnostico. A través de la descomposicién espectral, es posible identificar la presencia
de frecuencias dominantes en oscilaciones y con ello distinguir entre dinamicas periédicas o
cadticas. Esta perspectiva complementa los diagramas de bifurcacion y las representaciones de
la trayectoria en el espacio fase, proporcionando una vision cualitativa y del comportamiento
del sistema en distintos regimenes.

Analisi de Fourier

El andlisis de Fourier en frecuencia descompone una senal en sus componentes
armonicos, permitiendo identificar las frecuencias dominantes y distinguir entre com-
portamientos periddicos, cuasi-periodicos y cadticos en u sistema dindmico [1/].

De manera equivalente, se transforma una funcién que depende del tiempo en una repre-
sentacion equivalente en términos de sus frecuencias fundamentales y armoénicas. Es decir, el
analisis de Fourier convierte una funcién f(), en su representacién espectral F(w), mostran-
do qué frecuencias estan presentes y con qué intensidad.

A continuacion se describen e ilustran estas herramientas, empleando la ecuacion logistica

Tsig =1(1 — ).

La Fig. 2.3.5a, evidencia los cruces que hace la trayectoria de la ecuacién logistica en la
seccion de Poincaré, al variar el pardametro r. Observe como puede visualizarse los parametros
de bifurcacién, para los cuales existen cambios cualitativos en su dindmica. Ademas, las Figs.
2.3.4b-2.3.4f evidencian la solucion a largo plazo de la ecuacién logistica para distintos valores
de r.
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Figura 2.3.4: Diagrama de bifurcacion y soluciones de la ecuacién logistica al variar r.

Por otro lado, la Fig.2.3.5 muestra el analisis de Fourier para la ecuacién logistica, donde la
Fig. 2.3.5a muestra inicamente una frecuencia dominante para r = 2.85, lo cual contrasta con
el comportamiento evidenciado en el diagrama de bifurcacion y las solucién correspondiente
para este valor especifico de r. Por otro lado, cuando r = 3.7, la Fig. 2.3.5b evidencia una
mayor riqueza de frecuencias para la ecuacion logistica, lo que conlleva a dindmicas complejas
para esta seleccién del valor r.



2.4. CAOS 23

Analisis de Fourier para r = 2.85

Analisis de Fourier parar=3.7
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Figura 2.3.5: Analisis de Fourier de la ecuacién logistica

2.4. Caos

El estudio del caos en sistemas dindmicos ha permitido comprender que muchos fenéme-
nos economicos y financieros, aunque deterministas en su formulacion, pueden exhibir un
comportamiento altamente impredecible y sensible a las condiciones iniciales. A diferencia de
las oscilaciones periddicas o de los estados de equilibrio estables, la dindamica cadtica se ca-
racteriza por trayectorias irregulares, complejas y aparentemente aleatorias, que sin embargo
obedecen a leyes matemaéticas bien definidas.

Si bien no se tiene una definicién formal para caos, existe consenso en emplear tres con-
diciones suficientes para detectarlo en los sistemas dindmicos [15]:

» El sistema tiene un comportamiento aperiédico a largo plazo.
= El sistema es determinista.

= El sistema también debe mostrar dependencia sensible a pequenas perturbaciones en
las condiciones iniciales.

2.4.1. Sensibilidad a las condiciones iniciales

Una de las propiedades peculiares del caos es que la minima incertidumbre en la defi-
nicién de las condiciones iniciales se amplifica exponencialmente, alcanzando proporciones
macroscépicas que impiden conocer lo que sucedera a largo plazo [17].

Exponente de Lyapunov

Dada una condicion inicial xq, considere un punto cercano xo + dg, donde la separacion
imicial Oy es extremadamente pequena. Sea d, la separacion después de n iteraciones. St
16| = ||00||e™®, entonces A\p es llamado exponente de Lyapunov. Si el exponente de
Lyapunov es positivo, entonces el sistema podria tener dindmica cadtica [15].
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Figura 2.4.1: Exponente de Lyapunov

En palabras simples, el exponente de Lyapunov, Az, indica qué tan rapido dos trayectorias
muy cercanas en el espacio fase tienden a separarse (o acercarse) con el paso del tiempo (véase
Fig. 2.4.1). Es decir:

= ST A\ > 0, las trayectorias cercanas divergen de manera exponencial, lo cual es un
rasgo caracteristico del caos: el sistema resulta ser impredecible a largo plazo, aunque
sus ecuaciones sean deterministas.

s Si A\ < 0, las trayectorias cercanas tienden a converger, lo que implica que el sistema
se vuelva estable.

» Si\p = 0, las trayectorias no divergen ni convergen de forma exponencial. Eso significa
que se mantienen a una distancia casi constante en el tiempo y el sistema suele tener
en este caso, dinamicas periédicas.

Aunque en muchos casos un exponente de Lyapunov positivo no necesariamente indi-
ca caos en un sistema dinamico, es importante realizar este andlisis, ya que constituye un
antecedente fundamental para el estudio del comportamiento del sistema.

2.4.2. Atractores extranos

Uno de los fendmenos mas relevantes en el estudio de los sistemas dindmicos no linea-
les es la aparicion de atractores extranos. Su descubrimiento revolucioné la comprension del
comportamiento cadtico y abrié nuevas perspectivas en el andlisis de modelos con sensibili-
dad a las condiciones iniciales. El término atractor extrano se utiliza para referirse a la
trayectoria de un sistema que posee una estructura geométrica compleja, generalmente de
naturaleza fractal.

La complejidad de estos atractores provoca que las trayectorias cercanas a los puntos de
equilibrio del sistema presenten un movimiento aperiédico y altamente sensible a las condi-
ciones iniciales. En otras palabras, el atractor extrano surge cuando la trayectoria del sistema
se desplaza de un repulsor a otro sin tender al infinito, generando una 6rbita cadtica y no
peridédica. Un ejemplo es el atractor de Lorenz, introducido en 1963 por Edward Lorenz
al estudiar un modelo simplificado disenado para modelar el clima. Edward mostré cémo un
sistema determinista podia presentar una dinamica impredecible en el largo plazo, lo que dio
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lugar al famoso concepto del “efecto mariposa” [18], (véase Fig. 2.4.2).

Posteriormente, en 1976, Otto Rossler propuso otro sistema dinamico que también dio
lugar a un atractor extrano, conocido como atractor de Rossler. A diferencia del de Lorenz,
su estructura presenta Orbitas en espiral que se deforman de manera progresiva (véase Fig.
2.4.3), lo cual facilita su andlisis y lo convierte en un modelo de referencia en el estudio de
la transicién hacia el caos [15].

Estos atractores extranos permiten identificar y describir el comportamiento dindmico de
largo plazo del sistema, incluso cuando este parece impredecible a simple vista. Su estudio ha
sido fundamental para comprender fenémenos cadticos en fisica, biologia, economia y otras
areas del conocimiento.

Atractor de Lorenz Atractor de Rossler
=0 Trayectoria Trayectoria
M fﬁg{s_ 1827 (0.007.-0.035,0.035)
o} (8.48,8.48,27) 30 * (5.693,-28.465,28.465)
N
N
Figura 2.4.2: Atractor de Lorenz Figura 2.4.3: Atractor de Rossler

2.5. Modelos matematicos en finanzas

La dindmica del mercado financiero es un fenémeno complejo que influye en nuestra vida
diaria, modelar este fenémeno implica analizar diversos comportamientos como: la evolu-
cién de los precios de los activos, el manejo de los mercados y las decisiones de los agentes
econémicos, por nombrar solo algunos.

En este trabajo se abordan diferentes dindamicas presentes en un modelo financiero con
dos retardos temporales. Sin embargo, a lo largo de los anos, han existido diversos mode-
los matematicos que describen a un nivel macroscopico algunos comportamientos existentes
en el mercado financiero. En esta seccion se expondran algunos de los modelos relevantes
propuestos en la literatura.

2.5.1. Modelo de Van Der Pol (VDP)

La ecuacién diferencial VDP se adapto a un modelo de oscilador forzado de ciclos econémi-
cos no lineales, el cual mejora la capacidad para prever cambios repentinos y significativos
en sistemas econémicos [3]. Este modelo se describe de la siguiente manera:

&+ p(z? — 1) + 2 = asen(wt) (2.16)
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En donde:

x = Variable econémica, por ejemplo la produccién

i = Parametro de amortiguamiento

a = Amplitud del conductor

w = Frecuencia del conductor y

sen(wt) es una fuerza exdgena periddica que modela la compleja interdependencia entre una
economia individual y la economia internacional.

Mediante diagramas de bifurcacion, se observa cémo dos atractores cadticos coexisten y
luego se fusionan al variar ligeramente un parametro. Esta transicion es mediada por orbitas
periddicas inestables, que determinan la colision de los atractores. Después de la crisis, el
nuevo atractor cadtico resultante es mas grande y genera fluctuaciones econémicas de mayor
amplitud, es decir, ciclos mas intensos.

El estudio demuestra que las crisis de fusion de atractores son un rasgo fundamental de
los ciclos econémicos no lineales. El analisis matematico de estos fendmenos permite anticipar
transiciones abruptas en la economia, lo cual es clave para la teoria y la politica econémica.

2.5.2. Modelo Kaldor-Kalecki

El modelo Kaldor—Kalecki con retardos temporales representa un avance significativo en
la formalizacién de los ciclos econémicos bajo un enfoque de dindmica no lineal [19]. El cual
es representado de la siguiente manera:

V) _ a[f(Y(t), K (t)) -8 (Y@%K (t)ﬂ

W <Y(t ~ 1), K(t)> — K () 217)
Donde:

I(Y, K) =Inversién.

S(Y, K) =Ahorro.

Y = Ingreso de capital.

K = Stock de capital.

a = Velocidad de ajuste de bienes.

0 = Tasa de depresién del capital.

T = Retardo temporal en la inversion.

Este modelo intenta describir la interaccién entre no linealidades en las funciones de in-
version y ahorro con la presencia de retardos temporales y se lograron identificar diversos
comportamientos dindmicos en el sistema, como: ciclos limite, oscilaciones cuasi-periédicas y
ciclos asimétricos.

Ademas, plantea como la dindmica econémica puede describirse mediante ecuaciones dife-
renciales con retardo, lo que genera un sistema de dimensién infinita, donde el estado actual
depende no solo de las condiciones presentes, sino también de informacion diferida en el tiem-

po.
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Finalmente, la inclusion de retardos en la inversion transforma un modelo clasico de ciclos
econdmicos en un sistema capaz de reproducir comportamientos complejos, constituyéndose
en un antecedente clave para los estudios modernos de dinamica financiera.

2.5.3. Modelo financiero caotico

Diversas investigaciones reportadas en la literatura [20, 16] presentan un modelo ma-
tematico que consta de tres ecuaciones diferenciales, las cuales, intentan describir a un nivel
macroscopico la dindmica financiera. Dicho modelo, describe el cambio de tres variables
econdémicas relevantes, la tasa de interés (z), la demanda de inversién (y) y el indice de
precios (z). El cual esta descrito de la siguiente manera:

= El cambio en la tasa de interés se debe principalmente a esta lucha constante entre la
oferta y demanda de inversion, es decir, la diferencia entre inversién y ahorro. Asimismo,
este cambio es proporcional al ajuste estructural de los precios de los bienes de consumo.

T = fily — SV]z + foz (2.18)

Donde f; v fo son constantes y SV es la cantidad de ahorro.

Es decir, si el ahorro es mayor que la inversion, la tasa de interés tiende a disminuir, ya
que existen mas fondos disponibles en relacion con la demanda existente. En contraste,
cuando la inversién supera al ahorro, la tasa de interés aumenta debido a que la demanda
es mayor que el fondo disponible. Finalmente, las variaciones en el indice de precios
también influyen a este cambio en la tasa de interés, cuando el indice de precios aumenta
los ofertantes de crédito tienden a incrementarla para compensar el riesgo en la inflacién,
mientras que si disminuye, suelen reducirla con el objetivo de mantener el equilibrio en
el mercado financiero.

» El cambio en la demanda de inversion se vera afectada principalmente por tres factores;
la tasa de inversiones BE N, la misma demanda de inversiéon y la tasa de interés. Donde
la variacién de la demanda de inversién es proporcional a la tasa de inversiones e
inversamente proporcional al costo de inversiéon y el tipo de interés.

j= [s[BEN — ay — a?] (2.19)

Donde f3, a y B son constantes.

En otras palabras, BEN impulsara la demanda de inversion y aumentara los incenti-
vos para seguir invirtiendo. Por el contrario, la propia demanda de inversion limita su
crecimiento, si el nivel de inversién es elevado, resulta mas complicado que siga expan-
diéndose al mismo ritmo. Finalmente, la tasa de interés frena el cambio en la demanda
de inversién, si existen tasas de interés muy altas, a los ofertantes de crédito les cuesta
financiar proyectos de inversion, mientras que cuando existen tasas de interés bajas, el
incentivo de invertir es mayor.
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= El cambio en el indice de precios estda influenciado principalmente por él mismo y
por la tasa de interés. El indice de precios refleja el valor de los bienes y servicios en
la economia, los cuales siempre se ven afectados por la oferta y la demanda de los
mercados financieros.

Z=—fiz— fsx (2.20)

Donde f; y f5, son constantes.

Dicho de otro modo, el propio indice de precios frena su variacién, lo que significa
que si el nivel de los precios ya es muy alto, existe una tendencia natural para que
dicho crecimiento se modere. Por otro lado, si existen tasas de interés muy altas, el
decaimiento del indice de precios es muy rapido, mientras que tasas bajas amenazan
mas este cambio .

Posteriormente, diversas investigaciones [9, 10] proponen un re-escalamiento de las ecua-
ciones mostradas anteriormente, con el objetivo de simplificar el modelo financiero de la
siguiente manera:

i(t) = z(t)+[y(t) — a]x(t)
yt) =1—by(t) — x(t)’ (2.21)
2(t) = —x(t) — cz(t)
Donde z(t) representara la tasa de interés, y(t) la demanda de inversién y z(t) el indice
de precios. Ademads, a sera la cantidad de ahorro, b el costo por inversién y ¢ la demanda

de los mercados comerciales, y el cual ha sido demostrado que bajo los parametros a = 3,
b=0.1yc=1, resulta ser un sistema cadtico (véase Fig. 2.5.1 [9]).

-1

-2

Figura 2.5.1: Atractor extrano en el modelo financiero 2.21

Los modelos matematicos siempre estan en constante cambio, y el modelo financiero 2.21
no es la excepcién. En octubre del 2006, Wei-Ching Chen [2] propone un nuevo modelo
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financiero con tres retroalimentaciones K[z — z(t — 1)|, Kalx — 2(t — 12)], K3z — z(t — 73)],
las cuales incluyen retardos temporales en la toma de decisiones de las variables econémicas
y el cual estd representado de la siguiente manera:

z(t) = 2(t)+ [y(t) — a}x(t) + K[z — z(t — 7))
y(t) =1 —by(t) — z(t)* + Kelz — 2(t — )] (2.22)
2(t) = —x(t) — cz(t) + Ks[r — x(t — 713)]

donde K7, Ky y K3, indican el peso de la retroalimentacion en la toma de decisiones [2].

Si bien este articulo unicamente analiza valores positivos para el peso K, en todos los
casos se fija uno de los pesos con K = 0.1, mientras que los otros dos se mantienen en cero,
se lograron obtener dindmicas complejas, como comportamientos periddicos, cuasi-periddicos
y cadticos, ademas de encontrarse transiciones de duplicacién de periodo y de duplicacion de
periodo inverso.

En esta tesis se explorard una modificacién del modelo propuesto por Wei-Ching Chen.
En particular, se considerara tinicamente la primera retroalimentacion, correspondiente a la
tasa de interés, bajo el supuesto de que los ofertantes de crédito toman sus decisiones prin-
cipales en funcion de la variacién de esta variable.

Ademas, se introduce un segundo retardo en la ecuacion del indice de precios, con el
objetivo de reflejar el desfase temporal que existe entre el ajuste en la tasa de interés y su
impacto en el nivel de precios.

Asimismo, a diferencia del trabajo original, en el presente estudio se analizan tanto valores
positivos como negativos de los pesos de la retroalimentacion (K), lo cual permite ampliar
el rango de dinamicas a investigar, incluyendo las ciclicas y anti-ciclicas del ciclo econémico.






CAPITULO 3

MODELO FINANCIERO DE DIMENSION INFINITA

Como se analizo6 en el capitulo anterior, aunque existen diversos modelos financieros capa-
ces de describir la evolucion temporal de ciertas variables econémicas, estos modelos presentan
limitaciones al intentar capturar la compleja dindmica de los mercados financieros. Por ello,
se considera necesario explorar enfoques mas integrales que permitan representar con mayor
precisién su comportamiento.

Este capitulo tiene como objetivo presentar un nuevo modelo en el que se incorpora de
manera explicita la presencia de dos retardos temporales. La inclusién de estos retardos obe-
dece a la necesidad de considerar que, en la realidad, las decisiones econémicas y financieras
no tienen un efecto inmediato, sino que suelen manifestarse tras cierto intervalo de tiempo.

En las secciones siguientes se presentara el planteamiento formal del modelo con retardos,
se discutiran las implicaciones de los parametros introducidos y se analizara el impacto que
estos tienen sobre la dindmica global del modelo. De esta manera, se sientan las bases para
examinar como los retardos temporales pueden modificar la estabilidad del sistema.

3.1. Descripcién del modelo

El modelo matematico analizado en esta investigacién esta conformado por tres ecuaciones
diferenciales ordinarias que describen la evolucion temporal de tres variables econémicas: la
tasa de interés x(t), la demanda de inversion y(t) y el indice de precios z(t). Dicho
modelo se expresa de la siguiente manera:

(t) = 2(t) + [y(t) — a]:c(t) + K[:I;(t) —x(t — 7'1)],
g(t) =1 —by(t) — =(t)?, (3.1)
2(t) = —x(t — 1) — cz(t),

donde: a es cantidad de ahorro, b costo por inversion, ¢ demanda de los mercados comerciales.

Ademds, el término K [z(t) — x(t — 11)] corresponde a una retroalimentacién, donde la
diferencia x(t) — x(t — 1) representa la comparacién realizada a partir de reportes separados
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en el tiempo, con el objetivo de evaluar el crecimiento (z(t) —z(t —71) > 0) o la disminucién
(z(t) — x(t — 71) < 0) de la tasa de interés. El parametro K determina el peso asignado a
dicha diferencia dentro del proceso de toma de decisiones.

Por otra parte, 71 modela el retraso en el tiempo con el que se ve reflejada la decisién de
los ofertantes de crédito al modificar la tasa de interés. De manera andloga, 7 representa el
tiempo que tarda en observarse el impacto de dichas decisiones en los precios de los bienes y
servicios.

Finalmente, es importante senalar que, para valores de K > 0, el sistema presenta una
accion ciclica en el ciclo econdmico de la tasa de interés, mientras que para K < 0 se manifiesta
una accién anti-ciclica.

Valor de K Tasa de interés Accion
x(t) —a(t—m) >0 .o
K>0 ) =2t =) <0 Ciclica
x(t) —ax(t—m) >0 o
K <0 ) —2(t—n) <0 Anti-ciclica

Tabla 3.1: Accion ciclica y anti-ciclica.

Es decir, como se puede observar en la tabla 3.1, la accién ciclica de la tasa de interés
ocurre cuando sus variaciones siguen al ciclo econémico, amplificando sus subidas y bajadas.
Por el contrario, la accién anti-ciclica se manifiesta cuando dichas variaciones se ajustan en
sentido contrario al ciclo econémico, moderando sus aumentos o disminuciones. Esta distin-
cién permite comprender mejor cémo los distintos valores del parametro afectan la dinamica
del modelo y en las respuestas de los ofertantes de crédito frente a los cambios econémicos.

3.2. Analisis de puntos de equilibrio y estabilidad

Como se observé en el capitulo anterior, los puntos de equilibrio del sistema 3.1 se obtienen
resolviendo:

i(t) = z(t)+[y(t) — a]z(t) + K[z(t) —z(t —7)] =0
y(t) =1 —by(t) — x(t)? =0 (3.2)
2(t) = —x(t — 1) — cz(t) =0

Ademds, un punto de equilibrio x* es una solucién en reposo que cumple x(t) = x* V¢t > 0.
Entonces, el sistema 3.2 se reduce a resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

2+ (y—a)r=0 (3.3)
1—by—2*>=0 (3.4)
—x—cz=0 (3.5)

Despejando y de la ecuacién 3.4 y sustituyéndola en la ecuacién 3.3, se obtiene que x = 0

y (y,2) = £/ entonces:
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1) Sic—b— abc <0 el sistema tiene un tnico punto de equilibrio

1
P = <0,—,0>.
b

11) Si ¢ —b— abc > 0 el sistema tiene tres puntos de equilibrio

1 lc—b—abc 1 1 /e—b—ab
P = (0,_,()) y Py = <:|: C a c7 +ac’:F_ c a c)I
b c c c c

Esta investigacion se centré en estudiar la estabilidad local de los puntos de equilibrio del
inciso I7), utilizando los parametros a = 3, b = 0.1 y ¢ = 1, pardmetros bajo los cuales ya se
ha demostrado que el modelo financiero sin retardos 2.21 presenta una dindmica cadtica [2].
Teniendo como caso de estudio los puntos de equilibrio

P, =1(0.10,0 Py =
1(,>)Y2,3<5 ,¥5

Las matrices jacobianas con derivadas parciales respecto a las variables retardadas (J;, ,)

y no retardadas (Jy) del modelo 3.1 necesarias para la determinacién del pseudo-polinomio
caracteristico, fueron calculadas y se obtuvieron los siguientes resultados.
3.2.1. Param1 >0y =0

Las matrices obtenidas para esta caso, donde solo existe un retardo en el sistema finan-
ciero, fueron:

9 Oh 0N

o 3}/ P2 y—a+k x 1
= |l e o
Ofs 0 of: — —
I B e 1 0 ¢
of of of
6x(tj71) 8y%jn) 82(tj71) —K 00
J. = |2k f2 921 = 0 0 0
T1 ag;g—frl) Byg—n) 0z(t—m1)
f3 f3 Ofs 0 00

Ox(t—r1) Oy(t—m1) Oz(t—m1)

Con estos resultados se obtuvo el pseudo-polinomio caracteristico asociado al modelo 3.1 de
la siguiente manera:

det(N — Jy — J.e ™) =0,
donde se obtuvo que

e N+ A1 -K —y)N + (44 - 11K + 227 — 11y)A + 04 — 0.1K + 22° — 0.1y
0.1K + 1.IKX + K )2

(3.6)

Como se analizé en el capitulo anterior, el cambio de estabilidad de un sistema dependera
de forma continua de la manera, como las raices A se trasladan de izquierda a derecha o
viceversa en el plano complejo en funcién de un parametro, en este caso el retardo 7 y el
peso K. En otras palabras, cualquier cambio en la estabilidad del modelo 3.1 estard marcado
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por un cruce de A con el eje imaginario.

Haciendo la sustitucién A = iw, con w > 0, en 3.6, se obtiene una condiciéon necesaria
para la existencia de raices puramente imaginarias, dada por:

Re(f(w, K))* + Im(f(w, K))* =1, (3.7)

. K) = (iw)? + (4.1 — K — y)(iw)? + (4.4 — 1.1K + 222 — 1.1y)iw + 0.4 — 0.1K + 222 — 0.1y
’ 0.1K + 1.1Kiw + K (iw)? ’
(3.8)

y dicha condicién deberd cumplirse para los tres puntos de equilibrio antes mencionados. Cabe
destacar que el andlisis de estabilidad se realizé utilizando la plataforma Wolfram Mathema-
tica, ya que esta herramienta es particularmente adecuada para este tipo de estudio.

Para el primer punto de equilibrio P; = (0, 10, 0) se analiz6 el siguiente pseudo-polinomio
caracteristico

=06 -0.1K — 6.6\ — LIK) — 5902 — KX\2 4+ )3
01K + 11K+ K)\2 ’

6—)\71 —

(3.9)

el cual implica que

=064 0.1K —6.6(iw) — 1.1K (iw) — 5.9(iw)? — K (iw)? + (iw)?
flw, K) = - 0.1K + 1.1K (iw) + K (iw)? - (310)

En la Fig. 3.2.1 se representa graficamente la condicién necesaria para la existencia de
raices imaginarias puras del pseudo-polinomio caracteristico asociado al modelo. La super-
ficie mostrada en color naranja corresponde a los valores de la funcién f(w, K) obtenida
al sustituir A = 1w en la ecuacién 3.9. En contraste, la superficie azul corresponde al plano
constante f(w, K) = 1. La interseccién entre ambas superficies determina, por lo tanto, los va-
lores de w y K para los cuales la ecuacion caracteristica admite soluciones de la forma A = iw.

De igual manera, la figura 3.2.1 muestra la proyeccién del plano f(w, K) = 1. En este
grafico unicamente aparece la curva correspondiente a los puntos donde la superficie na-
ranja intersecta dicho plano. Esta curva, mostrada en color rojo, contiene todos los pares
(w, K) que satisfacen la condicién 3.7. Cada uno de estos puntos corresponde a valores de
los parametros para los cuales la ecuacién caracteristica posee raices imaginarias puras; en
consecuencia, indican la presencia de un cambio cualitativo en la dinamica del sistema. La
linea azul vertical situada en K = —3.0 senala que, para valores de K mayores que —3, no se
observan intersecciones adicionales dentro del rango considerado, por lo que no se presentan
variaciones en la estabilidad.

Finalmente, es importante mencionar que todo el analisis numérico se realiz6 en el dominio
acotado —10 < K < 10 y —10 < w < 10; asi, las intersecciones mostradas corresponden
unicamente a los puntos ubicados dentro de dicho intervalo de exploracién.
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Figura 3.2.1: Valores de K, para los cuales la ec. 3.7 se cumple para el punto (0, 10, 0)

Por otro lado, en la tabla 3.2 se pueden observar algunos valores de K para los cuales
existe un w que asegura la existencia de los cruces de las raices A del pseudo-polinomio carac-
teristico 3.9 y el valor 7; obtenido al despejarlo de la ecuacién 3.9 al sustituir cada valor w y

K seleccionado. Como se puede observar en esta tabla de resultados, se obtuvieron retardos
71 < 0 0 en su defecto imaginarios, lo cuales no tienen algin significado o relevancia en el mer-
cado financiero. Sin embargo, haciendo un refinamiento para K en el intervalo [—3.5, —3.0]
se obtuvieron los resultados de la tabla 3.3, en la cual se puede apreciar la existencia de dos
retardos 71 > 0 para K = —3.45 y K = —3.40 respectivamente.

Es importante destacar que, para el anélisis de este primer punto de equilibrio, los graficos

de la Fig. 3.2.1 muestran cambios en la estabilidad inicamente para valores de K < —3. Sin
embargo, esta observacion no es del todo precisa y los resultados de un analisis mas detallado
se presentaran en el préximo capitulo.

Valor de K Valor de w Valor de 7
K =-10.0 w = 9.63868 1 = —0.131241
K=-95 w = 9.26865 71 = —0.140608
K=-90 w = 8.88327 71 = —0.151439
K =-85 w = 8.48043 71 = —0.164114
K =-80 w = 8.05755 71 = —0.179156
K=-75 w="T7.61132 71 = —0.197313
K=-70 w = "T7.13738 71 = —0.219695
K=-65 w = 6.6299 71 = —0.248023
K =-6.0 w = 6.0806 71 = —0.285136
K =-55 w = 5.47723 71 = —0.336107
K =-5.0 w = 4.80017 71 = —0.41108
K=-45 w = 4.01458 71 = —0.534127
K=-40 w = 3.04820 71 = —13.1494
K =-35 w = 1.73205 71 = 44.8578 — 47.85714
K=-30 | w=3.06475x 1078 1=0

Tabla 3.2: Anélisis de estabilidad del punto (0, 10, 0)
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Valor de K Valor de w Valor de 7,

K =-3.50 w = 1.732005 71 = 44.8578 — 47.85711
K =-345 w = 1.55885 71 = 10.1877

K =-3.40 w = 1.38564 71 = 2.42012

K =-335 w = 1.21244 71 = —7.33315

K =-3.30 w = 1.03923 71 = —2.70166

K =-325 w = 0.866025 71 = —9.86777

K =-320 w = 0.69282 71 = —19.7152
K=-315 w = 0.519615 71 = —19.5001 — 27.3429:
K =-3.10 w = 0.34641 71 = —28.8239 — 67.903¢
K =-3.05 w = 0.173205 71 = —15.1501 — 110.341:
K =-3.00 | w=3.06475x 107 1=0

Tabla 3.3: Anélisis de estabilidad del punto (0,10,0) y K € [—3.50, —3.00]

Para los puntos de equilibrio P, = (@, 0, —@) y P;;(—@, 0, @) se analizé el siguiente

pseudo-polinémio caracteristico, ya que resulta ser el mismo para ambos casos

_1.2 — 01K 4+ 122 —1.1KX 4+ 0102 — kX2 + )3
01K + 11K+ K)\2 ’

e*)\7'1 —

(3.11)

dando como consecuencia que

12— 01K + 1.2(iw) — 1.1K (iw) + 0.1(iw)* — K (iw)? + (iw)?
flw, K) == 0.1K + 1.1K (iw) + K (iw)? ' (312)

Los valores de K para los cuales la ec. 3.12 cumple la condicién 3.7, estan visibles en la
Fig. 3.2.2, en donde se puede observar que para valores de K € (—0.3,6) aproximadamente,
dicha condicién no se satisface.

De igual manera que en el caso anterior, la superficie mostrada en color naranja de la
Fig: 3.2.2 corresponde a los valores de la funcién f(w, K') obtenida al sustituir A = iw en la
ecuacion 3.7. En contraste, la superficie azul corresponde al plano constante f(w, K) = 1. La
intersecciéon entre ambas superficies determina, por lo tanto, los valores de w y K para los
cuales la ecuacion caracteristica admite soluciones de la forma A = iw y el andlisis numérico
se realizé en el dominio acotado —10 < K <10y —10 < w < 10.

Nuevamente se muestra la proyeccién del plano f(w, K') = 1. Donde se observa tinicamen-
te la curva correspondiente a los puntos donde la superficie naranja intersecta dicho plano.
Esta curva, mostrada en color rojo, contiene todos los pares (w, K) que satisfacen la condicién
3.7.

Por otro lado en la tabla 3.4 se pueden observar valores de K para los cuales existe un
w que asegura la existencia de los cruces de las raices A del pseudo-polinomio caracteristico
3.11 y el valor 7, correspondiente a cada w dado el valor K. Como se puede observar en esta
tabla de resultados, se obtuvieron mas retardos 7, > 0. Ademas, observe que para valores
de K < —0.5 este andlisis sugiere cambios cualitativos en el sistema, sin embrago, esta
observacién no es del todo precisa.
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Figura 3.2.2: Valores de K, para los cuales la ec. 3.7 se cumple para los puntos (

y (

VB Vi5
—4%52,0,%°)

Tabla 3.4: Analisis de estabilidad de los puntos (i@, 4, :F@)

Valor de K | Valor de w Valor de 7;
K =-10 w = 0.709708 | 71 = 0.200788
K=-95 | w=0.712838 | 71 = 0.209095
K=-90 |w=0.716254 | 7 =0.218142
K=-85 | w=0.719998 | 7 = 0.228036
K=-80 |w=0.724122 | 7 = 0.238905
K=-75 | w=0.728687 | 7 = 0.250909
K=-70 |w=0.733769 | 7 = 0.264243
K=-65 | w=0.739465 | 7 = 0.279152
K=-60 | w=0.745896 | 7 = 0.29595
K =-55 w=0.75322 | 7 = 0.315043
K=-50 |w=0.761644 | 7 = 0.336972
K=-45 |w=0.771447 | 7 = 0.362472
K=-40 w=0.78302 | 7 = 0.392581
K=-35 w=0.79692 | 7 = 0.428818
K=-30 | w=0.813988 | 73 = 0.473526
K=-25 | w=0.835559 | 7 =0.530572
K=-20 |w=0.863942 | 7 = 0.606978
K=-15 | w=0.903627 | 71 =0.717427
K=-10 | w=0.965369 | 7 = 0.900958
K =-05 w = 1.09151 71 = 1.33588

K =6.0 w=0.111673 | 7 = —13.0609
K =65 w = 0.342096 | 7 = —1.5025

K=170 w=0.397471 | 7, = —1.02951
K=175 w = 0.431546 | 7, = —0.810876
K =8.0 w = 0.455789 | m = —0.678129
K =85 w = 0.474294 | 7, = —0.586807
K =9.0 w = 0.489042 | 74, = —0.519245
K =95 w = 0.501147 | 7, = —0.466811
K =10.0 w = 0.511302 | 7, = —0.424709

V5
50,
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3.2.2. Paran1 >0y >0

Las matrices obtenidas para esta caso, donde existen dos retardos en el sistema financiero,
fueron:

of Oh 0N .

g,x 6@}{ 832 y—a+K =z 1
B oy o 0 0 =]
af of of -
Ox nglTl) oy thlTl ) o0z t];Tl ) - K 0 0
. 2 2 2 _
JTl - 8;3%—7’1) ayg,—Tl) 0z t—Tl) - O 0 0 y
f3 f3 f3 0O 00
Ox(t—11) Oy(t—m1) Oz(t—71) -
af af af
8xg—17'2) Du—r) Da(—7) 0 00
J. = f2 9f2 0f2 _ 0 0 0
T2 Bxg—fg) 8yg—7-2) 6zg—7'2)
fa f3 f3 -1 0 0

a:r(t—TQ) ay(t—Tz) 8Z(t—7’2)

Con estos resultados se obtuvo el pseudo-polinomio caracteristico asociado al modelo 3.1
de la siguiente manera:

det(\ — Jo — Jn e ™ — Je ™) =0,

donde el seudo-polinomio caracteristico asociado al modelo 3.1 resulta ser

AN—(—a+K)+Ke ] (A+b)(A+c)+22°(A+c)+ (e *)(A+b)=0.  (3.13)

Es importante senialar que el andlisis de estabilidad en sistemas con dos retardos resulta
considerablemente mas complejo que en el caso de un unico retardo, ya que la dificultad del
problema aumenta y la obtencion de condiciones analiticas se dificulta. Por esta razén, en
el presente trabajo no se desarrolla dicho andlisis de manera explicita; sin embargo, en el
siguiente capitulo se lleva a cabo un estudio cualitativo que permite explorar el comporta-

miento del sistema y sus posibles dindmicas sin la necesidad de resolver de forma exacta las
ecuaciones de estabilidad.



CAPITULO 4

ANALISIS NUMERICO DE LAS DINAMICAS CICLICAS Y
ANTI-CICLICAS DE UN MODELO FINANCIERO DE
DIMENSION INFINITA

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos al estudiar el efecto de variar el
parametro K y los retardos 7 en el modelo financiero 3.1. Se han considerado dos escena-
rios relevantes: con un retardo y con dos retardos. Estos estudios son fundamentales, ya que
permiten comprender cémo la introduccién de retardos en las ecuaciones diferenciales y en
las entradas exdgenas influye en la dindmica del modelo y en el comportamiento de variables
clave como la tasa de interés, la demanda de inversion y el indice de precios.

Todas las simulaciones presentadas en este trabajo se realizaron con los parametros a = 3,
b=0.1yc=1,y con la condicién inicial [z, yo, z0] = [0.548091; 3.6497; 0.232718]. Bajo estas
configuraciones, se ha demostrado que el modelo sin retardos 2.21 exhibe comportamiento
cadtico [2]. Para resolver el modelo 3.1 con retardos constantes se utilizé la funcién dd23 de
MATLAB, que emplea el método Runge-Kutta (2,3) y es capaz de detectar discontinui-
dades, lo que la convierte en una herramienta adecuada para analizar sistemas no lineales y
con comportamientos complejos.

Ademas, cabe destacar que el parametro K determina la naturaleza ciclica o anti-ciclica
del sistema: para K > 0, el sistema presenta una accién ciclica en la tasa de interés, mientras
que para K < 0 se manifiesta una accién anti-ciclica. Esta distincién es importante, ya que
refleja cémo la retroalimentacién en la toma de decisiones puede interferir en el comporta-
miento del sistema financiero.

Por otra parte, el analisis cualitativo resulta esencial en sistemas dinamicos con retardos,
ya que la presencia de retardos miultiples hacen que un analisis puramente analitico de es-
tabilidad sea extremadamente complejo. Tal como se senald en el capitulo anterior, en este
trabajo no se desarrolla un estudio analitico completo para el caso de dos retardos, en cambio,
se recurre a estudios cualitativos y simulaciones numéricas que permiten explorar el compor-
tamiento del sistema y sus posibles comportamientos dindmicos, incluyendo bifurcaciones y
cambios en la estabilidad.
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4.1. Accion ciclica del modelo financiero con un retardo

En esta seccion se presentan los resultados obtenidos ante el efecto de variar el parametro
K > 0y los retardos 7 positivos y constantes en el modelo financiero (3.1). Se han considerado
dos escenarios importantes:

1. Cuando se mantiene fijo el peso K > 0 en la toma de decisiones frente al incremento o
la disminucion en la tasa de interés, mientras se modifica el valor del retardo ;.

2. Cuando se mantiene constante el retardo 7y, variando el peso K > 0 en el proceso de
la decision.

Estos escenarios son fundamentales, pues con ellos se entendera cémo la introduccién de
la entrada exégena u(t) = K[z (t)—x(t—7)] afectan la dindmica ciclica del modelo financiero.

4.1.1. K >0 fijo y variacion de 1

Para estudiar la dinamica ciclica y el comportamiento del sistema financiero con un re-
tardo, se realiz6 y discuti6 el diagrama de bifurcacion del modelo 3.1, donde se establecié que
K =0.1, 7 € [1,8] y 7o = 0. Los pardmetros de bifurcacién en funcién de 7, se visualizan en
la Fig. 4.1.1, haciendo uso de la seccion de Poincaré z = 0. En esta figura se pueden observar
los distintos cruces que hacen las trayectorias en la seccion conforme varia el retardo, y a su
vez, se distinguen dos intervalos donde se perciben cambios cualitativos en el modelo. En el
intervalo 7, € [1.5,2] se visualiza un cambio abrupto en la dindmica, mientras tanto en el
intervalo 7 € [4, 8] se observa una transicién hacia el caos (véase Fig. 4.1.1).

Cruce

Figura 4.1.1: Diagrama de bifurcacion para K = 0.1 y 75 = 0 en la seccién de Poincaré z = 0.

Observe que en el primer intervalo, para 7, = 1.65 y 71 = 1.75, se perciben dinamicas de
periodo-1, las cuales se visualizan como trayectorias cerradas en el espacio fase de las Figs.
4.1.2ay 4.1.2b respectivamente (véase Fig. 4.1.2). En ambas simulaciones se realizé el estudio
del exponente de Lyapunov, en el cual se obtuvieron exponentes A\; > 0 para ambos casos,
lo cual, de principio indicaria caos en el modelo financiero para esta seleccion de parametros.
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Sin embargo, al analizar el grafico de Fourier para ambas simulaciones, se aprecia una fre-
cuencia dominante en el sistema, lo cual contrasta con la variacién en tiempo de las variables
econdmicas, pues se pueden distinguir oscilaciones peridédicas. Por lo tanto, para la seleccion
de pardmetros K = 0.1, , = 0, 73 € [1.65,1.75], no se tienen dindmicas cadticas para el
modelo 3.1, lo que implica que el exponente de Lyapunov es una condicién necesaria, pero
no suficiente, para detectar caos en sistemas dinamicos.

Por otro lado, cuando 7, = 1.85, se observa un cambio en la dindmica del sistema. Tal
como se puede apreciar en el espacio fase de la Fig. 4.1.4a, existe una dependencia sensible
a las condiciones iniciales. Ademads, el grafico del exponente de Lyapunov muestra como dos
trayectorias cercanas se separan exponencialmente, con A\;, = 0.08817 conforme el tiempo va
evolucionando. Asimismo, en la evoluciéon temporal de las variables econémicas se distinguen
soluciones distintas y aperiddicas, resultado que se ve respaldado con el analisis de Fourier,
donde en el espectro se aprecia una mayor riqueza en frecuencias dominantes del sistema.

Para la seleccién de parametros 7 = 1.85, 7 = 0y K = 0.1, el modelo 3.1 presenta
un comportamiento cadtico, ya que cumple con las condiciones mencionadas en el capitulo
anterior. Ademas, en la Fig. 4.1.3 se puede visualizar el atractor extrano que se manifiesta
bajo esta seleccién de parametros.

Figura 4.1.3: Atractor extrano en la dinamica ciclica del modelo financiero 3.1, con K = 0.1,
=0y 7 = 1.85.

Para el segundo intervalo, cuando 7; € [4, 8], nuevamente se observa un cambio en la
dindmica del sistema. En primera instancia, cuando 7; toma el valor de 6.40, el anélisis
de Fourier revela la presencia de una frecuencia dominante en el sistema, lo que indica un
comportamiento periédico y el cual se ve reflejado en el espacio fase como una trayectoria
cerrada de periodo-1 (Véase Fig. 4.1.4b). En este caso particular, se obtuvo un exponente
de Lyapunov A\;, < 0, lo que indica la ausencia de dependencia sensible a las condiciones
iniciales.
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Figura 4.1.4: Resultados para K = 0.1, 75 = 0 y distintos valores de 7, (B).
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Este resultado se ve reflejado tanto en el espacio fase como en las soluciones temporales de las
variables econdémicas, ya que la dindmica correspondiente a la solucién original y la obteni-
da al momento de perturbar la condicion inicial, presentan comportamientos practicamente
idénticos.

Posteriormente, cuando 71 = 6.70, el sistema muestra nuevamente un comportamiento
estable. Sin embargo, en este caso, la trayectoria que se obtuvo y que es visible en el espacio
fase de la Fig. 4.1.6a muestra un doblamiento de periodo con respecto a la dinamica obtenida
en el caso anterior cuando 7 = 6.40. Ademads, al observar el diagrama de bifurcacion (Fig.
4.1.1) se aprecia precisamente este suceso, pues para 6.5 < 7 < 6.9 aproximadamente, se
logra visualizar este comportamiento, dinamicas de periodo-2. Mientras tanto, el grafico de
Fourirer nos muestra dos frecuencias dominantes en el sistema, lo cual es indicio de soluciones

periddicas, y las cuales son visibles en las soluciones a largo plazo de las variables econémicas
de la Fig. 4.1.6a.

Para finalizar el andlisis de este segundo intervalo, se procedié a tomar el retardo 7, = 7.02,
valor para el cual, el sistema nuevamente muestra un comportamiento cadtico, pues como se
puede observar en la Fig. 4.1.6b, se obtuvo dependencia sensible a las condiciones iniciales,
un exponente de Lyapunov A; > 0, soluciones aperiddicas a largo plazo y un espectro con
diversas frecuencias dominantes, condiciones bajo las cuales avalan la existencia de dindmicas
cadticas. Ademsds, la Fig. 4.1.5 muestra el atractor extrano que se obtiene al elegir esta
selecciéon de parametros, 7y = 7.02, », =0y K =0.1.

'1‘
0.5
N 0- .
. (0.10,0)
054 |. (ﬂ 4 _ﬂ)
5" 5
Vis , Vis
- (’T’ T)
T T T T —T
210 1 10 8 6 4 2
X y

Figura 4.1.5: Atractor extrano en la dinamica ciclica del modelo financiero 3.1, con K = 0.1,
=0y 17 =7.02.

De igual manera, observe que dentro del primer intervalo 7 € [1.5,2], se evidencia un
cambio abrupto en la dinamica del sistema, al pasar de un estado estable de periodo-1 a
un régimen cadtico. Mientras que en el segundo intervalo para 71 € [4,8] se evidencia una
transicion hacia el caos, al pasar por dindamicas estables de periodo-1, periodo-2 y posterior-
mente terminar con dindmicas caéticas (véase tabla 4.1).
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Modelo Parametro fijo | Pardmetro variado | Dinamica obtenida Anélisis

71 = 1.65 Periodo-1 Cambio abrupto
t=x+(y—a)z+u(t) 7 =175 Periodo-1 en la
y=1—by— 2?2 K =01 71 =1.85 Caos dindamica
t=—z(t—m) —cz 75 =0 71 = 6.40 Periodo-1 Transicién

71 =6.70 Periodo-2 hacia el
u(t) = K[z — z(t — 7] 7 = 7.02 Caos caos

Tabla 4.1: Accién ciclica del modelo financiero 3.1 con un retardo, variando 7.

4.1.2. 7 fijo y variacién de K > 0

Como se pudo observar en la Fig. 4.1.4b con los parametros K = 0.1, 74 = 6.40y 75 = 0, el
modelo presenta una dinamica de periodo-1. Ahora bien, en esta seccion se pretende exponer
para qué valores de K > 0 se tiene un cambio cualitativo en el sistema 3.1, dejando a 75 = 0,
fijando el retardo 71 = 6.4 y variando ahora el peso K en la toma de decisiones.

La Fig. 4.1.7 muestra los distintos parametros de bifurcacién para este caso de estudio, y
en la cual se pueden visualizar cambios cualitativos en la dinamica del sistema para distintos
pesos K dentro de la seccién de Poincaré z = 0, y en la cual se aprecian los diferentes cruces
que hacen las trayectorias al momento de variar dicho parametro. De igual manera, esta figura
proyecta una transicién hacia al caos que pasa por dindmicas de periodos no conmensurables
para posteriormente entrar a un régimen caético.

Cruce

Figura 4.1.7: Diagrama de bifurcacién para 71 = 6.40 y 75 = 0 en la secciéon de Poincaré
z = 0.

Los espacios fase visibles en las Figs. 4.1.8,4.1.9 y 4.1.10a ilustran la evolucién de periodos
no conmensurables que experimenta la dindmica del sistema financiero al momento de variar
el peso K en el intervalo [0.25,0.47]. En cada gréfico, las trayectorias se perciben como orbitas
cerradas con formas muy similares entre si para cambios pequenos en el valor del peso K. No
obstante, el periodo asociado a cada una de ellas aumenta de manera gradual a lo largo de la
variacién de K. Cabe senalar, que no es posible determinar con precision el valor exacto del
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Figura 4.1.9: Resultados para 7 = 6.4, 72 = 0 y distintos valores de K > 0 (B).
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periodo para cada una de estas trayectorias. Sin embargo, el analisis de Fourier realizado para
cada valor distinto de K, revela un espectro con una notable presencia de multiples frecuencias
dominantes, esta multiplicidad de picos significativos en él, es indicio de dinamicas complejas,
coherente con una transicién hacia el caos dentro de este rango de valores para K (véase tabla

4.2), tal como también se evidencia en el diagrama de bifurcacién correspondiente (véase Fig.
4.1.7).

Modelo Parametro fijo | Parametro variado Dinadmica obtenida Anailisis
K =0.35 Periodo no conmensurable
t=x+ (y—a)z+u(t) K =10.38 Periodo no conmensurable | Transicién
y=1—by—2? 71 = 6.40 K =041 Periodo no conmensurable | hacia el
Z=—a(t—m) —cz T =0 K =044 Periodo no conmensurable caos
K =047 Periodo no conmensurable
u(t) = Kz —z(t — )] K =0.50 Caos

Tabla 4.2: Accién ciclica del modelo financiero 3.1 con un retardo, variando K > 0.

Es importante destacar que para estos primeros cinco analisis, expuestos en la Figs. 4.1.8,
4.1.9 y 4.1.10a, el exponente de Lyapunov A; es muy cercano a cero para cada peso K se-
leccionado, lo cual nos indica la ausencia de dependencia sensible a la condicién inicial. El
resultado se ve reflejado tanto en el espacio fase como en las soluciones temporales de las
variables econémicas, ya que la dindmica correspondiente a la solucién original y la obteni-
da al momento de perturbar la condicion inicial presentan comportamientos practicamente
idénticos.

Por otro lado, un régimen caotico se visualiza en la Fig. 4.1.10b para 7, = 0.50, ya que
cumple con las condiciones para caos mencionadas en el capitulo anterior. De igual manera,
en la Fig. 4.1.11 se muestra el atractor extrano que se obtuvo para la seleccién de parametros
71 =6.40, 5, =0y K = 0.50.

Figura 4.1.11: Atractor extrafio en la dindmica ciclica del modelo financiero 3.1 con 7, = 6.40,
7o =0y K =0.50.
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4.2. Accién anti-ciclica del modelo financiero con un
retardo
En esta seccion se presentan los resultados obtenidos ante el efecto de variar el pardametro

K < 0y los retardos 7 positivos y constantes en el modelo financiero 3.1. Se han considerado
dos escenarios importantes:

1. Cuando se mantiene fijo el peso K < 0 en la toma de decisiones frente al incremento o
la disminucion en la tasa de interés, mientras se modifica el valor del retardo ;.

2. Cuando se mantiene constante el retardo 7y, variando el peso K < 0 en el proceso de
la decisién.

4.2.1. K <0 fijo y variacion de 7

Para analizar el efecto anti-ciclico del modelo 3.1 con K = —0.1, 7y € [1.5,4] y 5 = 0,
se procedio a realizar y analizar el diagrama de bifurcacion para el parametro 7y y el cual se
expone en la Fig. 4.2.1.

Cruce

Figura 4.2.1: Diagrama de bifurcacién para K = —0.1 y 75 = 0 en la seccién de Poincaré
z = 0.

En dicha figura se pueden observar los distintos cruces que hacen las trayectorias en la
seccion de poincaré z = 0 conforme varia el retardo 7, y se logra apreciar que la dinamica del
modelo sale de un régimen cadtico a través de una transicion inversa, pasando por dinamicas
de periodo-2 y periodo-1, para finalmente entrar nuevamente a un régimen cadtico, esta
transicion es visible en la Figs. 4.2.2, 4.2.3 y 4.2.4.
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4.2. ACCION ANTI-CICLICA DEL MODELO FINANCIERO CON UN RETARDO 55

Los comportamientos cadticos se pueden visualizar en las Figs. 4.2.2a y 4.2.4b, observe
que ambas iméagenes cumplen las condiciones para detectar caos en sistemas dindmicos; de-
pendencia sensible a condiciones iniciales, exponente de lyapunov mayor a cero, soluciones
aperiodicas a largo plazo, y ademas el espectro del diagrama de Fourier muestra multiples
frecuencias dominantes, lo cual implica dindmicas complejas. Por otro lado, los atractores
extranos para esta seleccién de parametros se visualizan en la Fig. 4.2.5.

(b) 7, = 3.05

Figura 4.2.5: Atractores extranos en la dindmica anti-ciclica del modelo 3.1 con K = —0.1,
79 = 0 y distintos valores de 7.
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Por otro lado, la transicién inversa hacia el caos se muestra en las Figs. 4.2.2b, 4.2.3 y
4.2.4. Como se puede observar en el diagrama de bifurcacion correspondiente (Fig. 4.2.1)
para valores de 71 en el intervalo 1.80 < 7 < 1.95, la dindmica del sistema entra en un
estado estable de periodo-2. Las Figs. 4.2.2b y 4.2.3a ejemplifican esta dindmica, ya que en
el espacio fase de ambas se observa una trayectoria cerrada que requiere dos periodos para
regresar a su punto inicial. Ademas, el grafico de Fourier muestra la presencia de dos frecuen-
cias dominantes en el sistema para esta seleccion de pardmetros, lo que indica la existencia
de soluciones periddicas. Dichas soluciones se reflejan claramente en la soluciéon temporal de
las variables econémicas analizadas.

En cambio, para 71 en el intervalo 1.95 < 7 < 3, la dindmica del sistema también entra
en un estado estable. Sin embargo, en este caso, las trayectorias obtenidas corresponden a
dinamicas de periodo-1. Observe que en el espacio fase de las Figs. 4.2.3b y 4.2.4a, se aprecia
que la forma de la trayectoria es practicamente la misma que en el caso de periodo-2, la
diferencia es que ahora la trayectoria, completa todo el recorrido en un solo periodo.

Finalmente, observe que para vaolres de 7 > 3, el sistema entra a un régimen cadtico
(véase Fig. 4.2.4b).

El analisis general de este caso, puede visualizare en la tabla 4.3.

Modelo Parametro fijo | Parametro variado | Dinamica obtenida Analisis
7 = 1.69 Caos Cambio abrupto en
t=x+ (y—a)z + ult) 7 =1.85 Periodo-2 en la dindmica
y=1—by—a? K=-01 7 =190 Periodo-2
i=—x(t—m) —cz 9 =0 7 = 2.00 Periodo-1 Transicién inversa
T =2.76 Periodo-1 hacia el caos
u(t) = K[z — x(t — )] 7 =3.05 Caos

Tabla 4.3: Accién anti-ciclica del modelo financiero 3.1 con un retardo, variando 7.

4.2.2. 7 fijo y variacién de K < 0

En la seccién anterior se analizé la dinamica que sufre el modelo financiero cuando el
retardo 7 es modificado, fijando el peso K = —0.1, y se logro identificar que para 73 = 1.85,
el sistema resulta ser estable, evidenciando un dindamica de periodo-2. Lo que ahora se intenta
explorar son cambios en la dindmica del modelo financiero cuando se intenta variar el peso
K < 0 en la toma de decisiones de la retroalimentacién u(t) = K[z(t) — z(t — 71)], pero esta
vez fijando el parametro 7 = 1.85.

En la Fig. 4.2.6 se tiene el diagrama de bifurcaciéon en la seccién de Poincaré z = 0
del modelo financiero 3.1, en el cual se propusieron los valores de 71 = 1.85, 7, = 0y
K € [—0.11,—0.08]. En esta figura claramente se puede observa una transicion hacia el caos,
que inicia con dinamicas de periodo-1, continua con dinamicas de periodo-2, posteriormente
evoluciona hacia dindamicas de periodo-4 y, finalmente, culmina en un régimen cadtico. Esta
transicion se observa de forma detallada en la Figs. 4.2.7, 4.2.8 y 4.2.9.
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Figura 4.2.6: Diagrama de bifurcaciéon para 7 = 1.85 y 75 = 0 en la seccién de Poincaré
z = 0.

Esta transicién inicia con valores —0.11 < K < —0.10, donde el sistema entra en un
periodo estable, en dindmicas de periodo-1. La Fig. 4.2.7a muestra en su espacio fase una
trayectoria cerrada que ocupa un solo periodo para regresar a su punto de partida. Ademas,
el grafico de Fourier, muestra una frecuencia dominante en el sistema lo que da indicio a
soluciones periddicas a largo plazo, y las cuales son visibles en las series temporales de las
variables econémicas analizadas.

Posteriormente, cuando el peso K toma valores entre [—0.10, —0.985] el sistema mues-
tra nuevamente un comportamiento estable. Sin embargo, en este caso, las trayectorias que
se obtuvieron y que estds visibles en el espacio fase de la Figs. 4.2.7b y 4.2.8a muestra un
doblamiento de periodo-2 con respecto a la dindmica obtenida en el caso anterior cuando
—0.11 < K < —0.10. Mientras tanto, el grafico de Fourirer para ambas imagenes, nos mues-
tra dos frecuencias dominantes en el sistema, lo cual es indicio de soluciones periddicas.

Mientras tanto, cuando —0.985 < K < —0.09 el sistema sigue teniendo un comporta-
miento estable. No obstante, para valores de K, dentro de este intervalo, las trayectorias que
se manifiestan y que estan visibles en el espacio fase de la Figs. 4.2.8b y 4.2.9a muestra un
doblamiento de periodo-4 con respecto a la dinamica obtenida en el caso anterior cuando K
toma valores en [—0.10, —0.985]. Por otro lado, el grafico de Fourirer para ambas imagenes,
muestra picos de senales dominantes bien definidas en el sistema y lo cual contrasta con
las series temporales de las variables econémicas en cuestion, pues se obtuvieron soluciones
periodicas al pasar el tiempo.

Cabe resaltar que en estos cinco andlisis mostrados en las Figs. 4.2.7, 4.2.8 y 4.2.9a se
obtuvieron exponentes de Lyapunov mayores a cero (A; > 0), lo cual, de principio indicaria
comportamiento cadtico en el sistema, sin embrago, se observa que para todos los casos no
existe dependencia sensible en las condiciones iniciales y ademas se obtuvieron soluciones
periddicas para cada valor de K seleccionado. Siendo este caso de estudio nuevamente una
prueba mas de que el obtener exponentes de Lyapunov positivos no es una condicién suficiente
para detectar caos en sistemas dinamicos.
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Figura 4.2.7: Resultados para 73 = 1.85, 75 = 0 y distintos valores de K < 0 (A).
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Para finalizar el andlisis del comportamiento anti-ciclico del sistema financiero con un
retardo, fijando 71 = 1.85 y variando el peso K < 0, se procedié a tomar el peso K =
—0.085, valor para el cual, el sistema muestra un comportamiento cadtico, pues como se
puede observar en la Fig. 4.2.9b, se obtuvo dependencia sensible a las condiciones iniciales,
un exponente de Lyapunov A; > 0, soluciones aperiddicas a largo plazo y un espectro con
diversas frecuencias dominantes, condiciones que avalan la existencia de dindmicas cadticas.
Ademas, la Fig. 4.2.10 muestra el atractor extrano que se obtiene al elegir la seleccién de
parametros 71 = 1.85, 7, = 0y K = —0.085.

Figura 4.2.10: Atractor extrano en la dinamica anti-ciclica del modelo financiero 3.1 con
71 =185 7 =0y K =—0.085.

Modelo Parametro fijo | Parametro variado | Dinamica obtenida | Analisis
K =-0.109 Periodo-1
t=xz+ (y—a)x + u(t) K =-0.105 Periodo-2 Transicién
y=1-by—a* 71 =1.85 K = —-0.098 Periodo-2 hacia el
Z=—z(t—m)—cz T,=0 K =-0.097 Periodo-4 caos
K =-0.96 Periodo-4
u(t) = Ko — z(t — )] K =-0.085 Caos

Tabla 4.4: Accién anti-ciclica del modelo financiero 3.1 con un retardo, variando K < 0.

4.3. Accidén ciclica y anti-ciclica del modelo financiero
con dos retardos

En esta segunda parte del analisis se considera el modelo financiero 3.1, pero ahora in-
corporando en segundo retardo temporal, 75, en la dinamica del sistema. A diferencia de lo
realizado en las secciones 4.1 y 4.2, donde unicamente se analiz6 la influencia de un solo
retardo 7 en las dindmicas ciclicas y anti-ciclicas del modelo financiero, en esta seccion se
estudia la interaccion simultdnea de 71 y 75 sobre el comportamiento del ciclo econémico.

De igual manera, en esta seccién abordaremos dos escenarios importantes:
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= La dindmica ciclica del modelo financiero 3.1, cuando se fija el retardo 71 y el peso
K > 0, analizando el efecto de la variacion del retardo 7.

» La dindmica anti-ciclica del modelo financiero 3.1, cuando se fija el retardo 7 y el peso
K < 0, analizando el efecto de la variacion del retardo 7.

4.3.1. Variacion de 7, con 77 y K > 0 fijos

Como se pudo observar en la seccién 4.1.2, bajo las configuraciones 7 = 6.40, K =0.35y
79 = 0, el modelo financiero 3.1 exhibe un comportamiento estable, mostrando una dinamica
de periodo no conmensurable (véase Fig. 4.1.8a). A continuacién se estudia cémo cambia la
dindamica del modelo financiero al introducir y variar un segundo retardo, 7, manteniendo
fijos los parametros 7, = 6.40 y K = 0.35.

De igual manera, para este caso se realizo el diagrama de bifurcacion en la secciéon de
Poincaré z = 0, utilizando los parametros previamente establecidos 7 = 6.40 y K = 0.35.
En dicho diagrama es posible observar los cambios en la dindmica del modelo al variar 7, en
el intervalo [0.9,1.3]. Para esta caso particular, se puede observar en la Fig. 4.3.1 que para
cambios muy pequenos para este segundo retardo, se obtienen diversos cambios abruptos en
la dindmica y los cuales estéan visibles en la Figs. 4.3.2, 4.3.4 y 4.3.6.

Cruce

Cruce

\
\
\
\
_ | | |
1.02 1.025 1.03 1.035 1.04

Figura 4.3.1: Diagrama de bifurcacién para 71 = 6.40 y K = 0.35 en la seccién de Poincaré
z=0.
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Para 7, = 1.00 se puede observar en la Fig. 4.3.2a, que existe una dependencia sensible
a las condiciones iniciales. Ademas, el grafico del exponente de Lyapunov muestra cémo dos
trayectorias cercanas se separan exponencialmente, con A, = 0.041917 conforme el tiempo va
evolucionando. Asimismo, en la evolucion temporal de las variables econémicas se distinguen
soluciones distintas y aperiddicas, resultado que se ve respaldado con el analisis de Fourier,
donde en el espectro se aprecia una mayor riqueza en frecuencias dominantes del sistema.
Para la seleccion de parametros 7 = 1.85, 7, = 1.00 y K = 0.35, el modelo 3.1 presenta un
comportamiento cadtico. Ademas, la Fig. 4.3.3 muestra el atractor extrano que se obtiene al
elegir esta seleccion de parametros.

2 - 0,10,0)
Ji5 /15
'(T""_T)
V15 /15
(—T=4~T)

2 4 6 8 12

Figura 4.3.3: Atractor extrano en la dinamica ciclica del modelo financiero 3.1 con 71 = 6.40,
K =035y m = 1.00.

Mientras tanto, el diagrama de Poincaré 4.3.1b, ilustra la evoluciéon de periodos no con-
mensurables que experimenta la dinamica del sistema financiero al momento de variar el
retardo 75 en el intervalo [1.02,1.04]. En la Fig 4.3.2b, se evidencia esta dindmica de pe-
riodo no conmensurable. Cabe senalar, que no es posible determinar con precisién el valor
exacto del periodo para esta trayectoria. Sin embargo, el analisis de Fourier realizado para
5 = 1.03 revela un espectro con una notable presencia de miltiples frecuencias dominantes,
esta multiplicidad de picos significativos en él, es indicio de dindmicas complejas.
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Observe que para valores de 75 en el intervalo (1.05,1.08), el sistema nuevamente muestra
comportamientos cadticos, pues como se puede observar en la Fig. 4.3.4a, se obtuvo depen-
dencia sensible a las condiciones iniciales, un exponente de Lyapunov A; > 0, soluciones
aperiodicas a largo plazo y un espectro con diversas senales dominantes, condiciones bajo
las cuales se asegura la existencia de dindmicas cadticas. Ademas, la Fig. 4.3.5 muestra el
atractor extrano que se obtiene al elegir esta seleccion de parametros.

-
o

& 4 6 8 1@ X

Figura 4.3.5: Atractor extrafnio en la dinamica ciclica del modelo financiero 3.1 con 7 = 6.40,
K =0.35y 7o = 1.06.

En cambio, para 7 en el intervalo 1.08 < 771 < 1.10, la dindmica del sistema nuevamente
entra en un estado estable. Sin embargo, en este caso, las trayectorias obtenidas corresponden
a dindmicas de periodo-1. Observe que en el espacio fase de la Fig. 4.3.4b, se aprecia una
trayectoria cerrada que completa todo el recorrido en un solo periodo. Ademas, las soluciones
correspondientes a la solucién original y la obtenida al momento de perturbar la condicion
inicial presentan comportamientos practicamente idénticos.
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Cabe resaltar que para los proximos intervalos de estudio, cuando 7 toma valares entre
[1.1,1.15] y [1.15,1.2] pasa exactamente lo mismo, para el primer intervalo el sistema entra
a un régimen cadtico, mientras que para el segundo nuevamente el sistema se estabiliza con
dindmicas de periodo-1. Este suceso esta visible en las Figs. 4.3.6a y 4.3.6b.

Ademas, la Fig. 4.3.7 muestra el atractor extrano que se obtiene al elegir la seleccién de
parametros, 71 = 6.40, K = —0.085 y 5 = 1.116.

Figura 4.3.7: Atractor extrano en la dindmica ciclica del modelo financiero 3.1 con 7 = 6.40,
K =035y = 1.116.

Es importante destacar que la dindmica observada, en la cual el sistema transita de forma
recurrente entre regimenes cadticos y estables, se conoce en la literatura como intermitencia
de caos []. En esta seccién se logra visualizar como pequenos cambios en el valor del retardo 7,
provocan que el sistema alterne constantemente entre comportamientos ordenados y cadticos
(véase tabla 4.5).

Modelo Parametros fijos | Parametro variado Dinamica obtenida Analisis
5 = 1.00 Caos
t=z+(y—a)r+u) 5 = 1.03 Periodo no conmensurable | Intermitencia
y=1—by— a2 71 = 6.40 75 = 1.06 Caos del
Z=—x(t—my) —cz K =0.35 75 = 1.09 Periodo-1 caos
T = 1.116 Caos
u(t) = Klx — x(t — )] 7 =1.18 Periodo-1

Tabla 4.5: Accién ciclica del modelo financiero 3.1 con dos retardos, variando 7.
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4.3.2. Variacion de 7, con 77 y K < 0 fijos

Como se pudo observar en la seccién 4.2.2, bajo los pardmetros 7 = 1.85, 7, = 0y
K = —0.098, el modelo se encuentra en un régimen estable evidenciando una dinamica de
periodo-2 para esta seleccién de pardmetros (véase Fig. 4.2.8a). Lo que ahora se intenta ex-
plorar es la existencia de cambios cualitativos en la dindmica del modelo financiero al fijar
los parametros 7, = 1.85, K = —0.098 y al variar el retardo 5.

Para analizar la accién anti-ciclica que sufre el modelo financiero 3.1 al incorporarle un
segundo retardo, 7o, se procedio a realizar y discutir el diagrama de bifurcacién en la seccion
de Poincaré z = 0 para 7 € [0.5,0.7] y el cual esta visible en la Fig. 4.3.8, en donde se
pueden apreciar dos dindmicas significativas; intermitencia para valores de 0.53 < 7 < 0.59
y una transiciéon inversa para valores de 7, > 0.59. Este diagrama evidencia que inicialmente
la dindmica se alternara constantemente entre comportamientos estables y cadticos para
después entrar a un régimen estable que sufrird dinamicas de periodo-2 y periodo-1. Este
fenémeno es visible en la Figs. 4.3.9, 4.3.10 y 4.3.12.

Cruce

Figura 4.3.8: Diagrama de bifurcacién para 7 = 1.85 y K = —0.098 en la secciéon de Poincaré
z = 0.

Observe que las Figs. 4.3.9 y 4.3.10, muestran cémo la dindmica alterna entre comporta-
mientos ordenados y cadticos.
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Figura 4.3.9: Resultados para K = —0.098, 7, = 1.85 y variacién 75 (A).
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El espacio fase de la Fig. 4.3.9a muestra una trayectoria cerrada de periodo-1 y soluciones
periddicas en la evolucion temporal de las variables econémicas. Mientras que el espacio fase
de la Fig. 4.3.9b, muestra dependencia sensible a las condiciones iniciales, ademas se pue-
den observar soluciones aperiédicas a largo plazo, un exponente de Lyapunov A; > 0 y en
espectro con diversas frecuencias dominantes, condiciones suficientes para detectar caos en
sistemas dinamicos. Ademas, la Fig. 4.3.11a evidencia la existencia de un atractor extrano
para la seleccién de parametros 7 = 1.85, 75 = 0.54 y K = —0.098.

Posteriormente, cuando 7, = 0.55 (véase Fig. 4.3.10a), el sistema nuevamente se estabi-
liza. Si bien el diagrama de bifurcaciéon no muestra con exactitud la dindmica que sufre el
modelo bajo estas configuraciones, el espacio fase de esta figura muestra una trayectoria que
requiere de dos periodos para llegar a su estado inicial. Ademas, en este caso particular, se
obtuvo un exponente de Lyapunov A;, < 0, lo cual nos indica la ausencia de dependencia
sensible a la condicion inicial. El resultado se ve reflejado tanto en el espacio fase como en
las soluciones temporales de las variables econémicas, ya que la dindmica correspondiente
a la solucién original y la obtenida al momento de perturbar la condicion inicial presentan
comportamientos practicamente idénticos. Sin embargo, observe que para 7, = 0.56, el sis-
tema nuevamente entra a un régimen cadtico (véase Fig. 4.3.10b), ademads, la Fig. 4.3.11b
evidencia la existencia de un atractor extrano para la selecciéon de parametros 7, = 1.85,

7o = 0.56 y K = —0.098.

Figura 4.3.11: Atractores extranos en la dindmica anti-ciclica del modelo financiero 3.1 con
K = —0.098, 7, = 1.85 y distintos valores de 7.
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En las Figs. 4.3.12a y 4.3.12b, se puede visualizar la transicién inversa que sufre el modelo
al pasar por regimenes estables de dinamicas de periodo-2 y periodo-1, cuando 7 = 0.60 y
79 = 0.65, correspondientemente.

Finalmente, el analisis del cambio cualitativo en el modelo financiero con dos retardos,
puede visualizarse de forma detallada en tabla 4.6.

Modelo Parametros fijos | Parametro variado | Dinamica obtenida Analisis
75 = 0.53 Periodo-1 Intermitencia
t=z+ (y —a)r+u(t) 7 =0.54 Caos del
y=1-—by—2? 71 =1.85 5 = 0.55 Periodo-2 caos
Z=—x(t—T) —cz K = —0.098 T2 = 0.56 Caos
75 = 0.60 Periodo-2 Transicion
u(t) = Kz —z(t — )] 7o = 0.65 Periodo-1 inversa

Tabla 4.6: Accién anti-ciclica del modelo financiero 3.1 con dos retardos, variando 7.

4.4. Discusién e interpretacion

Los resultados obtenidos del modelo financiero con retardos muestran una diversidad de
comportamientos dinamicos, desde ciclos periddicos, caos e intermitencia, los cuales tienen
implicaciones importantes en la economia. Cuando se observa una dinamica de periodo-1, el
sistema alcanza un ciclo estable, indicando que la variable financiera estudiada se repite de
manera regular, lo que sugiere un entorno predecible, por ejemplo, para la toma de decisiones
de inversién o politica econémica. Una dinamica de periodo-2 o periodo-4, representa ciclos
mas complejos pero todavia regulares, lo que puede reflejar fluctuaciones econémicas recu-
rrentes, como expansiones y contracciones en la actividad econémica.

Por otro lado, el caos y los periodos inconmensurables evidencian sensibilidad extrema a
pequenas variaciones en la toma de decisiones. En términos econémicos, esto se traduce en
que retrasos incluso minimos en la implementacién de politicas financieras o decisiones de in-
version pueden generar resultados impredecibles y no repetitivos, reflejando fenémenos como
burbujas especulativas, crisis de liquidez o movimientos abruptos. Por otro lado, la intermi-
tencia del caos, donde el sistema alterna entre estabilidad y comportamiento cadtico, resalta
que aunque en ciertos intervalos se pueda prever la evolucion de las variables, siempre existe
la posibilidad de escenarios inesperados que afectan de manera significativa la economia.

Estos resultados subrayan la relevancia de los retardos en la toma de decisiones financieras
y en la politica econémica. Retardos grandes o pequenos en la informacién disponible y en
la ejecucion de decisiones pueden amplificar o disminuir las acciones ciclicas y anti-ciclicas
ante la toma de decisiones, afectando directamente los ciclos econémicos observados. En la
practica, esto se traduce en que decisiones sobre tasas de interés, gasto publico o regulacion
de mercados, si no se implementan oportunamente, pueden provocar fluctuaciones abruptas,
burbujas financieras o caidas repentinas de precios.

Desde un punto de vista matemadtico, analizar estas transiciones hacia el caos es crucial
para comprender los limites de predictibilidad del sistema. Herramientas como los exponentes
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de Lyapunov o los anélisis de atractores extranos permiten cuantificar la sensibilidad a con-
diciones iniciales y los retardos, mostrando como pequenas diferencias pueden tener efectos
desproporcionados en la economia. Esta perspectiva es esencial para evaluar riesgos sistémi-
cos y disenar politicas financieras que minimicen la posibilidad de inestabilidad econémica
inducida por retrasos en la toma de decisiones.

En conclusion, la combinacion de ciclos periddicos, caos e intermitencia en este modelo
financiero resalta la importancia de la temporalidad en las decisiones econémicas y la ne-
cesidad de herramientas matematicas para anticipar posibles escenarios de alta volatilidad,
contribuyendo a una interpretacion mas profunda y préctica de los resultados del modelo.
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En la exploracion realizada se observéd que variar el retardo temporal en la retroalimen-
tacion u(t) = K(x(t) — xz(t — 7)) modifica de manera significativa la dindmica del sistema,
lo que evidencia que este parametro, aunque no altera el punto de equilibrio, tiene un papel
relevante en la evolucion del modelo financiero. Ademas, el analisis mediante las secciones
de Poincaré y los diagramas de bifurcaciéon permitié visualizar los cambios cualitativos en
las soluciones del modelo al variar los parametros 71, 72 y K, proporcionando una compren-
sion mas clara de la complejidad dindamica del sistema. En complemento, el calculo de los
exponentes de Lyapunov confirmé la presencia o ausencia de dependencia de las condiciones
iniciales del modelo, al analizar las variaciones infinitesimales entre las trayectorias del sis-
tema. No obstante, se identificaron casos en los que un exponente de Lyapunov positivo no
constituye una condicion suficiente para validar la existencia de dindamicas cadticas, lo que
evidencia la necesidad de complementar este analisis con otras herramientas, como el calculo
del diagrama de Fourier.

Asimismo, las simulaciones realizadas permitieron estudiar aspectos fundamentales co-
mo diagramas de bifurcacion, secciones de Poincaré, espacios fase, exponentes de Lyapunov,
espectros de Fourier y la evolucion temporal de las variables econémicas. Este conjunto de
analisis no solo permitié caracterizar el comportamiento del modelo bajo diferentes configura-
ciones, sino también identificar transiciones dinamicas criticas al modificar los parametros K,
71 v T2. En este sentido, se identificé que la relacién entre las variaciones de 71, 75 y el peso K
resulta esencial para comprender la evolucion de las variables financieras a lo largo del tiempo.

Por otra parte, en la dinamica ciclica del modelo con un retardo se lograron identificar
intervalos donde el sistema presenta cambios abruptos en su comportamiento, asi como tran-
siciones hacia el caos en periodos conmensurables e inconmensurables. De manera similar,
para la dinamica anti-ciclica con un solo retardo, se apreciaron transiciones inversas hacia el
caos y doblamientos de periodo, partiendo de un comportamiento de periodo-1 hasta alcanzar
periodo-4, lo que evidencia un amplio rango de comportamientos dinamicos.

Ademas, cuando se incorporaron dos retardos temporales en el modelo, se detecté un

fenémeno particularmente relevante en la teoria del caos: la intermitencia. Este fenémeno
mostro que pequenas modificaciones en el parametro 7 pueden inducir que el sistema alterne

7



78 CAPITULO 5. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

recurrentemente entre regimenes estables y cadticos, subrayando la complejidad y sensibili-
dad del modelo.

Durante el estudio también se identificaron atractores extranos en diferentes configuracio-
nes de parametros, los cuales reflejan comportamientos cadticos persistentes caracterizados
por trayectorias no repetitivas y estructuras geométricas complejas en el espacio fase, con-
firmando asi la naturaleza altamente no lineal del sistema. Cabe destacar que, aunque el
analisis inicial de estabilidad del modelo con un solo retardo sugeria que los cambios dinami-
cos ocurrian unicamente para valores de K < —3, el uso de diagramas de Poincaré permitié
identificar que existen otros rangos de K que también inducen cambios cualitativos en el
comportamiento del modelo. Por otro lado, respecto al modelo con dos retardos, no se realizo
un estudio tedrico detallado de estabilidad debido a la complejidad matematica que esto im-
plicarfa; sin embargo, gracias a los diagramas de bifurcacién, fue posible identificar regiones
donde el modelo se estabiliza y aquellas donde transita hacia regimenes cadticos. Finalmente,
se concluye que es posible controlar la dindmica de un sistema financiero mediante la selec-
cién adecuada de intensidades de retroalimentacion y tiempos de retardos.

A partir del andlisis y los resultados obtenidos, se abre un abanico de oportunidades
para futuras investigaciones que podrian contribuir a una comprensién mas profunda de la
dinamica del modelo estudiado.

En primer lugar, seria deseable realizar un andalisis tedrico sobre la estabilidad del modelo
financiero con dos retardos. Aunque en este trabajo se emplearon herramientas numéricas y
diagramas de bifurcacion para identificar los intervalos de estabilidad y de dindmica cadtica,
contar con condiciones analiticas permitiria establecer criterios mas generales y contrastar
los resultados obtenidos, como se hizo con el modelo de un solo retardo.

Futuras investigaciones también podrian explorar la dinamica financiera incorporando
nuevas variables econémicas y retardos adicionales, lo que permitiria analizar escenarios mas
realistas y sus implicaciones para la toma de decisiones financieras.

Adicionalmente, seria pertinente profundizar en el estudio de las transiciones hacia el
caos, conocidas en la literatura como rutas hacia el caos, mediante un analisis mas formal
desde la teoria de bifurcaciones, con el fin de caracterizar con mayor rigor matematico la
dindmica del modelo.

Finalmente, resultaria interesante validar el modelo propuesto utilizando datos reales pro-
venientes de series temporales financieras, con el objetivo de aproximarse mas a la realidad
y comprender mejor los comportamientos impredecibles que se presentan en la vida financiera.

En conjunto, los objetivos de este trabajo se cumplieron satisfactoriamente, pues se logré
caracterizar la complejidad dindmica del modelo financiero con retardos y se identificaron
tanto los regimenes de estabilidad como los comportamientos cadticos, incluyendo la presencia
de atractores extranos. Las contribuciones principales del estudio incluyen la visualizacion de
c¢émo los retardos y la retroalimentacion afectan la dindmica del sistema, la identificacién de
fenomenos relevantes como la intermitencia y la caracterizacién de transiciones hacia el caos,
asi como la propuesta de lineas futuras que fortalecen la base para analisis mas profundos y
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